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Yorwort iind Elnleitmig. 


Das Ffaffsche Problem ist aus der Theorie der partiellen Dififerential- 
gleicliungen erster Ordnung entstanden. 

Es sei 

dz , ( dz dz dz 

— tl> \Z, Xi, ■ • Xm, ^ ^ 

eine partielle Differentialgleichnng erster Ordnung mit der unbekannten 
Funktion z und den unabkangigen Variabeln . . x^n. Eine Funktion 

( 2 ) z = (p(x^x^. .x„^ 

wird ein ^IntegraF^ der Gleicbung ( 1 ) genannt, wenn sie in (1) sub- 
stituirt diese Relation in eine Identitat verwandelt. Die Gleicbung (1) 
jpntegriren^^ beifst^ alle ibre Integrate ermitteln. Wir betrachten nun 
die totale Differentialgleichung 

(3) dz — ti^^l, •• -Pm)dx^ ^^^dx^ J[)mdXm = 0 

in den 2 m Veranderlicben 


(4) Zy X^y . . Xjnj ^2; . • • 

1st dann die Funktion (2) ein Integral der gegebenen partiellen 
DifiPerentialgleicbung^ und substituiren wir fur z die Funktion cp und 
fiir |>2 . . die Ausdriicke 

(5) = (i = 2,3,..m) 

in die linke Seite der totalen Differentialgleicbung (3), so erbalten wir 


m 



also ein identiscb verscbwindendes Resultat. 

Es sei umgekebrt in den 2 m Variabeln (4) ein System von m 
Relationen 


(6) = 0 (* == 1, 2, . . w) 
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mit folgenden Eigenschaften gegeben: erstens sollen die Gleicbnngen 
(6) nach - .pm in der Form 

s = . Xm)', Pi = 9i(pi • ■ (i — 2, . . m) 

auflosbar sein: zweitens soli die linke Seite der totalen Differential- 
gleicbung (3), wenu man dariu ^ durch q> und die pt durch go, ersetzt, 
in einen Ausdruck iibergeben, der fur jedes beliebige Wertsystem der 
Variabeln x^..Xm und ibrer Differentiale verscbwindet. Diese letztere 
Eigenschaft driicken wir dadurcb aus, dafs wir sagen: Das Grleichungen- 
system (6) „hefriedigif‘ (j,erf'iUlf‘) die totale Differentialgleichung (3). 

Dann hat man notwendig und (p ist ein Integral der 

partiellen Differentialgleichung (1). 

Wir kommen so zu der nachstehenden^ 7on Tfaf^) herruhrenden 
Formulirung des Integrationsproblems nnserer partiellen Differential- 
gleichung: 

^^Man bestimme das allgemeinste , aiis m Belationen bestehende 
Gleichmgensystem in 0X -^ . . ivelclies nach • ’Pw auflosbar 

ist und die totale Differentialgleichung (3) befriedigV^ 

Diese Aufgabe lost Bfaf durch den Nachweis des folgenden Satzes: 
Es existiren stets 2 m FunUionen 

Fi{0X^ Pm)} .,Xm,P 2 >- Pm) 2^ . . m) 

von der Eigenschaft, dafs identisch: 

dz — TpdXj^ — p^dx^ pmdXm = F^df^ + ^ 2^/2 H f“ Fmdfm- 

Diese Identitat ist so zu verstehen^ dafs links und rechts die 
Koeffizienten aller Differentiale 

d^dx^ . , dXmj dp2 . . dpm 

bezw. identisch gleich werden^ wenn man die df durch ihre Ausdriickc: 

J-Js i- ^ 1“ ^ H ^ 

ersetzt. 

Das Yorhin formulirte Problem reduzirt sich jetzt auf die leicht 
zu eiiedigende Aufgabe^ die totale Differentialgleichung: 

F^df, + F,df, + • • + Fmdfn = 0 


1) J. F. Pfaff, „Methodus generalis aequationes differentiarum partialiuBi 
nec non aequationes differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcun- 
que variaMles complete integrandi.“ Abh. der k, preufs. Akad. der Wxss. zu 
Berlin, 1814— 1815 j S. 76—136. 
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durch m Relatioiien zu befriedigeii, Man erkennt z. B. unmittelbar, 
dafs die Gleicbungen 


/2? * ■ A) 


0;j; 


F, 


-F™ 


d_^ dj^ 
Sf, df. 


dSl 


worin £1 eine willkilrliclae Funktion Ton bedeutet, eine Lo- 

sung unserer Aufgabe darstellen, vorausgesetzt, dafs sie nacb . . pm 
auflosbar sind, was allerdings nocb einer besonderen Untersuchung 
bedarf. 

Der Satz, dafs die linke Seite der totalen Differentialgleicbung (3) 
in der Form 

F-j_df-^ -f" • • Fmdfm 

dargestellt werden kann, ist ein Spezialfall des folgenden Theorems: 
1st eine heliebige totale Differentialgleiclmng : 


(7) a,{xix^_ • • Xy^dXi — 0 

1 

gegeben, worin die a-, irgend welclie FunMionen der n VeranderlicJien 
x^x^. . Xn bedeuten, so giebt es stets 2 m Funldionen 

Fiix^x^ . . Xn), ft . . xf) {i = 1,2, . . m) 
von der Bescliaffenlieit, dafs die Identitdt 


n 

G/id/Xi zzzz F idf-^ -j- • • •“]— Fffidf<ffi 

1 


far jedes beliebige Wertsystem der x, %md Hirer Differentiale stattfindet; 
dabei bedeutet m die Zalil —noder^ (n -j- l)jje nachdem die Variabelnmlil 
n gerade oder imgerade ist 

Mit Rncksicbt auf diesen gleicbfalls von Ffaff berrukrenden 
fundamentalen Satz bezeichnet man jede totale Differentialgleicbung 
(7) auch als eine Pfaffsclie Gleicliung^ ferner die linke Seite einer 
solchen Gleicbung als einen Ffaffsclien Ausdrucli^ endlick die Aafgabe, 
die in dem Yorigen Satze genannten 2m Fnnktionen Ff^ fi wirklicb 
zn bestimmen^ als das Pfaffsche Problem (im engeren Sinne). 

Die Integration der partiellen Differentialgleichung (1) kommt 
darnacb auf die Losung des Pfaffscben Problems fiir die totale Differen- 
tialgleicbung (3) Mnans. 

Weiterbin aber entstebt die Prage nacb der Ideinsten Zalhl I Yon 
der Eigenscbaft, dafs der Pfaffscbe Ausdruck 

a^dx^ + — h <^ndxn 
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sicli in der Form 

F^df^ + F,df, + • • Fxdfx 

darstellen lasse, worin die Fi, fi gewisse Fiinktionen yon , . Xn be- 
deuten. Setzen wir 


a,ic ~ 




dx^ 


= — dki 


(i^ /i; = 1, 2^ . . n) 


so hangt diese Minimalzahl A wesentlicli ab von dem Verlialten der 
beiden schiefsymmetrischen Determinanten 


0 

^12 

0 . 

. din 


0 

— «1 

0 

• 

. Ctu 

Cti n 


• d/2n 




^21 

0 . 

‘ ^2 71 

O/fil 

• 

. 0 


— CCn 

(^n 1 

• 

. 0 


■and ibrer Unterdeterminanten. Im Hinblick auf die fundamentale 
Eolle; die sonacb den scbiefsymmetriscben Determinanten in dieser 
Tbeorie zufallt , behandeln wir im ersten Kajpitel des vorliegenden 
Werkes znnachst die Tkeorie dieser Art von Determinanten. Ein ein- 
leitender Paragraph bescbaftigt sick mit solchen Eigensckaften eines 
beliebigen recbteckigen Schemas, die spater besonders haufig benutzt 
werden, insbesondere mit dem Begriff „Eang^^ einer Matrix. Der De- 
terminantenbegrifif selbst, die verschiedenen Arten, eine Determinante 
zu entwiekeln, sowie die Theorie der Multiplikation der Determinanten, 
setzen wir dabei als bekannt voraas. 

Die Aafgabe, die 2 A Panktionen JF), /;, welche die Darstellung 
des gegebenen Pfaffschen Ausdrucks leisten, in jedem einzelnen Fall 
wirklich anfznfinden, konnen wir als das j,Ffaffsche Prohlewf^ im weiteren 
Sinne bezeichnen. 

Zur Losung desselben benotigen wir vor allem die Theorie der 
linearen homogenen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit 
einer Dnbekannten f: 


n 



und der Systeme solcher Gleictungen. Diese Theorie bildet den Gregen- 
stand des gweiten Kapitels. Auch diesem' Kapitel schicken wir einen 
einleitenden Paragraphen voraus, in dem die spaterhin zur Verwendung 
gelangenden funktionentheoretischen Grundbegriffe erlautert werden. 

Nachdem wir so in den ersten beiden Kapiteln die fur unsere 
Untersuchungen notigen Hulfsmittel bereit gestellt, nehmen wir in 
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Kap. Ill unsern eigentlichen Gregenstand in Angriff. Unsere Dar- 
stellnng des Pfaffschen Problems (Kap. Ill — X) folgt nur teilweise der 
bistorisclien Entwickelung; so geben wir scbon in Kap. Ill eine Reihe 
von Satzen nnd Anffassungsweisen, die einem verbaltnismafsig spaten 
Entwickelungsstadinm unserer Disciplin angeboren^ aber als Grand- 
lagen einer systematiscben Behandlnng des Gegenstandes unerl'afslicb 
scbeinen. 

Die Kapitel VIII nnd XI bescbaftigen sicb mit den Beziebnngen, 
die zwischen dem Pfaffscben Problem nnd den Bernbrnngstransfor- 
mationen besteben; wir geben damit nnseren Untersncbnngen jene 
Wendnng, die ftir die Tbeorie der partiell^n Differentialgleicbnngen 
erster Ordnnng in nenerer Zeit entscbeidend geworden ist. Der ans- 
fiibrlicben Darlegnng dieser Tbeorie^ die nicbt nnr den bistoriscben 
Ansgangspnnkt^ sondern ancb das wicbtigste Anwendungsgebiet des 
Pfaffscben Problems bildet^ sind die Kapitel XII — XIV gewidmet. 

Der Znsammenbang, in dem bier die partiellen Differentialgleicbnngen 
anftreten^ bringt es mit sicb, dafs unsere Bebandlnng dieses Gegen- 
standes von den sonst iiblicben Darstellungen in mebreren wesentlicben 
Punkten abweicbt. Die von nns befolgte Tendenz, die Resnltate dieser 
Tbeorie als einfacbe Korollare der allgemeinen Tbeorie des Pfaffscben 
Problems zn erweisen, lafst es gerecbtfertigt erscbeinen, den iie’scben 
Integralbegriff als den einfacberen an die Spitze zn stellen, also liber- 
banpt die den iie’scben Arbeiten zn Grnnde liegenden Mannigfaltigkeits- 
vorstellnngen in erster Linie znr Geltnng zn bringen, nnd binterber 
ans dieser allgemeineren Anffassnngsweise die alteren Metboden, so 
z. B. die Hamilton- Tbeorie, dnrcb Spezialisirnng abznleiten. 
Die Entwickelnngen von Kap. IX, § 4 setzen nns ferner in den Stand, 
ancb die iie’scben Pnnktionengrnppen, sowie die scbonen, leider wenig 
bekannten BdcTdund'^ ^oh&n. Untersncbnngen nber partielle Differential- 
gleicbnngen erster Ordnnng nnserem allgemeinen Schema einznordnen. 

Den Scblnfs des Werkes bildet eine bistoriscbe Ubersicht, ein 
Wort- nnd Sacbregister, sowie ein Litteratnrverzeicbnis , anf das sicb 
alle Hinweise des Textes bezieben. 



Kapitel I. 

Zur Tlieorie der Deterniiiianten. 

§ 1. Systeme linearer Gleichungen.^) 

1. Unter einer „Matrix“ versteht man bekanntlich ein reclit- 
eckiges Schema der Form: 


^1^11 

ai2 


n 

^21 

<^22 

— 1 

^2 71 

^7?i — 1, 1 


G/m — 1, n — 1 

— 1, 71 

COml 

dfii 2 

’ n — 1 

}l 


worin die w • w Grolsen irgend 'welehe Konstanten bedeuten mogen. 
Die m Horizontalreihen unserer Matrix bezeichneii wir als „Zoileu“, 
die n Yertikalreihen als „Spalteii" oder „Kolonnen“ wahrend wir so- 
wohl Zeilen als auch Spalten unter dem Namen „Reihen“ zusammeu- 
fassen. Die Grofsen a,-* heifsen die „Elemente" der Matrix. Das Ele- 
ment aa gehort, wie man sieht, der Zeile und der /c‘“ Spalte an, 
Oder anders ausgedriickt: die Zeile und die Spalte „schneiden'' 
sich in dem Element aijc. Unter dem „Index einer Zeile'^ wollen wir 
den gemeinsamen ersten Index aller Elemente dieser Zeile, unter dem 
„Index einer Spalte^' den gemeinsamen zweiten Index aller Elemente 
dieser Spalte Terstehen. Wir greifen jetzt irgend r Zeilen bez. mit 
den Indices i^, ... und irgend r Spalten bez. mit den Indices 
/%, 7 v 2, ... 7c,. heraus; die Zahl r darf natiirlich nicht grofser sein als 
die kleinere der beiden Zahlen. n und n. Auch wollen wir voraus- 
setzen, dafs die Indices ... und ebenso h^j ... in ihrer natiir- 
lichen Reihenfolge stehen, d. h. also, dafs < ^^ < . . . nnd 7i,'j. < Acj, < ■ . . . 


1) Vgl. frohenius I 236—241. (Die beigesetzten arabisohen Ziffem bezeichnen 
die Seitenzahlen der Arbeit, die im Litteraturverzeicbnis unter der betreffenden 
romisciien Ziffer aufgefabrt ist.) 
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Die genannten Zeilen und Spalten sclineiden sicli nun in Ele- 

menten^ die wir zn der r-reihigen Determinante 

^'2^1 ^'2*2 * * ^'2^V 

formiren wollen. Diese Determinante lieifst eine ^/-reihige Unter- 
determinante^^ oder aiich kurz: ,,eine r-reihige Determinante^^ der Ma- 
trix (1). Bilden wir dann irgend eine r + r-reikige Detei-minante 
der Matrix (1)^ bestehend aus dem (r -f- Elementen^ in denen sich. 
die Zeilen mit den Indices % . . . v tnid irgend r andere Zeilen^ sowie 

die Spalten mit den Indices \ . Jcr und irgend / andere Spalten 

scbneiden, so sagen wir^ die letztere Determinante ^^entkalt^^ die Deter- 
minante (2) (als Unterdeterminante). 

2. Bemerken wir vorab, dafs^ wenn aHe r -f- 1-reibigen Deter- 
minanten der Matrix (1) verschwinden, dasselbe fiir alle r -f 2, r -j- 3 • • * 
reihigen Determinanten gilt. Fur jede Matrix (1) existirt daher eine 
mid nur eine Zabl r von der Bescbaffenbeit^ dafs nicbt alle r- reihigen 
Determinanten des Schemas (1) null sind^ dafs dagegen alle r -f- 1" 
reihigen Determinanten verschwinden, sofern es solche ilberhaupt giebt^ 
d. h. sofern nicht r gleich der kleineren der zwei Zahlen n ist. 
Diese Zahl f heifst der Bang‘d der Matrix (1). 

Verschwinden z. B. alle Elemente aik, so ist r = 0; verschwinden 
nicht aUe aik, dagegen alle Determinanten der Form 

{i,j = 1,2,.. to; h,l = l,2,.. n) 

SO ist f = 1 ; ist wenigstens eine Determinante dieser Form nicht null^ 
verschwinden dagegen alle dreireihigen Determinanten der Matrix (1), 
so ist f = 2 etc. Nathrlich ist r nicht grofser als die kleinere der 
beiden Zahlen m nnd n, 

Wir bemerken hier ein fiir allemal^ dafs wir mis zur Bezeichnnng 
einer Matrix der Form (1) oft auch der abgekiirzten Sclireibweise 

li II (i = 1 . . to; 7; = 1 . .n) 
bedienen. Ebenso bedetitet: 

1 aik I {i,h = l..r) 

die r-reihige Determinante 


atk 

a.i 

ajk 

(^ji 
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[^] 


an 

ax^ . 

. axr 

an 

^22 

• a^ r 

Grl 

ar2 • 

• arv 


3. Wir fragen nunmelir nach dem allgemeiiisten Wertsystem 
. . ,Xnj welches die linearen homogenen Gleichungen 

^11^1 ^12^2 -f" * * "h ^In^n — 0 

“j' ^22^2 4“ * ‘ “1“ ^2n^n — 0 

(3} 

Xml^l 4" <^>7t2^2 4“ ‘ 4” ^mnXn = 0 


befriedigt. Die Matrix (1) heifse die zu dem Gleichungensystem (3) 
„gehorige'^ Matrix, oder auch kurz „die Matrix des Gleichungensystems 
(1)^^, und es sei r ihr Rang. Dann giebt es wenigstens eine Detei*- 
minante der Form (2), die nicht null ist. Wir durfeii aber der be- 
quemeren Bezeichnungsweise halber annehmen, dafs die Indices . . b- 
imd ebenso . . hr mit der Reihe 1, 2 . . r ubereinstimmen; denn 
offenbar konnen wir dies notigenfalls immer dadurch erreichen, dais 
wir die Gleichungen (3) und die Unbekannten x geeignet umnumeriren. 


Es sei also 




• axr 

( 4 ) 

D = 

a<n 

^22 * 

. air 



ari 

ar2 

• ar r 


nicht null Dann konnen wir die r ersten Gleichungen (3) nach be- 
kannten Regeln hinsichtlich , , Xr auflosen, und erhalten so: 


(6) DXi D},^Q^j^xXr-\.x Di^r-{-'iX)r-\-^ • • (i = 1, . . r), 

worin gesetzt ist: 




%2 • 

• ^1, i— 1 

axs 


• air 

^21 


• a^, 

a%s 


♦ a^r 

a^ 1 

ar 2 • 

• ^r, z—~x 

ars 

i + 1 

arr 


so daXs also die r-reihige Determinante Bu dadurch aus D entsteht, 
dafs man darin die Spalte durch die Elemente au, ersetzt 

Wir woUen nun die aus (5) folgenden Werte von x^, x^ . . Xr in 
die linke Seite irgend einer der noch hbrigen m — r Grleichungen (3) 
substituiren, etwa in die folgende: 
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[55] 


aiiXi “|- ai^x^ ^ ain^n (I > r) 
und erhalten dadiirch das Eesultat: 


n r n 

Cf'llDik^k “f" C^lk^k ; 
r-f-1 1 r-j-l 

der mit D multiplizirte Koeffizient von Xk in diesem Ausdruck liat 
die Form 

n 

JD-aik— 

1 


es ist dies aber nicbts anderes^ als die nacb den Elementen der letzten 
Zeile entwickelte r -j- 1-reibige Determinante: 


«11 

^12 

air 

aik 


^22 

a^r 

a%k 

Ojrl 

ar% . . 

G/rx 

ark 

an 

an . . 

air 

aik 


welcbe gleich null ist, da die Matrix (1) der Annabme nacb den Rang 
r besitzt. Der Ausdruck (6) verschwindet somit identiscb, d. b. un- 
abhangig von der Wahl der Grofsen XrJ^i, ;rr +2 . • nnd wir babeii 
den Satz gewonnen: 

„Man erbalt unter den gemachten Annahmen liber die Matrix (1) 
das allgemeinste Losungensystem x^x^^^oon der linearen Gleicbungen 
(3)^ wenn man die Grofsen 

^7^ Xr-^l j Xr-\-'^ - • Xn 

ganz beliebig wablt/nnd sodann die iibrigen x, mittels der Formeln 
(5) berecbnet/*^ 

Dieses Resultat lafst sicb aucb so formuliren: Setzen wir zuerst 
XrJ^i = — 1, nnd die andern Grofsen (7) gleich null; sodann ^^+1 = 0; 

= — 1^ nnd die andern Grofsen (7) gleich null etc. und berechnen 
jedesmal die Xi . , Xr mittels (5), so erhalten wir der Reihe nach 
n — r verschiedene Losungensysteme: 


( 8 ) 


^1, r+l 

^2, r-f-l 

^r,r+l 

D ' 

B ^ 

B 

-^1, r+2 

r+2 

r+ 2 

B ^ 

B ’ 

B 




• D ^ 

B ’ 

B ’ 


0 

0 


0 , 


0, • • - 1 
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und man erialt jedes beliebige andere Losnngensystem von (3); indem 
man die Blemente der ersten Zeile von (8) mit der arbitraren Kon- 
stanten die der 2^^^ Zeile mit — ^r +2 s. w. miiltiplizirt^ 

nnd sodann die in derselben Spalte stebenden Elemente addirt. 

Das soeben erbaltene Resnltat wollen wir sogleicb nocb in etwas 
allgemeinerer Form aussprecben: 

jylst r der Bang der Matrix (1) , und hedeutet (2) eine niclit ver- 
schwindende r-reiJiige Determinante von (1)^ so Icann man mdtels des 
Gleiclmngensystems , das aus der Gleiclmng (3) hestehtj 

die Unhelcamiten x^^, x^ . . Xk^ als lineare liomogene Ausdriiclie in den 
iibrigen x darstellen; indem man die letderen heliehig wcUdt, erhdlt 
man die allgemeinste Losung des Systems (d>)d 

Die Gleichungen (3) besitzen offenbar dann^ aber aucb niir dann 
anfser dem Losungensysteme x^^ = Q, x^ = Oj Xn — 0 kein wei teres, 
vsrenn r = n ist. Bs mnfs dann nattiiiicb die Zahl m der Gleichungen 
mindestens gleich n sein. Ist aber r < so giebt es stets unbegreiizt 
viele Losungensysteme x^x^ . . x^ der Eigenschaft, dafs nicbt alle x 
verschwinden. 

4. Irgend s Systeme von je n Gi'ofsen 

^12 * * 
b22 * ■ 

Is 2 • • Is/i 

lieifsen ^linear abhangig“, wenn es s Grofsen >li ^2 • - giebt, die nicht 
alle gleich null sind und den Gleichungen 

(10) = 0 (7o ?= 1, 2 • • n) 

geniigen. Im entgegengesetzten Falle heifsen die s Systeme (9) ^linear 
unabhangig^^. Verlangen wir also, dafs die Grofsensysteme (9) linear 
unabhangig seien, so ist z. B. von vorneherein ausgeschlossen, dafs 
eines derselben aus lauter Nullen besteht, oder dafs die Grofsen eines 
Systems den entsprechenden eines andern Systems proportional sind etc. 
Damit die Grofsensysteme (9) linear unabhangig seien, ist nacb der 
Definition notwendig und hinreichend, dafs die n Gleichungen (10) 
nur durch die Annahme ^^ = 0, , . 2,. == 0 befriedigt werden konnen, 
und dies kommt nach der Schlufsbemerkung des vor. Art. darauf hin- 
aus, dafs der Rang der aus den n . s Elementen (9) gebildeten Matrix 
gleich s ist. Natiirlich mufs dann s -^n sein. 

Sind also die Systeme (9) linear unabhangig, so mufs wenigstens 
eine 5 -reihige Determinante der Matrix (9) nicht null sein; gilt dies 
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L’^] 

iiisbesoiidere fur die aus der * 2 “"' . . Kolonne formirte De- 
terminante; so sagen wir; Die s Grofsensysterae (9) sind ,,MnsichUich 
eben dieser Kolminen von einander linear unabhangig'l 

Giebt es ein Grofsensystem ly, • • K, das die Eelationen (10) 
erfiillt, und ist insbesondere etwa Aj =|= 0, d. b. kann man die Elemente 
des s*°“ Systems durcb die in derselben Spalte stebenden Elemente 
der {ibrigen s — 1 Grofsensysteme wie folgt ausdriicken: 


S— 1 



SO sagon wir: das Grrofsensystem (9^ ist eiiie ,^lineare Kombination^^ 
der tibrigen s — 1 Systeme. 

5. Mit Htilfe dieser Definitionen konnen wir das Resultat des 
Art. ») folgendermafsen aussprecben: 

Ist (hr Bang der Matrix (1) gleich und ist insbesondere (4) eine 
nicht verschtoindende r-rcildge Deter minante derselben^ so besiM das 
GleieJmngensystcm (3) n — r Losmgensysteme, die hinsicMlich der Ko- 
lonnen mit den Indices r-\-l, r-\-2, .. n voneinander linear unab- 
hdngig sind, md jede andere Lbsimg Idfst sich als lineare Eombination 
der (jenannten Lbsungen darstellen. 

Statt wie in Art. 3 den Variabeln (7) der Reihe nacb die Werte 
1; 0 . . 0; 0; 1 . . 0; etc. za geben, hatten wir ibnen aucb irgend welcbe 
— r Wertsysteme 

(11) (h = 1,2, . . n - r) 

cl'teilen konnen; sind dann die zugehorigen^ mittels der 

Pormeln (5) zu berecbnenden Werte der tibrigen x, so bilden die 
^ Gri*ofsensysteme 

(12) xf^ 4^') . . xf\_^ . . Qi=^l,2,.n — r) 

n — r linear unabbangige Losungensysteme von (3), wenn die n — r- 
roibige Determinante 

(Dl) 

nicht luill ist, d)er auch mr dam; denn sind die Systeme (11) von 
einander linear abbangig, so gilt mit Eucksicbt auf (5) dasselbe offen- 
bar aueh von den n — r Grofsensystemen (12). Wir baben also den Satz: 

„Isb der Ttaw/ der Matrix (1) gldch r, und ist (4) eine nicht ver- 
schwindende r-rdhige Determinante derselben, so sind irgend n — r linear 


r+1 r+2 /t 


r+1 ^T-2 It 
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iindbhangige Losungei't der Gleichungen (3) inshesondere Mnsichtlich der 
Kolonnen mit den Indices r+1, r + 2, . . w von einander linear 
unabhdngig^^, 

Wir "beliaupten ferner: 1st 


(14) §2 • • 

irgend ein Losuugensystem der Grleicliungen (3)^ und stelleu die n — r 
Grofsensysteme (12) ein beliebiges System von linear unabbaiigigen 
Losungen dar, so ist das Grofsensystem (14) notwendig eine lineare 
Kombination der Systeme (12). 

Aus der linearen Natur der Gleicbungen (3) folgt zunacbst^ dafs 
jede Linearkombination irgend welcher Losungensysteme stets wieder 
ein Losungensystem liefert. Sind daber die Grofsen be- 

liebige Konstante^ nnd setzen wir: 

n — r 

= (»=1, 2..5?), 

1 

SO ist >rin ein Losungensystem. Da nun nach dem ziiletzt bewieseneii 
Satze die Determinante (13) nicbt null ist, so konnen wir die Grofsen 
Ik eine und nur eine Art so bestimmen^ dafs • • Vn bezw. mit 
ubereinstimmen. Nun giebt es aber nach Art. 3 nur ein 
einziges Losungensystem von (3)^ fiir das die Grofsen (7) vorgeschriebene 
Werte liaben-, es mtissen also jetzt ancb die Grofsen % • * ri^ mit 
ubereinstimmen^ d. b. das System (14) ist in der That eine Linear- 
kombination der Grofsensysteme (12). 

6. Wir wollen die bisber erbaltenen Satze liber lineare Gleicbungen 
nocb einmal zusammenfassen^ und gleicbzeitig etwas allgemeiner for- 
muliren : 

1) ,Jst r der Bang der Matrix (1)^ und r<in, so Icann man un- 
hegremt viele Systeme von je n — r linear unabhdngigen Losungen- 
systemen der GleicJmngen (3) angehen. Hat man n — r unahMngige 
Losungensysteme irgend wie ausgewdhlt, so ist jede andere Losung als 
lineare KomUnation dieser oi — r Losungen darsteUbar^^ 

2) Lst insiesondere (2) eine nicht verschwindende r-reihige Deter- 
minante der Matrix (1), so sind irgend n — r linear unabMngige Lo- 
sungen der GleicJmngen (3) hinsichtlich der Spalten mit den Indices 

^V +2 • • J^n %mabMngig^ wenn diese Indices die aufser \ . . in 
der B&ihe 1 Us n noch vorhandenen Zahlen bedeuten. 

Aus dem Satz 1) erbalten wir immittelbar folgendes Korollar: 

y^BesiM ein System linearer Glmhungen (3) n — r linear tm- 
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abhdngige Lbsimgensysteme , so ist der Bang der mgehorigen Matrix (1) 
hochstens gleich 

7. Ist die Determinante (4) niclit null; verschwinden dagegen alle 
diejenigen r -1“ l-reihigen Determinanten der Matrix (1); welche die 
Determinante (4) als Unterdeterroinante entlialten; so werdeii; wie wir 
in Art. 3 gesehen habeU; die linken Seiten aller Gleickungen (3) identisck 
null; wenn man darin fur die Grofsen Xi , ikre Werte aus (5) sub- 
stituirt; also besitzen die Gleichungeii (3) die n — r linear unab- 
bangigen Losungensysteme (8). Hieraus und aus dem vorigen Korollar 
folgt nun sofort der wicbtige, yon L. Kronecker berruhrende Satz: 

Ist in einer Matrix (1) eine r-reihige Determinante nicht null, ver- 
scJhwinden dagegen alle diejenigen r -f-' l~reiJiigen Determinanten, welche 
jene r-reihige als Unterdeterminante enfhalten, so versckwinden uberhaupt 
alle r + l-reihigen Determinanten der Matrix (1). 

Um darnacb den Rang r einer gegebenen Matrix (1) und gleieb- 
zeitig eine nicbt verscbwindende r-reibige Determinante derselben zu 
findeU; bat man so zu yerfabren: Man wablt irgend ein nicbt ver- 
scbwindendes Element auS; und sucbt eine Zeile mit dem Index i^ 
und eine Spalte mit dem Index so zu bestimmeU; dafs die De- 
terminante 

nicbt null wird. Ist dies unmoglicb; so ist r= 1; andernfalls sucbe 
man eine dritte Zeile mit dem Index % und eine dritfce Spalte mit 
dem Index /% so zu bestimmeU; dafs die dreireibige Determinante; in 
deren Elementen sicb die Zeilen i^i^i^ und die Spalten scbneiden; 

nicbt yerscbwindet. Ist dies unmoglicb; so ist r = 2 ; andernfalls be- 
stimme man eine 4^® Zeile und SpaltO; etc. 

8. Der Satz des yorigen Art. lafst sicb folgendermafsen yerall- 
gemeinern: 

„Ist D eine r-reihige Determinante der Matrix (1), und versckwinden 
alle diejenigen r -f- r-reihigen Determinanten von (1); die D enfhalten, 
so versckwinden entweder uberhaupt alle r -j- r-reihigen Determinanten, 
Oder es ist D gleich nulV^. 

Der Satz ist fiir r — 1 bereits bewiesen; wir wollen zeigen; dafs 
er fur r = k gilt; wenn er fiir r = h — 1 bewiesen ist. 

Nebmen wir also an; dafs alle r -|- ^;*-reibigen Determinanten yon 
(1) yerscbwinden; die D entbalteU; und sei D' eine r -{-k — 1-reibige 
Determinante; welcbe D entbalt. Da nun u. a. alle r -j- J^reibigen 
Determinanten null sind; die D' entbalteU; so miissen nacb Art. 7 
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ent-weder alle r -f- Zi-reihigen Determinanten yerschwindeu, oder D' 
mufs null sein. Enthiilt also die Matrix (1) eine nicht verscliwindende 
y /c-reiMge Determinante, so miissen alle Determinanten ])', d. h. alle 
r h — 1-reihigen Determinanten, die D enthalten, gleich. null sein. 
Setzen wir nun in dem obigen Theorem r ==h — 1, und nebmen wir 
an, dafs dasselbe unter dieser Annahme bereits bewiesen sei, so folgt, 
dafs dann notwendig D Terschwindet, da andernfalls alle r Ic — 1 - 
reibigen, und daber aucb alle r /^-reibigen Determinanten von (I) 
null waren. 

Unser Theorem ist damit allgemein bewiesen. 

9. Wir nennen die s linearen Gleiebungen mit den n Unbekannten 

Vi ■ ■ ¥n- 

(15) Y{ — -f" ■ ■ "b hnyn = 5 (i = 1, 2 ■ ■ s) 

„linear unabbangig", wenn die s Grofsensysteme (9) es sind, d. b. also, 
wenn es aufser dem Wertsystem 0, 0, . . 0 kein System von Kon- 
stanten Ai, /l^ . . /Ij giebt von der Eigenscbaft, dafs die Identitat: 

(16) -)- .Ig Ts “1" ■ ■ “1“ ^ 

fiir jedes beliebige Wertsystem y^. .yn stattfindet. In der That folgt 
ja aus der Identitat (16) das Besteben der Relationen (10) und um- 
gekebrt. Gilt andererseits eine Identitat der Form (16), so beifsen 
die Gleiebungen (15) „linear abbangig"; ist dann etwa =j= 0, so lafst 
sicb die linke Seite der letzten Gleicbung (15) folgendermafsen durcli 
die linken Seiten der iibrigen darstellen: 

(17) + + 

wo die fii Konstante bedeuten. Wir sagen in diesem Falle, die letzte 
Gleicbung (15) ist eine „lineare Kombination", oder aucb eine „Polge" 
der iibrigen. Offenbar wird sie dann von jedem Losungensystem yi . . y„ 
der Gleiebungen Y^ = 0 . . = 0 ebenfalls befriedigt. 

10. Wir bemerken bier beilaufig, dafs der Rang einer Matrix ent- 
weder ungeandert bleibt, oder sicb um eins erniedrigt, wenn man 
irgend eine Zeile oder eine Spalte fortlafst. Soil nun die Gleicbung 
Yg — O von jedem Losungensystem der ersten s — 1 Gleiebungen (15) 
befriedigt werden, so darf sicb der Rang der aus den s ■ n Elementen 
(9) bestebenden Matrix niebt andern, wenn man die letzte Zeile weg- 
lafst, oder anders ausgedruckt; ist r dieser Rang, so mufs sieb den 
ersten s — 1 Zeilen in (9) eine niebt versebwindende v-reibige Detei’- 
minante entnebmen lassen, da andernfalls die ersten s — 1 Gleiebungen 
(15) mebr linear unabbangige Losungensysteme besafsen als die s 
Gleiebungen (15) zusammen. Nunmebr aber bann man nacb Art. 3 in 



[ 11 ] 


§ 1. Systeme linearer Gleichungen. 


15 


den Grleichungen (10) die Unbekannte sowie s — r — 1 Yon den 
Unbekannten . . Xs—i beliebig wahlen^ woranf die Werte der ubrigen 
Xi durcb die Relationen (10) bestimmt sind; es giebt sonacb wenigstens 
ein Losungensystem X^^ . , Xg der Gleichnngen (10)^ fiir das Xs== — 1 
ist, d. h. es besteht eine Identitat der Form (17). Also gilt der Satz: 

^jDie Gleicliung Yg — 0 wird dann, abet auch nur dam von alien 
Lbsungensystemen der ersten s — 1 Gleichungen (15) erfiillt, ^venn sie 
eine lineare Eomhination (eine Folge) dieser Gleichungen ist; es ist dam 
not'Wendig und hinreichendy dafs der Fang der Matrix (9) durch Weg~ 
lassung der leMen Zeile sich nicht dndertf^ 

Wir •wollen nocb die folgende Definition binznfugen: 

Zwei lineare Gleicbungensysteme mit den Unbekannten yi^y^ • ^yn 
beifsen yydquivalenif^ wenn jede Gleicliung des einen Systems eine Folge 
der Gleichungen des andern ist, und umgekehrt, d. h. also, wenn das 
erste System Yon alien Losungen des zweiten erftillt wird, und urn- 
gekehrt. 

11. Indem wir die bisherigen Satze und Definitionen auf die beiden 
folgenden Gleicbungensysteme 

n 

(18) X, = a.icXk = 0 . .m) 

m 

(19) ^ (l=l,2,..n) 

1 

anwenden, erkennen wir die Aquivalenz der nachstehenden funf Aussagen: 

1) Der Rang der Matrix (1) ist r; 

2) das Gleichungensystem (18) besitzt n — r linear nnabhangige 
Losungensysteme 

(s = l,2,..w — r) 

imd jedes andere Losungensystem ist eine lineare Kombination derselben ; 

3) das Gleichungensystem (19) besitzt m — r linear unabbangige 
Losungensysteme 

(S = 1, 2, . . m — r) 

und jedes andere Losungensystem ist eine lineare Kombination derselben. 

4) Zwiscben den Xk besteben n — r und nicht mebr linear un- 
abbangige Identitaten 

n 

(s = l,2..n-r), 

1 
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d. L « — r von den Gleiehungen (19) sind eine Folge der r librigen, 
welcb’ letztere linear nnabhangig sind. 

5) Zwiscben den X, bestehen m — r und nicbt mebr linear un- 
abhangige Identitaten: 

m 

2i}«X==0 (s = l, 2..W — r) 

1 

d. b. ni — r von den Gleichungen (18) sind eine Folge der r iibrigen^ 
welcb.’ letztere linear nnabhangig sind. 

Wenn also irgend eine von diesen 6 Aussagen zutrifft, so gilt 
dasselbe von alien ubrigen. 

12. Ersetzt man in dem Grleichungensystem (18) die erste Glei- 
chung = 0 dureh qX^ = 0, wo die Konstante q nicht null ist, 
oder durch -|- eX^ = 0, wo d irgend eine Konstante bedeutet, so 
erhalt man beidemale ein mit (18) aqnivalentes System (Art. 10). Dar- 
ans folgt ohne weiteres: 

„Der Rang einer Matrix hldht tmgeandert, wenn man alle Elemente 
einer Zeile mit derselhen nicht verschwindenden Konstanten multiflimi, 
Oder wenn man m den Elementen einer hestimmten Zeile die ies. in der- 
selben Spalte stehenden, mit einer Konstanten 6 multiplmrten Elemente 
einer lestimmten andern Zeile addirt.“ 

Dasselbe gilt offenbar auch, wenn man in dem vorstehenden Satze 
die Worter „Zeile“ und „Spalte" vertauscht, sowie wenn man die beiden 
darin erwahnten Operationen beliebig oft nach einander ausfiihrt. 

13. Es sei wiederum r der Rang der Matrix (1), und es moge 
die Determinante (4) nicht null sein; dagegen sollen alle diejenigen 
r-reihigen Determinanten von (1) verschwinden, an deren Bildung die 
erste Spalte von (1) nicht beteiligt ist. 

Mit andern Worten: wir nehmen an, dais der Rang der Matrix 
(1) sich durch Weglassung der ersten Spalte um eins vermindert. Da 
jetzt die in Art. 3 mit Di,r+i, ■■ Em bezeichneten Deter- 

minanten der Annahme nach alle verschwinden, so folgt aus den For- 
meln (5), dafs fur jedes beliebige Losungensystem der Grieiehungen (3) 
die Grofse x-y verschwindet; die Gleichung x-^ — Q ist also eine Folge 
des Systems (3). Emgekehrt, soli letzteres der Fall sein, so mufs sich 
der Rang r von (1) durch Weglassung der ersten Spalte notwendig 
vermindern; andemfalls konnte man namlich den n — 1 letzten Ko- 
lonnen von (1) eine nicht verschwindende r-reihige Determinante ent- 
nehmen, und die Gleichungen (3) besafsen daher nach Art. 3 mindestens 
eiw Losungensystem, fiir das .die Variabele einen willkurlich vor- 
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gescliriebenen Wert annimmt. Damit ist der folgende Satz bewiesen, 
von dem wir nocb wiederholt Gebraucb macben werden: 

Gleicliung Xk==0 ist dann, aber aucJi nur dann eine Folge 
der Gleichimgen (p), wenn sicli der Bang der Matrix (1) durcli Streidhung 
der Spalte um eins rerminderV^ 

14. Wir betracbten nunmebr ein niebt bomogenes lineares Grlei- 
cbungensystem: 



<*11 2/i + <^12 2/2 + • 

• “b Cfjl, n—iyn—l ~ 

= — ai^ 

(20) 

®21 2/1 + <*22 2/2 + ■ 

“b ^ 2 , n — — 1 ~ 

= — 


<*»a2/l“l" <*m22/2 “h • 

* + ^m,n — iyn—l = 

= Ujffi 


mit den Unbekannteii Es sei wiederum r der Rang der 

Matrix (1). Dann ist der Rang der Matrix (1)', die ans (1) durcb 
Streicbung der letzten Spalte entstebt, entweder gleicb r oder gleicb 
r — 1. Im letzteren Falle ist die der Gleicbungen 

(19) aiiXx + H h Ctmi^m = 0 (i = 1 • . 

keine Folge der — 1 librigen^ d. b. es giebt mindestens ein Wert- 
system x{ . . x^^ das die ersten n — 1 Gleicbungen (19)^ nicbt aber 
die letzte befriedigt. Daraus scbliefsen wir sofort^ dafs die Gleicbnngen 

(20) durcb kein endlicbes Konstantensystem erfiillt werden konnen. 

In der That, multipliziren wir die Gleicbungen (20) bez. mit x^ 
X 2 • ‘ addiren sie^ so folgt im* Widersprucb mit der Bedeutung 

der x!j dafs aucb die Gleicbnng (19) befriedigt ist. 

Ben linearen Gleichungen ' (20) hann also nur dann durch ein 
Konstantensystem yi . . yn—i geniigt werden^ wenn sich der Bang r der 
Matrix (1) bei Weglassung der leUten Spalte nicht dndert 

Ist diese Bedingung erfiillt^ so lafst sicb den n — 1 ersten Spalten 
von (1) eine r-reibige nicbt verscbwindende Determinante entnebmen^ 
und wir konnen, um die Ideen zu fixiren, annebmen, dafs (4) diese 
Determinante sei. Unter Beibebaltung der Bezeicbnungen des Art. 3 
folgt dann sofort, dafs man das allgemeinste Losungensystem y^.^y^^i 
der Gleicbungen (20) erbalt, indem man 2/r+i; • • yn-i willkiirlicb 
wablt, und den Formeln 

Byi == Bi^ Bi^n — — 1 Bin (i 1 . . ^^) 

berecbnet. AUgemein gilt, wie man leicbt verifizirt, der Satz: 

JBleibt der Bang r der Matrix 

II an II {i=l , .m; 1=1 ^ .n) 
bei Weglassung der lekten Spalte ungeandert, und bedeuten 

V. Wobor, Das Pfaffsclie ProWcm. 2 
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irgend n — r — 1 linear undbhdngige Losungensysteme der linearen 
liomogenen Gleichungen 

n — 1 

^ aiiyic = 0 (i = 1 . . 

1 

ferner 

irgend ein spesielles Losungetisystcm der nicht liomogenen linearen 
Oleicliungen 

n — 1 

(21) “H = 0 (i = 1 . . m) 

1 

SO hat das aUgemeinste Losungensystem y^ . ,ya—i dieser Ghichimgen 
die Form 

n — r — 1 

= rif + Fi Knf (i = l,2 ..n — 1) 

1 

worm die hi willMrliche Grofsen hedeuten. Im Falle r — n — und 
nuT in diesem gielt es hlos ein einsiges Losungensystem der Gleichungen (21). 

15. Wir werden im Laufe dieser Vorlesungen ausscUiefslicli solclie 
Matrices (1) zu betracliten haben, deren Elemente aik FunktioneE 
gewisser iinabkangiger Variabeln . bedenten. Unter dein ,Jlang^^ 
einer solcken Matrix yersteben wir dann^ wenn nichts anderes bemerkt 
wird, immer die Ordnung der hochsten, nicM identisc\ d. la. nicht fur 
jedes beliebige Wertsystem • • ’verschwindenden Unterdeterminanteii. 

Dock kann es^ falls eine Matrix (1) in diesem Sinne den Rang r 
besitzt^ Grleichungensysteme der Form 

(22) ^2, . .) = 0 (j = 1, 2 . .) 

geben Ton der Eigensebaffc, dafs die Matrix (1) fiir ein beliebiges Wert- 
system s-y, das die Gleicbungen (22) erfiillt, einen Hang r' < r 

aufweist. Wir sagen in diesem Pall: „Die Matrix (1) besitzt vermdge 
der Relationen (22) den Rang r'.“ 

Wir bezeicbnen s Systeme (9) yon je n Pnnktionen der Va- 
riabeln Sx} ^2 • • „linear undbhmgig“, wenn zwiseben ibnen bein 
i'dentisebes G-leicbnngensystem der Form (10) besteben ka nn _, worin 
die Xi irgend welcbe Pnnktionen yon 01 ,^^ . . bedenten nnd nicbt alle 
identiscb nnll sind. Docb konnen linear nnabbangige Punktionen- 
systeme yermoge gewisser Relationen (22) linear abbangig werden. 
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Analoges gilt fiir linear nnabliangige lineare Grleiclinngen^ deren Koeffi- 
zienten Funktionen von ^2 • • bedeuten. 

Niramt man die Begriffe j^ang^^ nnd Unabkangigkeit^^ 

in der angegebenen Bedentung, so lassen sick alle Resultate dieses § 
obne weiteres anf Matrices (1) imd lineare Grleicbungensysteme (3) 
tibertragen^ in denen die ai^ Funktionen der Variabeln ^2 • • bedeuten. 
Dasselbe gilt auch fiir die Bntwickelungen der folgenden beiden Para- 
grapben, in denen also die Elemente der zu beiracbtenden Matrices 
nack Belieben als Konstante, oder als Funktionen gewisser unabkangiger 
Yariabeln angeseken werden konnen. 

§ 2. ScMefsymmetriselie Determinanten. 

16. Fiir die Tkeorie des Pfaffscken Problems sind^ wie sckon in 
der Einleitung kervorgekoben wurde^ besonders die sogenannten ^^sckief- 
symmetriscken^^ oder ,^alternirenden^^ Determinanten und Matrices von 
Wicktigkeit; es sind dies quadratiscke Schemata folgender Form: 


0 


«13 • 


^21 

0 

«23 • 

• ^2 71 

«31 


0 . 



a^i 2 


. 0 


deren Elemente den Bedingungen 

(2) an = 0^ a^k = — (i, lc= 1/2, ..n) 

gentigen. 

Die aus den Elementen (1) gebildete sckiefsymmetrische Deter- 
minante werde mit D bezeicknet. Multipliziren wir alle Elemente 
derselben mit — 1^ die Determinante selbst also mit ( — 1)^^ so kommt 
dies nack (2) darauf kin aus, die Zeilen in (1) als Spalten zu sckreiben, 
und umgekehrt. Da kierdurck der Wert von D nickt ge*andert wird, 
kat man 

D = (— 1)"D; 

eine schiefsymmetrisciie Determinante ungerader Ordnung verschvindet 
daher identisch, was auch ihre Dlemente hedeuten mogen. 

Es sei nun n einer geraden Zakl 2v gleick. Dann versekwindet 
die Determinante 

0 ai2 . . ^ 1 , w — 1 
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identiscli. Es werde mit 

(- 

diejenige n — 2-reiliige Determinante bezeichnet, die aus (3) durcli 
Streicbung der Zeile imd der Spalte bervorgebt. Man bat 
dann bekanntlicb, wenn i niid h irgend zwei Indices der Reibe . .n — 1 
bedenten: 

' ^ici = • ^hji- 

Es ist aber ofiPenbar 

^ih — 

demi es entstebt /Sjt; aus §,i mit Riicksicbt auf (2) dadurcb^ dafs man 
alle Elemente ars mit — 1; die Determinante selbst also mit ( — 
multiplizirt. Man bat sonacb identiscb: 

= Ma 

d. b. also 

(4) ' /8a = {y^}{y^}. 

Die gesehweiften Klammem sollen dabei andeuten, dafs die Quadrat- 
■wurzeln mit einem bestimmten Zeicben zu nebmen sind; und zwai’ 
kann das Vorzeicben einer dieser Quadrat wurzebi, etwa das von 
(sofern 4 = 0) willkiirlicb gewablt werden, worauf die Zeicben aller 
andern Quadratwurzeln durcb die Relationen (4) eindeutig bestimmt sind. 

Entwiekelt man nun die Determinante D nacb den Elementen der 
letzten Zeile und Spalte, so folgt: 

2 r— 4 2 v — 1 

D ■=: 7c * 

1 1 

1 

worin die Snmme iiber alle — 1) (n — 2) verscbiedenen 

Kombinationen Jc der Zablen \ , .n — 1 znr Klasse zwei zti erstrecken 
ist. Wegen (4) bat man daber 

(5) D = [«l_,,(y^} + a2,n{yPi^]-\ [- an-l,n{yfn-l,n-l}f- 

Hieraus folgt sofort: 

Eine scMefsyfyiMeirische ])et&rmin<Mte von gerader Ordnung n = 2v 
Idfst sich stets in der Form darsteUen: 

F~F% 

worin P eine Snmme von Gliedern der Gestalt 
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bedeutet, deren jedes aas v = ~n Fahtoren bestelit 

u 

In der That, die GroXsen (in sind schiefsymmetrisclie Determinanten 
der Ordnung 2v — 2; ist also unser Theorem fiir die Ordnung 2v — 2 

richtig, so gilt es wegen (5) anch fiir die Ordnung 2v, Fiir n — 2 

aber ist I) = also ist das Theorem allgemein erwiesen. Fiir n — 4z 
hat man z. B. 

D ~ (%2%4 %3^24 "f" %4^23)^’ 

Wir bezeichnen den Ausdriick P, dessen Quadrat gleich B ist^ 
als ein ,jPfaffsclies Aggregat der Ordnung 2v^^. Natiirlich ist P nur 
bis aufs Vorzeichen bestimmt; wir werden iiber die Wahl desselben 
sogleich noch eine besondere Yerabrednng treffen. 

17. Da die Pfaffschen Aggregate der Ordnung 2v — 2^ deren 
Quadrate beziiglich gleich keine der Grofsen Uin, cOni 

enthalten, so kann wegen (5) der Index n in keinem Term (6) von P 

zweimal auftreten- dasselbe gilt natiirlich aus Symmetriegriinden fiir 
jeden andern Index 1^2^ . .n — 1. 

Jeder Term (6) des Pfaffschen Aggregate P enthdlt daJier alle 
Indices 1^2^ . ,2v und jeden nur ein mat 

Es sei jetzt i^, 4 • • irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2 . . n. 
Das Produkt 

C^) ^n^'2 * ^*34 ‘ ‘ 1% 

bleibt ungeandert^ wenn man seine v Faktoren irgendwie vertauscht, 
und andert wegen (2) sein Zeichen, wenn man die Indices eines 
und desselben Faktors a umstellt. Wir wollen alle Produkte, die aus 
(7) durch wiederholte Anwendung der genannten Operationen entstehen, 
als Equivalent bezeichnen. Zu jedem Produkt (7) giebt es daniach 
2^' • vl aquivalente Produkte^ wobei (7) selbst mitgerechnet ist. 

Setzen wir demnach 

2 ^^ ML = 1 . 3 • 5 • • (w — 3) (w — 1) 

so gilt der Satz: Man kann N und nicht mehr Produkte der Form 
(7) so auswahlen^ dafs keine zwei uuter ihnen Equivalent sind. 
Entwickeln wir nun die Determinante 

I)=\a,k\ (i, ^ = 1; 2 . . n) 

bekannten Regeln zufolge in eine Summe von nl Gliedern, so erhalten 
wir unter anderm folgenden Term: 
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(8) ( 1)” • ■ ®/2 I'l ■ '4 ‘ '3 ’ ’ ^'n — l '« — 1 ’ 

Dafs das angegebene Vorzeichen das richtige ist, erkennt man daraus, 
dal's in diesem Term die Reibe der zweiten Indices 

• • ^n'^n — 1 

aus der Reilie der ersten Indices 

il ^4: • • — 1 

durch i/-malige Vertauscliung je zweier Ziffern bervorgebt. Wegen (2) 

aber scbreibt sicb das Prodnkt (8) so: 

2 2 2 ^ 

^2 * ^'3 H H 5 

da nun D durda Quadrirung Yon P erlialten wird^ miifs P einen 
Term der Form 

(9) + h S 4 ■ ■ “'■»- 1 '■« 

Oder einen dazu aquivalenten entlialten. Also: 

Das Tfaffsche Aggregat P is# eine Summe von N Gliedern der 
Form (9), von denen keine mei dguivalent sind. 

18. Es ist noch das Vorzeicten des einzelnen Terms (9) zu be- 
stimmen. 

Da die Determinants D oder P^ durch die gleichzeitige Ver- 
tauschung zweier Horizontal- und zweier Vertikalreihen ungeandert 
hleibt; so miifs P bei der Yertauschung zweier Indices i und k eiit- 
weder ungeandert bleiben^ oder das Zeichen wechseln. Ersteres aber 
ist ausgescblossen^ da bei der genannten Yertauschung alle mit dem 
Paktor aa behafteten Terme in P das Zeichen wechseln. Es gilt 
somit der Satz: 

^,Durc}i Verfanschmg irgend mveier Indices i, k, allgemein durch 
eine ungerade Zalil soldier Vertausdiungen wird P in — P mrwandelt, 
durch eine gerade Zalil von Indicesvertausehungen dagegen nicM gellndert!^ 
Die n\ Permutationen \ , zerfallen nun bekanntlich in zwei 

Klassen von je y • :?^! Permutationen; eine Permutation gehort zur 
ersten oder zur zweiten Klasse, je nachdem ihre InversionenzahP) 


1) Die InversioneiLzalil der Permutation ist gleicb 

+ ^2 H h » 

wenn allgemein unter die Anzahl derjenigen unter den Indices ^s 4-2 

verstanden wird, die kleiner als sind. 



[18] 


§ 2. Schiefsymmetrisclie Determinanten. 


25 


gerade oder nngerade ist. Da durch Vertaiisclmng zweier Indices die 
Inversionenzahl in jeder Permutation urn eine nngerade ZaM geandert 
wird^ so kann man von einer Permutation zn einer andern derselben 
Klasse nur dnrcli eine gerade Zahl von Vertanschungen je zweier 
Indices^ zn einer Permutation der andern Klasse dagegen nur durck 
eine nngerade Zahl solcher Vertauschungen nbergehen. 

Wir betracbten jetzt zwei mit demselben Zeicken behaftete 
Terme in P: 

(10) + ■ ai.^ ij ; 

kann man nun durcb ft Vertauschungen je zweier Indices von der 
Permutation 

{ll) . * Jvji 

zn der Permutation 

( 12 ) 

iibergehen^ so verwandelt sich P durch diese Vertauschungen einerseits 
in ( — 1)'“ . Pj bleibt aber andrerseits ungeandert, da der zweite Term 
(10) vor und nach dieser Umformung mit demselben Zeichen erscheint. 
Also ist fi eine gerade Zahl^ d. h. die beiden Permutationen (11) und 

(12) gehoren derselben Klasse an. Genau ebenso zeigt man, dafs die 
Indicespermutationen zweier Terme mit entgegengesetztem Zeichen ver- 
schiedenen Klassen angehoren miissen. 

Alle Terme in P, deren Indices eine Permutation erster Klasse 
bilden, haben also dasselbe Zeichen, alle andern das entgegengesetzte. 
Wir wollen festsetzen, dafs die Glieder der ersten Art das Zeichen 
alle andern also das Zeichen — haben sollen. Das so definirte 
Pfaffsche Aggregat bezeichnen wir durch das Symbol (1, 2, . . 2 1 ^) ^), 
sodafs identisch: 

(13) .2v — l,2v) = — lya;^ ■ a,.^ 

worin J die Inversionenzahl der Permutation hedeutet^ und die 

Summe aus irgend N Termen besteht, von denen keine zwei Equi- 
valent sind, 

Jeder der N Terme von P kann durch einen aquivalenten ersetzt 
werden, in dem der erste Index einen hestimmt vorgeschriebenen 
Wert, etwa 1, besitzt. Piir \ ergeben sich dann n — 1 Moglichkeiten. 
Jeder Term in P, der den Faktor (h,;^ enthalt, kann durch einen 
aquivalenten ersetzt werden, in dem der dritte Index % einen bestimmt 


1) Jacobi I Bd. 4, pag. 25. Mansion I 106 ff.; Cayley I Bd. 4, pag. 361. 
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vorgeschriebeneii, von 1 und verschiedenen Wert besitzt^ woraiif 
sich. fur *4 nocli n — 3 Moglichkeiten ergeben, etc. Hieraus batten 
wir aucb umgekebi't scbliefsen konnen, dafs N die Zabl der Terme 
von P ist. Piir « = 6 bat man z. B. 

(1,2, 3, 4, 5, 6) = 

~~ ~ %o%% + %6«23%. 

— <^12*^35®46 H" *13^35*46 ®14®25®3e “1" %5'*24®36 ^16^24*^35 

-j- ®i2®36®45 — ®i3<*26'*45 “H %4^26 ®35 %5®26®31 “1“ %(!®25*^31 • 

JSTatiirlicb kann man durcb geeignete Indicesumstellungen erreicben, 
dafs alle Terme von P mit demselben Zeicben erscbeinen. So ist z. B. 

(1 2 3 4) = + ai3«42 + . 

Beriicksicbtigt man die Anderung, die P bei Vertauscbung zweier 
Indices erleidet, so erbalt man leicbt die Formel: 

(14) = 

worin (11) irgend eine Permutation der Zablen 1 . .n, und K die zu- 
gebbrige Inversionenzabl bedeutet. 

Ersetzt man in jedem Term von P, unter Beibebaltung seines 
Vorzeicbens, den Index 2 durcb 1, so erbalt man vermbge (2) einen 
identiscb verscbwindenden Ausdruck, da ja die Determinante 1) oder 
P^ null ist, wenn zwei ibrer Zeilen und zwei ibrer Kolonnen iiberein- 
stimmen. Man bat also den Satz: 

Pas Pfaffsche Aggregat 

(^1^2 - • fei) 

ist null, wenn irgend swei der Zahlen /c, einander gleicli sind. 

19. Die Definition des Pfaffscben Aggregats 2v‘“’^ Ordnung i.st 
naturlicb davon ganz unabbangig, dafs die darin vorkommenden 2v 
Indices gerade mit 1,2, . .2v bezeicbnet werden. Es seien allgemein 

(15) ft y • • S 

irgend 2v verschiedene^ reelle^ der Grrofse naek geordnete Zahlen^ so 
dafs also so konnen wir setzen: 

(Cf^ . . eg) = 2’ (- H 

wenn . . z* eine Permutation der Zablen (15) und J die zugeborige 
Inversionenzabl bezeicbnet; die Summe erstreckt sicb wiederum fiber N 
Terme, von denen keine zwei aquivalent sind. Perner bat man: 

(«'ft../r) = (- 1)^- 
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wenn a .. a I' eine beliebige Permutation der Zablen (15) und K die 
Inversionenzabl dieser Permutation bedeutet. Es ist dabei zu bemerken, 
dafs in der Entwickelnng dieses Aggregate das Prodiibt aa' . ay • • a,' 
mit dem Zeicben -f- behaftet ist; wir wollen diesen Term das 
fangsgliedf^ des Pfaffscben Aggregate {a . , a nennen. 

Aucb bei unserer allgemeineren Bezeichnungsweise gilt der Satz^ 
dafs ein Pfaffscbes Aggregat stets null ist^ wenn zwei seiner Indices 
einander gleicb sind. 

20. Aus der Identitat (5) ist ersicbtlicb^ dafs der Koeffizient von 
ain in der Entwickelung von P dem mit einem gewissen Zeicben ge- 
nommenen Pfaffscben Aggregat 2v — 2*^^^ Ordnung 

(2, 3 . . 2i/ — 1) 

gleicb ist. Aus Symmetriegrunden ergiebt sicb ebenso^ dafs der Koef- 
fizient von ais mit dem Pfaffscben Aggregat: 

(16) (2,d..s — l,s-}-l,,2v) 

bis aufs Vorzeicben libereinstimmt. TJm letzteres zu ermitteln, be- 
merken wir, dafs das mit au multiplizirte Anfangsglied von (16) so 
lautet: 

^ 15^23 • • — l,2v 

und dieses Produkt kommt in der Entwickelung (13) mit dem Zeicben 
( — 1)^“^ vor. Der Koeffizient von ais im Ausdruck P ist daber 

(— ly (2 ,S.,s—1,s + 1,,2v) 

Oder wegen (14) gleicb: 

(s Ij s 2^ . . 2v^ 2, , s 1); 

in der That ist ja die Inversionenzabl der zuletzt bingescbriebenen 
Permutation gleicb (2 v — s) (s — 2)^ und man bat 

(^ iy2r-5)(.-2) = (_ ly^ 

Also ergiebt sicb 

2v 

(17) ( 1 ^ 2 ; • • 2 1 /) == ( 1 ^ 5 ) (5 -f- 1 ? ^ + 2 , • • 2 v, 2 , 3; • * s 1 ) 

2 

( 1 ^ s) = au . 

Der Koeffizient von ^recbts ist (3^4..2v); der von a^sv ist 
(2^ 3 . . 2i/ — 1). Allgemein bat man: 

2v 

(18) ‘ ' ^^ 2 ' ‘ ^s~i) 

2 

rzr: ajc^jc^ 
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wobei die /c^ irgend welcbe 2v reelle Zablen bedeuten. Die Formel 

(18) gilt namlicb offenbar aucb, wenn irgend zwei der Zablen /t, ein- 
ander gleicb sind. 

21. Wir wollen nocb den Koeffizienten von a^k in der Entwickelung 
des Pfajffseben Aggregats (1^ 2 , , 2v) bestimmen. Nacb der Formel 
(14) bat man identiscb, falls i dh: 

P=(l,2..2i;) = (— + 

In der recbtsstebenden Indexpermutation kommt natiirlicb die 
Zifferngrnppe 1 . . i — 1 in Wegfall^ wenn '^ = 1, ebenso die Ziffern- 
gruppe i 1 ^ — 1; i — h — 1, endlicb die letzte Ziffern- 

gruppe^ wenn ]c==2v. IsTacb Formel (18) ist also, falls ^ < /j, der 
Koeffizient von (iJo) oder a,k in der Entwickelung von P gleicb: 

(_ — 2v). 

Verst eben wir demnacb unter dem Ansdruck 

(19) (- l>*+^+^ . P., 

falls i<.^, dasjenige Pfaffscbe Aggregat der Ordnung 2v — 2, das 
ans P durcb Fortlassung der beiden Indices i iind h entstebt, iind 
setzen wir allgemein 

(20) P,; = ~ P,,, Pa- = 0 (ih=l,2.. 2v), 

so ist der Koeffizient von in dem Aggregat P iinter alien Um- 
standen gleicb Pi),. 

Es werde nun wie ilblicb mit 

(- 1 >+^^ . A,, 

diejenige n — 1-reibige Determinante bezeicbnet, deren Elemen ten- 
system aus (1) durcb Weglassung der Zeile und der Spalte 

entstebt; Aij, ist demnacb der zu dem Element a/yt geborige Minor 
der Determinante (1). Nacb bekannten Satzen fiber adjungirte Deter- 
minanten ist dann identiscb: 

(^1) • A^j, — Ai)c • Aj,i = D • Da 

wo D die Determinante (1) und Da diejenige n — 2-reibige Unter- 
determinante bezeichnet, die aus D durcb Streicbung der und 
Zeile und Spalte bervorgebt. Da aber n^2v^ so ist identiscb 

(22) Aa=-A),i, Aii = 0- 

denn A],i entstebt aus Aa dadurcb^ dafs man alle Elemente ars niit 
1, Aa selber also mit ( — 1)^”^ multiplizirt. Die Identitat (21) 
wird daber: 

( 23 ) A%-P‘.Fl. 
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In der That ist ja eine schiefsymmetrische n — 2-reihige 
Determinante und als solche das Quadrat eines Pfaflfschen Aggregats 
der Ordnung 2v — 2, das nach der Definition von mit diesem 
libereinstimmen mufs. 

Aits (23) folgt nun, wie wir hehaupten 

(24) = + 

dafs in der That das Vorzeichen richtig gewahlt ist, ergiebt sich un- 
mittelbar aixs der Gleicbung 

n 

^ aaAik, 

1 

wenn wir darin fur seinen Wert (24) substituiren und beachten, 
dafs JPik Koeffizient von atk in denot Ausdruck P ist. 

22. Unter einer ,^Hauptunterdeterniinante^^ einer Determinante I) 
versteht man bekanntlich eine solche, deren Elemente in D symmetrisch 
zu beiden Seiten der „Hauptdiagonale^^, d. i. der von links oben nach 
rechts unten laufenden Diagonale verteilt sind. Ist nun n — 2 und 
haben die Aa die vorhin angegebene Bedeutung, so ist die zu D = F^ 
adjungirte Detei-minante 

(25) |Aa| = 

wegen (22) wiederum schiefsymmetrisch. Es seien /3, y, d irgend 
vier verschiedene Indices der Reihe 1 .. 2v, und zwar moge cc<Cji<^y<CS 
sein. Wir betrachten jetzt diejenige vierreihige Hauptunterdeterminante 
von (25), in deren Elementen sieh die Zeilen und die Kolonnen mit 
den Indices schneiden. Diese Determinante ist nach Art. 18 

einerseits gleich 

(26) (^A(xi^Ay^ ”1“ AccyAs^ -Aoj^A^y) 

andererseits aber gleich .Da^yd, wenn unter Ba^yS diejenige 2v — 4- 
reihige schiefsymmetrische Determinante verstanden wird, die aus P 
durch Streichung der Zeilen und der Spalten mit den Indices 
entsteht. Versteht man daher unter 

dasjenige PfafPsche Aggregat der Ordnung 2v — 4, das aus P durch 
Weglassung der Indices a^yd entsteht, so ergiebt sich: 

{ 2 ’) D,^r> = ^.trr 

Aus der Gleichbeit der Ausdrucke (26) und folgt nun, 
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wie wir behaupten^ mit Rucksicht auf (24) und (27) durcli beidei- 
S6itiff0s Auszieben der Quadratwurzel: 

o 

(28) + Pa^P/iy = P • PctfiyS 

Dafs in der That die Zeichen richtig gewahlt sind, erhellt daraus, dafs 
sowohl auf der iinken als aueh auf der rechten Seite von (^28) der 
Koeffizient des Produkts gleich ist. 

Die Identitat (28) ist zuniiehst nur fiir a < jS < y < d bewiesen. 
Bemerken wir aber, dafs die linke Seite von (28) wegeu (20) jedes- 
mal das Zeichen wechselt, wenn man zwei der Indices cc^yd ver- 
tauscht, und verschwindet, wenn zwei dieser Indices gleich sind, und 
erieilm wir dem Symbol Pa^yS dieseThm beiden Eigensehaften, so gilt die 
Gleichung (28) fiir vier ganz beUebige Indices der Reihe l,2..2v. 

23. Es sei jetzt die schiefsymmetrisehe Determinante P des Art. 16 
von ungerader Ordnung n = 2v -j- 1. Setzen wir 

(29) (-iy.E = (l,2,..i — l,i + 1..2v,2v-j-l) 

und verstehen wir unter ( — wiederum die n — 1-reihige 
Unierdeterminante, die aus P durch Streichung der Zeile und der 
Kolonne hervorgeht, so ist offenbar 

(30) = (i^l,2..n). 

Ferner hat man identisch: 

n n 

2jc^aP, ^ (ih) (Zc + 1 . . 2v + 1, 1, 2, . . 7^ - 1) 

1 1 

= — (i, 1, 2 . . 2a/ + 1) = 0, 

da in dem znletzt kingeschriebenen Pfaffschen Aggregat der Ordnung 
2i/ "P 2 zw-ei Indices gleich sind. Verschwinden also nicht alle so 
sind die Minoren Aa, A ’2 • • bez. den Ausdriicken P^ . . 1\ 
proportional, woraus mit Rticksicht auf (30) folgt: 

(31) Au = Am = Pi . P, {h lo = l,2,,2v + 1). 

Es seien jetzt a, j3, y drei yerschiedene Indices der Reihe 1, . . 
und zwar sei zunachst a< ^ <.y, Wir yerstehen dann nnter dem 
Symbol 

dasjenige Pfaffsche Aggregat der Ordnung 2v — 2, das entsteht^ wenn 
man in dem Symbol: 


1) Ygl Vivanti I 7. 
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(1, 2 . . oc -j- 1 . . 22; -f* 1) 

die Ziffern /3 nnd y weglafst. Es ist dann Fa^sy der Koeffizient des 
Elements in der Entwickelung von ferner aucli der Koeffizient 
von accy in der Entwickelnng von endlick der Koeffizient von aa^ 
in Py. Wir setzen ferner fest, dafs P^^y sein Zeichen wechseln soll^ 
vsrenn irgend zwei seiner Indices vertanscht werden, nnd verschwinde, 
wenn zwei von den Indices gleicL. sind. Hierdurck ist das Symbol 
Pa^y fur drei ganz beliebige Indices der Eeibe 1 . .n definirt. 

24. Dies vorausgeschickt^ seien nun cc^yd vier verscMedene Indices 
der Reike 1 . . n. Ferner sei P fiir den Augenblick eine beliebige 
^^-reikige Determinante, nnd die Aa ikre Minoren. Wir betrackten 
dann die folgende vierreikige Hanptnnterdeterminante des zn D ad- 
jnngirten Sckenaas: 

Ao> a Acc ^ Acc y Acc S 
Al^y 

-4y A.y ^ A.y y .Ay ^ 

A-(^ Qf A.^ ^ A^ y A-^ (f 

Diese Determinante kat nack bekannten Satzen den Wert; 

DKPa^yS 

worin Ba^yd diejenige n — 4-reikige Hanptnnterdeterminante bedentetj 
die ans B dnrck Streicknng der Zeilen nnd Spalten mit den Indices 
a^yd entstekt. Entwickeln wir aber (32) nack den Elementen der 
ersten Zeile, so erkalten wir den Ansdrnck 

P^(Ao;«A — Aoc^B -^.oryf — A^c^V); 

darin bedenten A; V gewisse n — 3-reikige Unterdeterminanten 

von B, nnd zwar entstekt: 

A ans B dnrck Streicknng der Zeilen ^yd nnd der Spalten jSyd; 
( ;; ;; ;; ;; ;; Uy 6 ] 

( ;j ;; j; Of/Sd; 

( 1)0= + ^ V .j jy „ ;; ;; ;; ;; ^^7* 

Man kat daker die fiir jede beliebige Determinante B gnltige 
Identitat: 

(33) AccceA Aa^B ~1- Aayf — = B . BafiyS* 

Ist jetzt B eine sckiefsymmetriscke Determinante der Ordnnng 
2^ -j- so versckwindet die reckte Seite von (33) identisck^ nnd man 
kat nack dem vor. Art.: 


(32) 
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A = P(iy^] B = . Pyda] T = P^ydPScc^) V E=5 P^iy^Pu^iyj 

denn es ist z. B. B niclits anderes als der Koeffizient von in dem 
Ansdruck oder .Pa- Setzt man demnach 

^ nm PaP ^y d P ^P yd a 1 PyPd P^Pa ^ y ; 

SO verwandelt sicli (33) in die erste der 4 folgenden Identitaten 

P«Pm-« = 0; -P^Pr^a-Q = 0 

PyP6a^-Q = 0-, -PsPa^y-Q = 0, 

von denen die 3 letzten aiis der ersten durch cycliscbe Permutation 
der Indices a^yd erbalten -werden. Durch Addition folgt hieraus 
= 0 oder also 

(34) PaP^yd P^Pyda “F PyPScc^ PdPa^y ^ 0 ^) 

fiir 4 heliehige Indices der Reihe 1 . . 2v 1; denn offenbar gilt diese 
Identitat auch noch^ wenn irgend zwei Indices gleich sind. 

§ 3. Die Grassmann-Probenius’sclieii Sat25e tiber schiefsymmetrisclie 

Matrices, ^) 

25. Wie in Art. 16 betrachten wir wiederum ein schiefsymmetrisches 
quadratisches Schema der Form: 


0 

%2 

. din 



®21 

0 . 

. (l2n 

{aa = 

= — a)ci) 

^nl 

Ctn2 • 

. 0 




wobei n gerade oder ungerade sein kann. Bezeichnen wir dann mit 
ftjj ftg . . heliehige Indices der Reihe 1 , .n, so mufs es eine und nur 
eine ganze Zahl 21 geben von der Eigenschaft^ dafs samtliche aus 
den aa zu bildenden Pfaffschen Aggregate der Ordnung 2? -f- 2: 

(2) * ’ ^2!!+2); 
dagegen nicht samtliche Aggregate der Ordnung 21: 

(3) (fil . . fl2j) 

YerscLwinden. Die Richtigkeit dieser Bekauptung folgt unmittelbar 
daraus, dafs, wenn alle Aggregate (2) null sind, nacb Art. 20 Gl. (18) 
dasselbe von alien Aggregaten von boberer als der 21 2*^“ Ord- 

nung gilt. 


1) Vivanti I 9. 

2) Vgl. die Note von Engel bei Grassnaann I 483 ff.; Probenius I 242-246. 



[26] 


§ 3, Die Grassmann-rrobenius’schen Satze 


31 


Es versteM sich von selbst^ dafs die soeben definirte Zabl 21 
ist. Im Falle 21 — n ist notwendig das Pfaffscbe Aggregat 

( 1 , 2 ..^) 

von Null verschieden^ da es das einzige Aggregat der Form (3) ist^ 
das keine zwei gleicben Indices entbalt. Da das Quadrat dieses Aus- 
drucks der aus den Elementen (1) gebildeten Determinante Ordnung 
gleich ist (Art. 18)^ so ist 21 der Bang der Matrix (1). 

Es sei jetzt 2l<^n, Wir dtirfen dann, urn die Ideen zu fixiren^ 
annehmen^ dafs insbesondere das Pfaffscbe Aggregat 

( 4 ) ( 1 , 2 ,.. 21 ) 

nicbt null ist. Es mogen nun die liiiken Seiten der linearen bomo- 
genen Grleicbungen mit den Unbekannten Xi: 

(5) anXi + + — h = 0 (i = 2 • • n) 

bez. mit bezeicbnet werden. Versteben wir dann unter 

21 -{-h irgend eine Zabl der Reibe 22 + und unter 27^^) eine 

Summe, die erbalten wird^ wenn man in dem recbts von 2 stebenden 
Ausdruck die Indices 1, 2, .. 22, 2l-\-h nullmal, einmal, zweimal, 
..22-mal cycliscb vertauscbt und die entstebenden Terme addirt, so 
erhalt man fiir jedes beliebige Wertsystem . . Xn die Identitat: 

(6) (2, 3, . . 22, 22 + h) = 0. 

In der That, der Koeffizient der Variabeln x^ in dem links steben- 
den Ausdruck ist: 

1c) (2, 3 . . 21,21 + h) 

oder also mit Riicksicbt auf Art. 20 gleicb: 

( 7 ) ~(Jc,l,2..2l,2l + hy, 

und dieses Pfaffscbe Aggregat ist von der Ordnung 22 -f- 2, ver- 
scbwindet daber der Annabme nacb identiscb. 

Die Summe (6) entbalt nun aber den Term 

Z2^+,.(1,2..22) 

und da das Aggregat (4) nicbt null ist, kann man sonacb X^i-^-n mittels 
(6) als ganzlineare bomogene Funktion von X^, . . X^i darstellen. Von 
den Gleicbungen (5) sind daber die n — 22 letzten eine Folge der 

22 ersten, und diese sind offenbar linear unabbangig, da die Determinante 

0 . . ai^2i 

1 • » 0 
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dem Quadrat des Aggregate (4) gleieh ist. Nacli Art. 11 ist dalier der 
'Rang der Matrix (1) gleich 21 und wir haben die folgendeii Satze 
bewiesen: 

„Der Bang einer schiefsijmmetriseJien Matrix ist stets eine gerade ZaJil.“ 
21 der Bang einer schiefsymmetrisclien Matrix, so lefindet sich 
unter dm nicU verschwindendm 2l-reihigen Betermimnten derselben 
mindestens eine Eauptmterdeterminante (Art. 22).“ 

„7erschwinden alle 21 -|- 2-reiIiigen Hcmptunterdeterminantcn einer 
scMefsywimetrischert Matrix, so sind Hire sdmtlicli&n 2Z -|- 2- und 2l-\-l- 
reihigm Unt&rdeterminanten gleich nuU.“ 

26. Ist das Pfaffsebe Aggregat (4) niebt null, Tersebwinden da- 
gegen alle Aggregate der Form (7), oder was dasselbe ist, alle Aggregate 

(1, 2 . . 21, Q, a), (p, a = 21 1,21 2, . . n) 

so sind nacb dem vor. Art. die letzten n — 21 Grleicbungen (5) eine 
Folge der 21 ersten, welcb’ letztere linear unabbangig sind. Nacb 
Art. 11 konnen wir also den Satz ausspreeben: 

„Ist eine 2l-reihige Eaieptunterdeterminante der scliiefsymmetrischen 
Matrix (1) nicM null, versehwinden dagegen alle 21 -|- 2-reiliigen Eaupt- 
mterdeterminanten, welclie jene 2l-reihige entlialten, so sind alle 2l-\-2- 
reihigm Eauptmterdeterminanten von (1) null, und der Bang der Matrix 
(1) ist demnacli 21. 

Um darnacb den Rang 21 einer gegebenen sebiefsymmetriseben 
Matrix (1) und gleicbzeitig eine niebt versebwindende 2Z-reibige Haupt- 
unterdeterminaiite zu finden, wable man zunaebst ein niebt Tersebwin- 
dendes Element (iB) = «« aus, und suebe zwei weitere Indices r, s 
zu ermitteln, derart, dafs das Pfaffsebe Aggregat (ihrs) niebt null ist. 
Ist dies unmoglicb, so ist 21 — 2-, andernfaHs bestimme man zwei 
weitere Indices u, v, derart, dafs das Aggregat (ihrsuv) niebt null ist; 
ist dies unmoglicb, so ist 21 = 4' andemfalls suebe man zwei weitere 
Indices etc. 

Das vorige Theorem lafst sicb folgendermafsen Terallgemeinern: 
Sind 

( 8 ) 

irgend 21 Indices der Beihe 1 . . n, und versehwinden alle Pfaffschen 
Aggregate der Ordnmg 21 -(- 2r, welche die Ziffern (8) mthalten, 
so versehwinden entweder vberhavpt aUe Pfaffschen Aggregate der Ord- 
nung 2Z-|- 2Z', die aus dem System (1) geiildet werden konnen, oder es 
ist das Aggregat 


gleich null. 


(k^k^ . . k^i) 
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Dieser Satz^ der fiir T = 1 schon bewieseii ist^ kann genau so 
wie das Theorem des Art. 8 durch den Schlnfs von V — 1 anf V be- 
grtindet werden, weshalb wir die nahere Ansfuhrung des Beweises 
iibergehen. 

Aus dem vorhergehenden Satze ergiebt sich folgendes Korollar: 
jjVerscliwinden in einer scMefsymmetrischen Matrix (1) alle die- 
jenigen 21 2-reihigen Sauptunterdeterminanten, die Elemente der 
Zeile und Kolonne enthalten , so verscliwinden entweder alle 21 2- 

reihigen Hauptunterdeterminanten von (1) oder alle Elemente der 
Zeile md Spaltd^, 

Wir wollen diesen Satz iiides auch noch direkt nacbweisen. 
Natiirlich konnen wir annehmen, dafs 2 <i2l 2 <inj da der 
Satz in alien andern Fallen trivial ist, Auch wollen wir^ uin die 
Ideen zu fixiren^ 6=1 setzen. Dann sind also der Annahme nach 
alle Aggregate der Form 

nullj imd es ist zu zeigen, dafs entweder alle Elemente (1, i) oder 
alle Ausdrticke der Form 

(9) . . nn+2) 

verschwinden , wenn unter den ft beliebige Indices der Eeihe 1 . . 
verstanden werden. Bs seien nun bestimmte Indices^ und 

Q irgend eine der Zahlen 

• • g2l-j-3 7 

dann ist nach Art. 19 und 20: 

0 ?= .“Si+s) 

2/4-2 

= (?> 1) (f^l ■ ■ f*2(+2) + E} (f^s+l • • f‘2i+2; Ij • • ^^s — l) ; 

1 

da die Somme rechts der Annahme nach Terschwindet, so folgt 

(10) (p, 1) (gift . . gSi+s) = 0 (p = 1, gi . . g2J+s)- 

Grieht es nun in der Reihe 1 . .n ein System von 2 Z + 2 nnter 
sich und von 1 verschiedenen Indices g, derart, dais das Aggregat (9) 
nicht null ist, so folgt aus (10): 

(11) (gl, 1) = 0, (g2, 1) == 0, (g2i+2, 1) == 0. 

Tm Falle n == 21 -j- 3 verschwinden dann also alle Elemente der 


1) Vgl. die Note Engel’s hei Grassmaim I 488, 

V, Weber, Uas rfaffsche Problem, 


3 



34 Kap. I. Zur Theorie der Detorminanten [27] 

ersten Zeile und Spalte von (1) und der Satz ist bewiesen. 1st 
+ 3 nnd psi+s ein von 1, . . (I 21+2 verschiedener Index, so 

wahle man aus den Zablen 2 2? Zahlen . vsi so aus, dafs 

das Pfaffscbe Aggregat 

(12) (vi .■V 21 ) 

nicht nuU ist; dies ist natiirlich stets moglicb, -vvenn (9) nioht ver- 
schwindet. Dann bat man der Annabme naeh 

0 = (1, fl2Z+3, 

21 

= (1, |a2Z+3) (vi . . V2l) + (1, (Vs+1 . V2Z, fi2Z+3, Vi . . Vs-i). 

1 

Da aber die Elemente (1, Vs) wegen (11) alle null sind, wiibrend (12') 
nicbt verscbwindet, so folgt bieraus: 

( 1 , !i2i+s) = 0 

nnd es sind also in der That aHe Elemente an null, falls (9) nicht 
verschwindet^ was zu zeigen war. 

27. Wir betrachten nunmebr nebeneinander die drei folgenden 
Matrices, von denen die dritte mit (1) nbereinstimmt: 



<*01 

^02 * 

0^0 n 


0 

(^01 . 

. ^0 w 


0 ai2 . . 

ain 


0 

^12 * 

aifi 


“lO 

0 . 

. a\n 


ftai 0 • • 

n 

(A) 

^21 

0 . 

> a^ n 

;(B) 

®20 

^21 • 

. a^ii 

;(C) 

. . . . 



ani an2 • 

0 




. 0 


C&'/i 1 an 2 • • 

0 


Die Matrix (A) entsteht aus (C) dnrcb Hinzufiigung einer iienen Zeile 
^^^01 • ' die Matrix (B) ans (C) dnrcb Hinznfngnng einer nenen Zeile 
nnd Spalte. Die Matrices (B) nnd (C) sind quadratiscb und werden 
beide als scbiefsymmetriscb voransgesetzt, d. b. man bat: 

a>/j^ ~ • a^i ^* 2 ’, Ic = 0 , 1 , 2 . • ^yi^. 

Wir wollen nun die fiir die Tbeorie des Pfaffscben Problems 
wicbtige Frage beantworten, wie die Rangzablen der drei Matrices 
(A) (B) C) unter sicb znsammenbangen. 

Es sei X der Rang von (A), ferner x^ derjenige von (B), endlicb 
der Rang von (C). Nacb Art. 25 sind dann nnd gerade 
Zablen, nnd man bat offenbar 

(13) ^ ^ ^ ^2 • 

Da ferner dnrcb Weglassen einer Zeile oder Spalte der Rang einer 
Matrix entweder nngeandert bleibt oder nm eins vermindert wird 
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(Art. 10)j so ist jede der beiden Differenzen 

entweder gleicb eins oder gleicb null. 

Wir setzen nun = 2yl; dann ist entweder 2 1 oder 2 1 — 2^ 
und wir baben demnach zwei Falle zu unterscheiden, die wir mit I 
und II bezeicbnen wollen: 

I. oc^ = 21, %^ = 2 X, dann ist wegen (13) aucb = 2>l; 

II, — = — 2„ dann ist wegen (13) % — 2l — 1; 

denn % kann boclistens um 1 kleiner als und bocbstens um 1 
grofser als sein. 

DemnacL. findet der Fall I oder II statt, je nacbdem x gerade 
oder ungerade ist, und die Werte von und sind durcb Angabe 
von X scbon mitbestimmt; ist namlich x gerade, so ist x^ —x^ — x] 
ist aber x ungerade, so ist x^ = x 1, und x^ = x — 1. In alien 
Fallen bat man 

*= = Y 


28. Im Falle I konnen wir nacb Art. 25, obne die Allgemeinbeit 
zu bescbranken, annebmen, dafs das Pfaffscbe Aggregat 

(14) (1,2,..2A) 

nicbt null sei. Damit dann der Fall I wirklicb stattfinde, ist nacb 
Art. 26 das Besteben folgender Gleicbungen 

(1,2,.. 2 A, p, (;) = 0 

(15) ^ ^ ^ ^ 

(p. O' = 0, 2 1 -f- 1,2 a -j- 2, fi) 

notwendig und binreicbend. 

Im Falle II konnen wir annebmen, dafs das Pfaffscbe Aggregat: 


(l,2,..2A-2) 

nicM null sei. Damit dann der Fall II stattfinde, ist nach Art. 26 
fiotwendig und fiinreiciiend, dafs die Gleichungen: 

(l,2,..2A-2,p,u)=.0 

(16) 

^ ^ (p,^ = 2A — 1,2A, ..z^) 

besteben, wabrend nicbt aUe Pfaffscben Aggregate der Form 
(17) (O,l,2,,.2A-2,0) 

verscbwinden. Da es uns freistebt, die Zeilen und Kolonnen von (C) 
notigenfalls anders zu numeriren, so konnen wir demnacb im Falle II, 

3 ^ 
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olme die Allgemeinlieit zu bescliraiiken^ annehmen^ dafs die beiden 
Pfaffscben Aggregate 

(18) (1, 2, 2 A — 2), (0, 1, 2, . . 2A — 2, 2A — 1) 

von N'ull verschieden seien. 

29. 1st im Palle I n = 21, so kommen die Bedingiiiigsgleicbungen 
(15) natiirlicb in Wegfall; ebenso treten im Falle II, wenn n = 21 — 1 
sein soli, die Bedingnngsgleicbungen (16) nicbt auf. Sind also die 
Elemente aijc unserer drei Matrices (A) (B) (C) nnr den Bedingungen 

= — aki nnterworfen, im tibrigen aber willktirlicb, so wird, falls 
n gerade ist, der Pall I, falls dagegen n ungerade, der Pall II statt- 
finden, und beidemale die vorbin mit jc bezeichnete Zabl gleicb n sein. 

30. Ans den bisherigen Entwickelungen ergiebt sicb, falls die Ele- 
mente a/jt unserer drei Matrices irgendwie gegeben sind, folgende Eegel, 
urn zu entscbeiden, ob der Fall I oder II stattfindet, und gleicbzeitig 
die Zablen % und X zu bestimmen. 

Man ermittele nacb der Metbode des Art. 26 den Rang 21 der 
Matrix (0), und gleicbzeitig eine nicbt verscbwindende 2Z-reibige 
Hauptunterdeterminante 

ihh • • hif 

derselben. Dann liegt der Fall I oder II vor, je nachdem alle Aggregate 

(0, l\y ]i\ , (?) (n = 1, 2, . . oi) 

verscbwinden oder nicbt, und es ist in dem einen Falle % = 2Z, A = Z, 
und in dem andern :i^ = 2i!+l, A = Z + 1, Hinterber kann man 
dann, um mit den Bezeicbnungen der vorigen JSFummern in Einklang 
zu bleiben, die Zeilen und Spalten in den 3 Matrices so umordnen, 
dafs die Zablen . « /i'2 Z bez. mit libereinstimmen. 

31. Wir nehmen zunachst an, dafs die oben mit % bezeicbnete 
Zabl gleicb 2 A sei, dafs also die Elemente a,-* unserer drei Matrices 
(A), (B) und (C) den Bedingungen des Palles I geniigen; nacb Nr. 28 
durfen wir dann insbesondere Toraussetzen, dafs das Pfaffscbe Aggregat 

P = (1,2,..2A) 

nicbt null ist. BetracHten wir jetzt die n-\-l linearen Gleicbungen 

(1^) ®0lil 4“ <^02^2 4” ■ ■ 4" = 0 

4 " * 4 " % 2^2 4 “ ■ ■ 4 “ <hn^n — 0 

® 20^0 4 " 4 " 4 “ ■ ■ 4 ~ = 0 

4 “ 4 " 4 ~ ■ ■ 4 " * =0 


( 20 ) 
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mit den Unbebannten so sind die Grleicbung (19) nnd die 

letzten n — 21 Grieicliungen (20) eine Folge der 2 2 ersten Grieicliiuigen 
(20) j welcli’ letztere linear unabliangig sind^ iind nacb aiif- 

gelost werden konnen. 

Wir betracbten zu diesem Zwecke die Determinante: 



0 

%2 

• ^^1,2;. 

!> = 

a^i 

0 

• ^3,22 


% 2, 1 


. 0 


nnd bezeicbnen mit A,'i ihre Minoren^ ferner mit JDj^y diejenige 21- 
reibige Determinante^ die aus D entsteM, indem man darin die Ele- 
mente der Spalte dnrcb ai^a^^y . , ersetzt; dann folgt: 

(21) D * l/L* = -Dyfc,22-f 3 I 224-2 ‘ • ^kn^n DkO^O 

(h = 1; 2, . . 21). 

Versteben wir jetzt, abnlicb wie in Art. 21^ nnter dem Symbol 
(— 

falls r<CSj dasjenige Pfaffscbe Aggregat der Ordnnng 21 — 2, das 
ans P dnrcb Weglassnng der Ziffern r nnd s entstebt^ nnd setzen wir 
allgemein Fsr = — Frsp so bat man nacb Art. 21 : 

2X 2^ 

Dj^y ZZir CllyAlJc P • QjlyF . 

I 1 

Nnn ist fiir i < Z;: 

(_ = (1 . , i — 1, i + 1 . . - 1, A + 1 . . 21) 

oder also nacb Art. 18 

= (_ 1)^' (^ + 1 . . _ 1, Z; + 1 . . 21, 1 . . i - 1) ; 
ferner bat man fiir ^ > Z; 
p,, = -^p,, = (_iy+^'. (!../(;- 1,7.+ !..^ 

_ (_ 1)^^ (^ + 1 . . 21, 1 . . 7c — 1, /(; + 1 ^ i ~ 1). 

Setzt man diese Werte in den obigen Ansdruck fur B^y ein, so 
erbalt man eine 21-gliedrige Snmme 

n 

(_ l)^’+ip. 2' {vi) (*■ + 1 • • « — 1); 

1 

die Ziffernfolge in dem Koeffizienten von (yi) ergiebt sich, indem man 
zuerst diejenigen ZaHen in der Folge: 



38 


Zap. 1. Zur Theorie der Deteminanten. 


[ 32 ] 


— ..21 

die >i, sodann diejenigen, die <i sind, der Reihenfolge nach Wii- 
schreibt. 

Nach Art. 20 ist also: 

Dkv ^ ( 1 / 5 1 ^ 2, . . Z; — 1^ /j + 1 • * . P 

Setzen wir demnacli 

Jlhv = (1? 2^ • • 

d. h. ist dasjenige Pfaffsche Aggregat der Ordnung 2 1, das aus P 
entsteht^ indem man die ZifFer durch v ersetzt, so konnen wir sofort 
die n — 2;i + 1 linear nnabhangigen Losiingensysteme der linearen 
Gieiclmngen (19) (20) in der Form schreiben 

§2 . • I22 |22-f 1 ^2;.4-2 • - Iti ^0 

' •• nn,n-^i — P 0 .. 0 0 

(22) , -^112^-1-2 -n2,2;i+2 .. ll2Z^2X-}^2 0 P .. 0 0 

Min n,n 0 0 .._P 0 

(23) JTio iT2o .*iT2;,o 0 0 .. 0 — P. 

Hierans folgt, wenn ^>2A voransgesetzt wird: 

Das lineare Gleicbungensystem 

(24) -f- 2 I 2 4“ * * 4" ^in^n = 0 (i — 2 ' ‘ n) 

(25) o^Qi^i 4“ <^ 02^2 4" • * 4*“ — 0 

besitzt die n — 2X linear nnabbangigen Losnngensysteme (22)^ wobei 
nattirlicb die letzte^ aus Nullen bestebende Spalte jetzt wegzulassen ist. 

Anm. Es ist fiir spatere Anwendungen niitzlicb nocb einmal ber- 
vorzubeben^ dafs im Falle I die Grleicbung (25) stets eine Folge der 
Gleicbungen (20) und ebenso eine Folge der Gleicbungen (24) ist. 

32. Indem wir uns nunmebr der Betracbtung des Falles 11 zu- 
wenden^ setzen wir wie in Nr. 28 voraus, dafs z = 2X — 1 und dafs 
die beiden Pfaffscben Aggregate (18) nicbt null seien. Da der Rang 
der Matrix (A) jetzt durcb Streicbung der ersten Zeile sicb andert, 
so konnen nacb Art. 13 die linearen Gleicbungen (20) nur durcb 
die Annabme |q = 0 erfullt werden. Wir baben also folgendes Glei- 
cbungensystem zu untersucben: 

(24) 4“ ^2 2^2 4" ’ • 4“ = 0 (^ = 1 . . 

Da die letzten n — 2 A 4~ 2 dieser Gleicbungen eine Folge der 
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2X — 2 ersten sind^ so ergiebt sicb ein System von n — 2yl + 2 linear 
iinabbangigen Losungen wie in der vor. Nr. Setzt man also 

r =( 1 , 2 ,.. 22 — 2 ) 

il,; = (1, 2, . . — 1, 2;, 2; + 1 . . 22 — 2) 

so stellen die Grofsensysteme: 



fill'. 2-1. 

-in2^2X—l • - 

n.2l — 2,2X — l 

— P' 

0 . 

0 

(26) . 



n2Z~2^2X 

0 

— P' . 

0 



nin 

n2X — 2,ri 

0 

0 . 

. —P' 


n — 22 -f- 2 linear unabbangige Losiingen von (24) dar. 

Betrachten wir andererseits, immer nocb unter der Annabme 
;i: = 22 — 1, das System der n -f- 1 linearen Gleicbungen (19) (20). 
Da bieraus aucb jetzt wieder Iq = 0 folgt, so nimmt dies System die 
Form (24) (25) an, und die Gleicbung (25) ist offenbar beine Folge 
von (24). Natilrlicb besitzen die Gleicbnngen (24) (25) jetzt nur dann 
Losungensysteme, ftir welcbe die nicbt alle verscbwinden, wenn x<Cn 
ist, was wir fortan annebmen wollen. Setzen wir nun 

^ = ( 0 , 1..22 — 2,22 — 1 ) 

und versteben wir unter dasjenige Pfaffscbe Aggregat der Ordnung 
22, das aus Q bervorgebt, wenn darin die ZitPer durcb v ersetzt 
wird, so besitzt das Gleicbuiigensystem (24) (25) die folgenden n — 224-1 
linear unabbangigen Losungensysteme: 




^2,2X 

. K^x- 

-1,2X 

~<3 

0 .. 

0 

(27) . 

1 

. Ku- 

-1,22 + 1 

0 - 

-Q .. 

0 





-l,n 

0 

0 .. 

-Q 


In der That bat man im Falle II nacb Art. 28 identiscb: 

{I, 0, 1, 2 .. 22 — 1, 2 ^) = 0 {h = 0, 1, . . 2 ^; 2 / = 1, 2, . . n) 

Oder also nacb Art. 20: 

(28) 0 {I, 0) (1, 2 . . 22 — 1, v) 4- 

— 1 

+ 2' {U) (i + 1 . . 2A — 1, 1/, 0, 1 . . i — 1) + 

1 

+ {Iv) (0, 1 . . 2A — 1). 

Da nun (1, 2 . . 2^1 — l,v) der Voraussetzung nacli null ist, ferner 
{i + 1, . . 22 — 1, 1/, 0, 1 . . ^ — 1) = — 
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so driickt wegeii Oi,i — 0'^) die Identitat (28) in der Tliat aus, dafs 
jedes der Grofsensysteme (27) alle Gleichungen (24) (25) erfiillt. 

Durcll eine ganz aknliciie Rechnung katten wir naturlich aiicli 
erweisen konnen, dafs die Systeme (26) den Gleichungen (24), und 
dafs im Palle I die Systeme (22) und (23) den Relationen (19) (20) 
geniigen. 

33. Es versteht sick von selbst, dafs jedes der Systeme (27) eine 
lineare Eombination der n — 24 + 2 Grofsensysteme (26) sein mufs, 
und zwar kann, vrie der Anblick der beiden Schemata lehrt, die i — 1*° 
Zeile in (27) nur durch lineare Eombination der ersten und der 
Zeile in (26) entstehen. 

Man mufs also haben: 

(29) — Qsn!,,ix-i-s + 1 (s = 0, 1 . . « — 24; 

-Ea;!— 1, 2;.+3 = — 7j=l, 2..24 — 2) 

-Q == - QsP’. 

Die zwei letzten Gleichungen bestimmen die Werte Qs und 
durch deren Substitution in (29) wird die folgende Gleichung erhalten: 

(30) P' • Kh,iz+s — Q • niix+s — Kn—i, 2X+S 

die far alle Indices 

7t = 1, 2, . . 24 — 2; s = 0, 1, . . 5^ — 24 

identisch erfiillt sein mufs. Dies folgt aber auch unmittelbar aiis dem 
Satz des Art. 24. In der That, betrachten wir die 24+1 Indices 

(31) 0, 1, 2, . . 24 — 2, 24 — 1, 24 + s 

und bezeichnen wir mit ( — 1)“P« dasjenige Pfaffsche Aggregat der 
Ordnung 24, dessen Indices mit der Reihe (31) ubereinstimmen, nach- 
dem daraus die Zahl cc fortgelassen ist, ferner mit 

(— l)“+/*+>'+i • (a < (3 < y) 

das Pfaffsche Aggregat der Ordnung 24 — 2, dessen Indicesreihe aus 
(31) durch Streichung der Zahlen a, /3, y entsteht, und setzen wir wie 
fruher fest, dafs der Ausdruck P^py jedesmal sein Zeichen wechsele, 
wenn zwei seiner Indices vertauseht werden, so gilt nach dem citirten 
Art. folgende Identitat: 

P« PfiyS P(sP yia + PyPia^ PsPajiy — 0. 

Setzen wir hierin a==0, ^ = y = 24 — 1, d==24 + sund 
beachten, dafs unter den Voraussetzungen des Falles II das Pfaffsche 
Pq glsich null ist, so ergiebt sich ohne weiteres die Iden- 
titat (30). 
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34. Das erste der Grofsensysteine (26) erfiillt offenbar die Glei- 
chung (25) nicbt; denn der Ansdruck 

21— 1 4“ * * -(- ^0, 2A — 2-^2;i — 2,22 — 1 ^0,22 — 1 * -P' 

ist mit — Q identisch, Wir konnen daher statt des Schemas (26) 
auch das erste der Systeme (26) imd die n — 2A -f- 1 Grorsensysteme 
(27) als linear nnabhangige Losnngensysteme der Gleicbungen (24) 
benutzen^ imd man erbalt das allgemeiiiste Losungensystem von (24), 
das der Bedingung (25) nicbt geniigt, in der Form: 

n ~2X 

— l -f- 9hS^k,2X+h 

\ nc = l,2 ..2X — 2) 

Iu-i=-qF (s = 0,l..^^-2A) 

0 

122+5^^ QsQ 

woriii 22 willkiirlicbe Grofsen bedeuten, von denen die 

erste nicbt verscbwindet. 


§ 4. Ein Determinantensatz von Sylvester.^) 
35. Wir betracbten eine ^-reibige Determinants: 




• • ^In 

^nl 

^w2 

• • (Xfjin 


und eine v-reibige Unterdeterminante derselben: 

^11 ^12 * * 

CO — (v < n). 

Ojif 1 O/y 2 • • V 

Bs werde niin fi = n — v gesetzt nnd mit Wa die nacbstebende 
V 4“ 1-reibige Unterdeterminante von SI bezeicbnet: 


Ws,-: 


^11 


CCiv 


Ctfi . . Oxy'p 

dann gilt nacli Sylvester folgende Identitat: 


{i, k = l,2 . . ,u); 


1) Sylvester I; Frobenius III. 
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(IJ 


T^ll 

Wy, . 


W^I 

Wfa . 

■ w,. 




Bedeufcet namlieh ( — l)'+^"e3u. die v — l-reihige Determinante, die 
aus a durcli Streicliuiig der Zeile imd Spalte hervorgeht, mid 
entwickelt man die Determinante W^k nach den Elementen der letzten 
Zeile und Spalte, so folgt: 

V V 

Wtk = (Sr+;,i'+i« — Ostav+i, t • 

"i 1 

Schreibt man daber znr Abkiirzung: 

Aari — OOcclCl'v+^^l ~ 1 " + (x)av<^h-{- [^,v 

Ba(3 ~ COici:%,r-{-/? 032a^2,v4-/^ -}- • • -"I- G)^ aCtr^v-\~(S 

(a = 1 . . v; |3 == 1 . . fx), 

und beriicksiclitigt man die Identitaten: 


®a,»+y-4«^ OJ • Chr-^-^^v-^Y 


w, 


liy 


a>asA, 




CO • 




so liefert die spaltenweise Komposition der Matrix mit dem Schema: 


( 2 ) 


Oil 

^12 • • 

(Div 

•^11 

■^12 * 

Ai^i 

myt 

COvS • ' 

COy y 

Arl 

-4v2 

Ay^i 

0 

0 

0 

— m 

0 . 

0 

0 

0 

0 

0 

0 . 

. C3 


1%|; 

1 1 

ih 

Jc == 1 .. n) 


1) Sind 


zwei n-reihige Deterndnanten’, so ist ibr Produkt jeder der nachstebenden 4 De~ 
terminanten gleicb 

I ^ik I ? I I 5 i h i I ft ^ == 1 - . -w-) , 

wenn gesetzt wird: 

^ n n n 

1111 
uad man sagt, die erste dieser 4 Determinanten entstebt dnrcb zeilenweise, die 
letzte durcb spaltenweise Komposition der beiden Deterndnanten 1 a-. I Ih ; I . 

I 1 r K \ I ^ /J I 
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die nachstehende Determinante: 



0 

0 

. 0 0 

0 

0 



0 

G3 

. 0 0 

0 

0 


(3) 

0 

0 

. (D 0 

0 

0 




P 21 

. Pvl -IPu 


-W,a 





• Syu 

. 

■ -w,. 


Da nun 

die Determinanten (2) und (3) bezw. folgenden Aiisdriicken 

gleich 

sind: 

(- 


1>‘ -IWnl 

co^ 



so ist die Richtigkeit der Identitat (1) nachgewiesen. 

36. Wir nehmen jetzt an, dafs die Determinante SI schiefsym- 
metrisch sei, und schreiben 2«, 2 /a, 2v bezw. statt n, ii, v. Perner 
setzen wir: 

P~(l,2..2i/) 

[il] = (1, 2, . . 2v, 2v-\-i,2v + l)~ — [/«•]. 

Man bat dann, wie leicht ersicbtlich: 

TPa^P-PJ, 

und die Identitat (1) nimmt folgende Form an: 

0 [12] . . [1,2 il] 

(4) PV t21] 0 . . [2,2fi] =pi^-i(i^^_2v,2v + l,..2ny. 

[2^,1] [2ft, 2] . . 0 

Bezeiebnen wir jetzt dasjenige Pfaffscbe Aggregat der Ordnung 2 ft, 
das aus den Elementen [iA] genau ebenso gebildet wird, wie der Aus- 
druck (1 . . 2v) aus den Grofsen (ik), mit dem Symbol: 

[1,2.. 2ft], 

so ist die in (4) links stebende Determinante dem Quadrat dieses Aus- 
drucks gleicb, und die Identitat (4) liefert daber nacb Ausziebung der 
Quadratwurzel die Eelation: 

(5) [1, 2, • • 2ft] — • (1, 2 • - 2i/, 2v + 1 • ■ 2n). 

Dafs das Vorzeicben ricbtig gewablt wurde, erkennt man daraus, dafs 
der Eoeffizient des Ausdrucks (2v l,2v 2 . .2n) auf beiden Seiten 
gleicb Pi“ ist. 
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Kapitel II. 

Lineare partielle Differentialgleichungeii erster Ordnuiig and 
Systenie Pfaffsclier Gleichangen. 

§ 1. Kior Theorie der Ftmktioneri von n Veranderlioh.en. 

37. Wir wollen in diesem § einige fundamentale Definitionen und 
Satze aus der Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Yerander- 
licher zusammetistellen, ohne indes anf die Beweise naher einzugehen. 
Es sei eine w-fach iinendliche Eeihe der Form 

CO CC CO 

0 0 0 

Yorgelegt, in der die Ca(S^ y und die irgend welclie komplexe 

Konstante, die x^. , x^ komplexe Variable bedeuten. Dann lassen sicb 
immer n reelle positiye Zablen angeben^ derart^ dafs die 

Reibe (1) fur jedes komplexe Wertsystem x^x.2-^Xn, das den Be- 
dingungen 

( 2 ) I I < Pi; I ajg — I < p2 * . ; I Xn — Xn^ I < p„ 

geniigt, konvergirt^ dagegeii fiir jedes Wertsystem % . . x^, das eine 
der Ungleicbungen 

[ Xi Xi I ^ Qi 

erflillt; diyergirt. Die p/ konnen teilweise oder alle gleicb -j- oo seiii; 
in dem letzteren Falle konyergirt die Reibe (1) ,fiestmdig^\ d. b. fiir 
jedes endlicbe Wertsystem der Xi, Verscbwinden einige p/, so sind 
die zugeborigen Ungleicbungen (2) dnrcb Grleicbungen zu ersetzen. 1st 
keine der Zablen p^ null^ so nennen wir die Reibe (1) ^yCine gewohiliclie 
Potemreihe der n Grofsen , .Xn — x^,^^ Eine solcbe Reibe 

werden wir baufig dnrcb das Symbol 

^ (^1 

bezeicbnen. 

Anstatt: ;,das Wertsystem^^ 

(3) aj/V . . 

sagen wir anch 5'feKe X-^ . . Den Inbegriff aller Wertsysteme 

1) 1st X eine bomplexe Grofse yon der Form ^ , so wird die 

positive Qnadratwurzel + der „absolute Betrag“ yon x genannt, und mit 
I X I bezeiclinet. 
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. . Xn, die den Ungleickungen (2) genugen^ nennt man den 
vergemledrlv^ der Reiiie (1) oder auch ^^die Umgehung der Stelle (3)^^. 
Wir sagen ferner: ,jDie FunUion f(x^x^ . . Xn) ist an der Stelle 

(3) reguldr^^ wenn sie sich in der TJmgebung der Stelle (3) durch. 
eine gewolinliclie Potenzreihe der n Grofsen Xt — x,^ ^,darstellen^^ lafst^ 
Oder anders ausgedruckt, wenn sie sich in eine gewoiinliclie Potenz- 
reihe dieser n Grofsen ^^entwickeln^^ lafst; damit soli gesagt sein, dafs 
eine gewohnliche Potenzreihe (1) existirt^ die fiir jedes Wertsystem 
x^ . . Xn ihres Konvergenzhereichs die Summe f(x^ x ^ . . Xn) besitzt. Es 
giebt dann anch^ falls f in dem genannten Bereich eindeutig ist^ nnr eine 
einzige Potenzreihe dieser Art. Der erste Koeffizient Cqo o der Eeihe 
(1) stimmt mit dem Wert tiberein^ den f an der Stelle (3) annimmt. 

Sind mehrere Punktionen 

(4) • . ^/i) (^ = 2 . . r) 

gegeben, die alle an der Stelle (3) regular sind, wird ferner der Kon- 
vergenzbereich der Reihe 

(5) ^i(x^ — Xj^, .,Xn — Xn^) 

welche die Punktion fi darstellt^ durch die Ungleichungen 

\X^ — X^^\< • .\Xn — Xn^\< 

definirt^ und ist die kleinste der positiven Zahlen 

so bezeichnen wir als ,^den gemeinsamen Konvergemlem'k der Beilien 
(6y‘ oder auch als die TJmgebung der Stelle (3) wiederum den Inbegriff 
aller Wertsysteme x^ . . Xnj die den Ungleichungen (2) gentigen. 

Wo immer wir im Lauf dieser Vorlesungen mehrere Punktionen 
(4) gleichzeitig betrachten^ machen wir jedesmal implicite oder ex- 
plicite die Annahme^ dafs eine Stelle (3) existirt, an der alle /} re- 
gular sind. 

38. Wir bringen noch folgende Thatsachen in Erinnerung. 

1) Eine Punktion f\x^ • • die an der Stelle (3) regular ist, 
verschwindet dann und nur dann yyidentiscF\ d. h. fur jedes Wertsystem 
x^ in der Umgebung you (3), wenn in der Potenzreihe (1), durch die 
f dargestellt wird, alle Koeffizienten Ca^ . y null sind. 

2) Ist f an der Stelle (3) regular, so gilt dasselbe von jeder 
Stelle xy . . xjy die der Umgebung von (3) angehort. 

Aus diesen beiden Satzen folgt leieht: 

3) Sind mehrere Punktionen fi- *fr vorgelegt, die alle an der Stelle 
(3) regular sind, und von denen keine identisch verschwindet, so lafst 
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sich in der TJmgebung von (3) (und zwar auf unbegrenzt viele Arten) 
eine Stelle Xy . . aaswablen, an der alle f, regular sind und Iceine 
verscbwindet. 

4 ) 1st eine Punktion f an der Stelle (3) regular, so gilt dasselbe 
von alien Ableitungen ete.; und man erhalt die Eeiben- 

entwiekelungen dieser Ableitungen einfach durcb. gliedweise Differen- 
tiation der Eeihe (1), durcb die die Funktion f in der TJmgebung von 
(3) dargestellt wird; die Koeffizienten Ca§.-y dieser Eeibe sind dann 
durcb die Formel 


1 +rf 


gegeben. 

5) Sind die Punktionen f und (p an der Stelle (3) regular, und 
verscbvzindet 9 daselbst nicbt, so ist aucb die Punktion 


f 


<p 

an der Stelle (3) regular. 

Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden: 

6 ) Bedeutet 


0 = 


eine gewolinliclie Potenzreihe der r eingeklammerten Grofsen, nnd er- 
setzt man die /i durch Punktionen der Variabeln x, die an der Stelle 
(3) alle regular sind und daselbst bezw. die Werte besitzen, 

so verwandelt sich 0 in eine Funktion der die an der Stelle (3) 
gleicLfalls regular ist. 

Beispielsweise ist jede ganzrationale Punktion der f,- mit konstanten 
Koeffizienten wiederum eine an der Stelle (3) regulare Punktion der x. 

39. Die Punktionen beifsen ^^unalhdngig^^, wenn keine 

Relation der Form 


identiscb, d. b. fur alle Wertsysteme Xy . .Xn eines gewissen Bereicbes 
( 2 ) bestebt. Dazu ist notwendig und binreicbend, dafs die Determinants: 

dxy 3 *2 3 a;^ 

!k ^ 

dxy dx^ dx^ 

nicbt identiscb versebwinde. Diese Determinants beifst die „FmMmal- 
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determinante der Funktionen .fn hinsiclitlicli und soli ge- 

legentlicli durcL. das Symbol 



bezeicbnet werdeii. Sind die nnabhangigen Funktionen f^ alle an der 
Stelle (3) regular^ so gilt nacb den Satzen 4) und 6) des vor. Art. 
dasselbe von ibrer Funktionaldeterminante^ und nacb Satz 3) diirfen 
wir annebmen^ dafs die letztere an der Stelle (3) nicbt verscbwindet. 
Scbreiben wir jetzt statt f^{x^ . . x^\ so lalst sicb das Grleicbungen- 
system 

in folgender Weise auflosen: 


Die sind dabei gewobnlicbe Potenzreiben^ die an der Stelle 
alle verscbwinden. 

Die r Funktionen fi - .fr ^ beifsen j^umlhcingig^^, wenn keines 
der f sicb als Funktion der librigen fi allein ausdriicken lafst. Dazu 
ist notwendig und binreicbend, dafs in der r zeiligen Matrix: 


2/i 


Sft 

dx^ 



K 

A 

A 

dx^ 

dx^ 



nicbt alle r-reibigen Determinanten identiscb verscbwinden. Die Matrix 
(7) beifst die ^^FunMionalmatrix der Funktionen f binsicbtlicb . . Xn^ 
Ist insbesondere diejenige Determinante von (7)^ die aus den ersten r 
Spalten bestebt, “nicbt null, so sagen wir: ^^die Funktionen fi- -fr sind 
hinsicMUch der Variaheln . .Xr undbhmgig^‘. 

Es sei nun allgemeiner q der Rang der Matrix (7)^ d. b. die 
Ordnung der bocbsten nicbt identiscb verscbwindenden TJnterdeter- 
minanten; die Zabl r darf jetzt aucb > n sein. Wir konnen dann^ obne 
die Allgemeinbeit zu bescbranken, annebmen^ dafs insbesondere die 
Determinante ♦ 


( 8 ) 






nicM identisch null sei; in. der That lafet sich dies immer dadurch 
erreichen, daXs wir die /[• und die Xi Ton vorneherein geeignet numeriren. 
Ist dann x-^ . . x^ eine SteUe, an der alle fi regular sind, so konnen 
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wir nach dem Satz 3) des Art. 38 annehmen, dafs die Determinante 
(8) an dieser Stelle nicht verscliwinde. 1st dann wieder 

Z;® = . . a;/) 

so lassen sich die Grleicliniigen 

/; = /•, 0 (z = i,2..p) 


in folgender Form auflosen: 

( 9 ) ~ x> - - f«, ..f,- f;, *,+. - *;+. *;) 

worin die gewohnlicte Potenzreihen der n Grofsen 


(10) 4 f;, ^,+x - 

bedeuten und an der Stelle verschwindeii. 

Substituiren wir die so erbaltenen Ansdriicke (9) fiir in die 

nocb nbrigen Funktionen so rerwandeln sicb diese nacb 

Satz 6 ) Art. 38 in gewobnlicbe Potenzreiben der Grofsen (10), ans 
denen aber die x^j^i , . Xn Yollstandig beransfallen, d. b. man bat Re- 
lationen der Form: 

/,+* - - /■<•, p< - 1 ■ • ^ - o) 

woi’in die ^ 7 / an, der Stelle 4*^ • • 4* Terschwinden; diese Relationen 
bestehen identisch. fur alle Wertsysteme . . Xn in der Umgebung der 
Stelle (3); d. b. von den Fnnktionen 4 • • 4 l^issen sicb die r — p letzten 
als Funktionen der q ersten ausdriicken, nnd diese sind binsicbtlicb 
x^ . .X(, unabbangig. Diesen Sacbrerbalt drucken wir dadnrcb ans, dass 
wir sagen: „Die r Funletionen fi ■ .fr reduziren sich cmf q unahJidngige“. 

Damit letzteres der Fall sei, ist iibrigens nicbt nur binreicbend, 
sondern ancb notwendig, dafs der Rang der Funktionalmatrix (7) 
gleicb Q sei. 

40. Wir sagen, ein Wertsystem X]° . . Xn „genugt‘ den Gleicbungen 

(11) . . a;») = 0 (i = 1 . . r; r ^ 94 ) 


Oder es „erfullt'^ („befriedigt“) diese Relationen, wenn alle 4 an der 
Stelle x.^ . . Xn regular sind und daselbst rerscbwinden. Wenn wir im 
Folgenden eit Gtleicbungensystem der Form (11) betracbten, so setzen 
wir jedesmal impbcite die Existenz wenigstens eines Wertsystems 
x ^ . . voraus, das die Relationen (11) befriedigt, und fiir welches 
nieht die r-reihigen Determinanim der Matrix (7) null sind. 

Wir sagen in diesem Palle, das Gleiehtmgensystem ist an der Stelle 
xP regular. 
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Erfullen die r Relationen (11) die genannte Bedingung^ so be- 
zeichnen wir sie kurz als ^^ein r-gliedriges Gleichungensystemf^ oder auct 
als j^ein System von r undbhangigen Gleichmgen^^,^) 

Betrachten wir z. B. eine Gleickunfif 

o 

( 12 ) <p{x^x.2 . . Xn) = 0 

SO nekmen wir immer implicite an^ dafs ein Wertsystem existirfc^ 

das (12) erfullt^ okne dafs alle Ableitungen fur ..Xn—xJ^ 

OXi 

verscbwinden. Durcb diese Festsetzung werden Grleicbungen wie die 
folgende: 

x^ = 0 

die nicbt auf ihre einfachste Form x^ — 0 gebracM ist^ von der Be- 
tracbtung prinzipiell ausgescblossen. 

Die eben genannte Bedingung ist nattirlicb fiir jede einzelne der 
Gleicbungen (11) erfullt^ wenn die letzteren nacb unserer Bezeicbnungs- 
weise ein r-gliedriges Gleicbungensystem bilden. 

Ist das System (11) an der Stelle x^^ . . xj^ regular^ und ist ins- 
besondere diejenige Determinante des Schemas (7), die aus den r ersten 
Spalten bestebt^ an dieser Stelle nicht null; so kann man die Eelationen 
(11) wie folgt auflosen: 

(13) « — X° = f ,(^.+ 1 — €+V ^r+2 — + 2 — ^n) (^=1-0 

WO die 5B. fiir ^ = x^ , , . . x = alle verscbwinden. Substituirt 

man die so erbaltenen Ausdriicke fiir x^ . . Xr in die Funktionen fij so 
verwandeln sicb diese in identiscb verscbwindende Funktionen. 

Im Falle r <in giebt es daber unter den gemacbten Annahmen 
n — r-facb unendlicb viele Stellen x^. .Xn^ an denen das gegebene 
Gleicbungensystem regular ist^ und zwar konnen die Grofsen Xr-^i . . Xn. 
innerbalb des gemeinsamen Konvergenzbezirks der Potenzreiben 
willkiirlicb gewablt werden^ worauf die x^. ,Xr durcb die Formeln 
(13) bestimmt sind. 

Im Falle r — n liefert die eben genannte Auflosung einfacb die 
Werte 

/y» , /y» 0 /y» — /yt 0 

• 

41. Wird eine Gleichung (12) Ton alien Wertsjstemen 
erftillt, die dem r-gliedrigen Gleichungensystem (11) geniigen and 
einem gewissen Bereich (2) angehoren, so sagen wir: „die GMchung 


1) Vgl. Lie II 36. 

Y. Weber, Das Pfaffcsclie Problem, 


4 
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(12) ist in clem System (11) enthalten“, oder: „das System (11) umfafst 
(lie Belation (12)“, oder auch: „(Ue Relation (12) ist eine Folge des 
Systems (11)“ oder endlich: „die FimUim <p verscinoindet vcrmdge der 
Qleichungen ( 11 )“- 

Die Bedingung, die wir oben dem Grleichungensystem (11) auf- 
erlegten, lafst sich demnacb. dabin aussprecben, dafs nicbt alle r-reibigeii 
Determinanten der Matrix (7) yermoge des Systems (11) yerschwinden 
sollen, 

Wir betracbten jetzt den Pall, dafs diese Bedingung erfiillt ist, 
dafs aber eine yon den r-reibigen Determinanten (7), etwa diese: 


(14) 


3% 


(«, /■■■ = 1 , 2 . . r) 


Yermoge des gegebexien Systems verschwindet; natiirlicli mufs claim 
T <in sein. Es sei q der Rang^ den diese Determinante yermoge (11) 
besitzt^ d. b. die Ordnung der bocbsten, yermoge (11) nicbt yer- 
scbwindenden TJnterdeterminanten. Insbesondere moge die Determinante 
( 8 ) yermoge imseres Gleicbungensystems nicbt yerscbwinden. Nacb 
Art. 38; Satz 6 ) giebt es dann immer eine Stelle derart; 

dafs das System (11) daselbst regular nnd die Determinante ( 8 ) nicbt 
null ist. Die Gleicbungen /) = 0 . = 0 lassen sicb jetzt wie folgt 

auflosen: 


= ^,.(^^+1 - (^ = 1 • • q )- 

Substituirt man die erbaltenen Ausdriicke fiir . ,x^ in die r — q 
nocb librigen Gleicbnngen des gegebenen Systems; so fallen aus diesen 
die Variabeln . . Xr yollstandig berauS; nnd man erbalt 

r — Q Relationen in den Variabeln XrJ^x . . Xn allein. Demnacb konnen 
wir sagen: Yerscbwinden in der Determinante (14) alle q 4“ l-i’^ibigeU; 
nicbt aber alle ^-reibigen TJnterdeterminanten yermoge des Systems 
( 11 ); dann nnd nur dann umfafst das r-gliedrige Gleicbungensystem 
(11) r — Q und nicbt mebr unabhangige Gleicbungen in den Variabeln 

(lb) 2 . • X'fi 

allein. M. a. W.: Die Variabeln x-^x ^ . ,Xr lassen sicb unter den ge- 
macbten Annabmen aus dem System (11) eliminiren, und diese Eli- 
mination liefert genau r — 9 unabbangige Gleicbungen in den Va- 
riabeln (15). 

42. Das r-gliedrige Gleicbungensystem 
(16) q>i{x^x^ , .x^ = 0 (i = 1^ 2 . . r) 

beilst Jiquimlent^^ oder ^^gleichledeutencV^ mit dem System (11); 


wenn 
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jede Grleichung des einen Systems eine Polge des andem ist^ und um- 
gekehrt; oder anders ausgedruckt: wenn jedes Werisystem xP eines ge- 
wissen Bereicks (2\ das dem System (11) geniigt^ auch die Eelationen 

(16) befriedigt und umgekekrt. Es giebt dann Stellen xP^ an 

denen beide Gleicbungensysteme regular sind. Gestattet dann das eine 
der beiden Systeme eine Auflosung der Form (13)^ so gilt dasselbe von 
dem andern, und beide Auflosungen sind identisch. 

43. Wir werden ims in diesen Yorlesungen haufig einer geo- 
metriscben Ausdrucksweise^) bedienen, die darauf hinauskommt, die 
Grofsen , Xn als cartesiscbe Koordinaten der Punkte eines ^^-facb 
ausgedebnten Raumes zu interpretiren. Diesen Raum bezeichnen wir 
kurz mit Bn oder^ wenn notig, mit Bnix^x^ . . xP). Jedes Wertsystem 
xp ^ . . X;P definirt einen B desselben; wir sprechen kurz von 

dem „Punkt B{x ^^ . . xJ^J^. Den Inbegriff aller n — r~facb unendlicb 
vielen Wertsysteme x,j die einem r-gliedrigen Gleichungensystem der 
Form (11) gentigen, nennen wir eine — r-fach ausgedehnte JPunht- 
mannigfaltiglveit des BJ^ und bezeicbnen sie kurz als eine die 

Zabl n — r beifst die j^DimensionsmJiV^ der Mannigfaltigkeit, die Glei- 
chungen (11) sind ihre j^DefimtionsgleicUmgen^^. Eine wird aucb 
als eine ,jFldcIid‘^ des Bn bezeicbnet; eine solche ist demnach diirch 
eine Gleicbung 

(17) (pix^x^, ,XrP) = 0 

definirt. Eine beifst eine j,Kurvd^ des Bn- Sind die Relationen 
(11) in den Xf ganzlinear, so wird die durcb sie definirte (in—r eine 
Jineard^ oder „ehene PimUmanmgfcdtiglceif^ im Falle r — 1 insbesondere 
eine ,^Ebend^^ im Falle r = n — 1 eine „G-erade^^ des Bn genannt. In 
Analogie mit dem Fall n = d. b. mit dem gewobnlicben drei- 
dimensionalen Raum, bezeicbnen wir die durcb die n — 1 Eelationen 

iT j = 0, . . xi^ 1 = 0, a:, 4-1 = 0, . . Xn = 0 

definirte Gerade des Bn als die y^Xi-Axd^ des in unserem Raum an- 
genommenen Koordinatensystems. 

Wir sagen, ,,der PunU P(x^^ . . Xn^) liegt auf der gn-rp^ die durcb 
(11) definirt ist, wenn das Wertsystem xP dem System (11) geniigt. 
Verscbwinden nicbt alle r-reibigen Determinanten des Schemas (7) an 
der Stelle xP^ so sagen wir, P ist ein reguldrer PmM unserer fin-r- 

Ferner sagen wir: ,pEine ft* ist auf einer (ii (I ^ fc) gelegen^^ (oder: 
^entlialten^^) , oder aucb: die ft; enthdlt die ft*, wenn jeder Punkt der 
ft* aucb auf der ft; gelegen ist, m. a. W. wenn die n — I Definitions- 


4t 


1) Lie I Kap 6. 
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gleicliungen der eine Polge von den n — k Definitionsgleichnngen 
der sind. 

Zwei aqnivalente r-gliedrige Grleichtingensysteme definiren (inner- 
lialb eines gewissen Bereichs) dieselhe 

44. 1st P(x^ . . Xn) ein regularer Punkt der Punktmannigfaltigkeit 
(11)^ so giebt es n — r — l-fach unendlicb viele; zu P benackbarte 
nnd gleicbfalls auf unserer ^n-^r gelegene Punkte mit den Koordinaten 

. . Xn-p dXn. 

entspreckeiid den Wertsystemen^ welcbe sich fiir die Verbalt- 

nisse der dx^ aus den Grleiclmngen 


ergeben. Alle diese Nacbbarpunkte sind, ebenso wie P selbst, auf der 
ebenen (in-r gelegen, die in laufenden Koordinaten durcb die 

r linearen Gleicbungen 



(i = 1 . . r) 


dargestellt wird. Diese ebene ft„_, bezeicbnen wir daher als die 
„Tangential-iin-r“ der Punktmannigfaltigkeit (11) im Punkte P. Jede 
Ebene des Bn, -welcbe die Tangential-ja„_r im Punkte P entbalt, heifst 
eine „Tangmtialebene“ der Mannigfaltigkeit (11) im Punkte P. Die 
allgemeinste Tangentialebene dieser Mannigfaltigkeit ist sonacb durcb 
eine Gleicbung der Form 



dargestellt, wo die I willkurlicbe Grofsen bedeuten. In jedem regularen 
Punkte P einer gn—r giebt es demnacb n — r — 1-facb unendlicb 
viele Tangentialebenen. Eine Flacbe (17) besitzt in jedem ibi’er regu- 
laren Punkte P[x^ . . nur eine einzige Tangentialebene: 


n 



eine Kurve dagegen w — 2-facb unendlicb viele, die alle die durcb P 
gebende ebene Tangential-fi^ entbalten. Die zuletzt genannte Gerade 
wird aucb kurz die „Tangente^‘ der Kurve im Punkte P genannt; sie 
ist definirt durcb die n — 1 Relationen 



[ 46 ] 
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^2 ^ ^71 

^ dx^ dx^ dx^ 

wenn darin die Verhaltnisse der dx^ diirch ihre aus den Gleiclinngen 
df\ = 0 , . . dfn-^i = 0 
folgeuden Werte ersetzt werden. 

TJnsere Definitionen stimmen unter der Annahme n = 3^ also fiir 
den Fall des gewohnliclien; dreidiinensionalen Raumes mit den be- 
kannten Begriffen ^^Tangentialebene einer Flache^^^ bezw. ^^Tangente, 
Tangentialebene einer Raumkurve^^ tiberein. 

45. Griebt es eine Stelle . , Xn, an der die recbten Seiten der 
Grleiciiungen 

(19) y, = (piixix^ . . (i = 1^ 2 . . n) 

alle regular sind, nnd die Funktionaldeterminante derselben nickt ver- 
scbvirindet^ nnd bezeicbnen wir die Konstante cpi,(xi . . mit so 
lassen sicb die Relationen (19) folgendermafsen anflosen: 

(20) rz?, = . . yn) (i = 1; 2 . ^,n) 

die jpi sind an der Stelle y^ . . y^ regular und nebmen daselbst bez. 
die Werte x^ . . x^^ an; ihre Funktionaldeterminante ist an der ge- 
nannten Stelle nicbt null. 

Ein Gleickungensystem (19) dieser Art lafst sicb auf zwei ver- 
scbiedene Weisen auffassen. 

Einmal konnen wir die Gleicbungen (19) als die Definitions- 
gleicbungen einer Variabelntrans formation deuten^ vermoge deren statt 
der Xt die neuen unabbangigen Variabeln y^ . yn eingefiibrt werden; 
dabei verwandelt sicb vermoge (19) (nacb Art. 38^ 6)) jede an der 
Stelle xf^ . . Xjf regulare Funktion der Xi in eine an der Stelle 
regulare Funktion der umgekebrt gebt vermoge (20) jede Funktion 
der letzteren Art in eine der ersteren Art fiber; oder geometriscb aus- 
gedrfickt: Die Gleicbungen (19) oder (20) vermitteln eine Abbildung 
des Raumes Bn{xi,.xf) auf einen Raum derart^ dafs 

jedem Punkt P von Bn innerbalb eines gewissen Bereicbs ein und nur 
ein Punkt P' von P/ zugewiesen ist und umgekebrt; lei dieser Al- 
hildung entspricht dann jeder (iky ouf welcfier P{xf ^ . . Xn) ein regular er 
PunU ist, eine des Bn mit dem reguldren PunM yf ^ . . yn^, und tcm- 
gekehrt 

In der Tbat^ ist die im Raume Bn durcb die Gleicbungen 

(21) Fiix^x^^ , ,Xn) = Q {i = 1^2 ..n — l) 

definirt^ und gebt Fi vermoge unserer Variabelntransformation in 
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• • 2/«) so ^og^lar unci 

gleich null; und man hat vermoge (20) identisch: 

^ ^ 2/s ^ 

Dariiacli entsteht die Matrix 
I dF 

( 22 ) 

diirch zeilenweise Komposition der folgenden beiden: 

II S"!’ II fell = = 

also ist jede n — /j-reibige Determinante von (22) gleich einer Summe 
von Produkten aus je einer n — /c-reihigen Determinante von (24) in 
eine “ fc-reihige Determinante von (23); die Determinanten der 
letztern Art konnen mithin an der Stelle . . yn nicht alle nnll sein, 
da sonst in der Matrix (22) an der Stelle alle n — /o-reihigen 

Determinanten verschwanden. Die Umkehrung unserer Behauptung 
wird ebenso bewiesen. Das vorstehende Resultat lafst sich offenbar 
anch so formnliren: 

j^Sind die n Pnnktionen (pt{xi . . ^n) an der Stelle . . Xn regular, 
und nehmen sie daselbst bez. die Werte yP an, ist ferner ihre Funktional- 
determinante an der genannten Stelle nicht null, so verwandelt sich 
das n ~ /^gliedrige Grleichungensystem 

®i(2/i2/3 • • 2/>.) = 0 (i = 1, 2 . . « — IS) 

vermoge der Substitution y^^ = q)]^ dann und nur dann in ein Glei- 
chungensystem in den Xi, das an der Stelle x^ . . Xr^ regular ist, wenn 
es selber an der Stelle y^ . .y^ regular ist/^ 

Deuten wir andrerseits die . . yn als Koordinaten eines Punktes 
in dem Raume Bn(x^ ■ . bezogen auf das urspriingliche Koordinaten- 
system, so liefern uns die Grleichungen (19) eine PunliUmns format ion 
des Raumes jB,^, bei der jeder Punkt P{x^ . ^ Xn) in der Umgebung 
von xf^.,Xrf in einen Punkt y^.^yn desselhen JRaumes^ ebenso jede 
lin—r niit dem regularen Punkt xf ^ . . Xn in eine andere ^in—r niit dem 
regularen Punkt yf . .yn^ transformirt wird. 

Wir werden bald der einen, bald der andern dieser beiden Auf- 
fassungsweisen den Vorzug geben. 

Die Begriffe „Punktionensystem, Gleichungensystem, Variabeln- 
transformation^^ etc. sollen ktinftig immer in der Bedeutung gebraucht 
werden, die wir in diesem § auseinandergesetzt haben. Urn jedoch die 
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DurcMtilirung der Beweise und deii Wortlaut der Resultate nicht allzu 
schwerfallig zu gestalten^ wollen wir mis meist einer aucli sonst iibliclien 
freieren Ausdrucksweise bedienen tind die Formulirung der funktionen- 
tlieoretiscben Einsckrankungen^ unter denen die geiiannten Begriffe 
nack den Entwickelungen dieses § zu kandhaben sind, vielfack dem 
Leser uberlassen. 


§ 2. Lineare partielle Differentialgleiclxiingen erster Ordnung, 

46. Unter einem ^^Integra^ (einer j,Ldsung^^) der linearen homo- 
genen partiellen Diflferentialgleickiing: 


(1) a^{x^ 


N 3/ I / 






verstekt man bekanntlick jede Funktion f der unabkangigen Variabein 
. . Xn, die die Gleickung (1) identisck erfiillt. Wir setzen nun 
folgendes Tkeorem^) als bekannt voraus: 

Sind alle FimUionen 




{i = l,2 , .n — 1) 


an der Stelle x^^x ^^ . . x,i^ regiddr, so 'besiUt die lineare partielle Differential- 
glei cluing (1) ein und nur ein Integral cok, das an der gencmnten Stelle 
ebenfalls regular ist und sich fur Xn = Xn auf Xk redimrt^ also folgende 
Form besiM: 

(2) (Dk Xjc + (Xn — 

Die n — 1 Funktionen 


COjL; 052 * * 1 

sind offenbar unabhangig und werden „die Hmiptintegrale der Gleicliung 
(1) MnsichtUch x„ = genannt. 

Es gelten die Identitaten: 

— - 0 CO. 

(3) 

Eliminirt man kieraus und aus (1) die Us, so folgt: 


(la) 


f \ — Q 

\X^X^, , Xn — l^ xj 


d. k, jede andere Losung yon (1) ist eine Funktion der wi allein 
(Art. 39). Da nun die Funktion (p{p ^ . . a>n--i) an der Stelle . . xl^ 


1) tiber die Satze, die in diesem nnd dem vorigen § obne Beweise gegeben 
werden ygl. die Lebrb-acher der Differential- nnd Integralrechnnng. 
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regular ist, wenti dies von der Funktioii gilt (Art. 38, 

Satz 6)), so folgt sofort; 

SM die Quotienten — an der Stelle alle regular, so he- 

siM die Gleicliung (1) eine tmd nitr eim, an dieser Stelle reguldre 
Lmmg, die sich vermoge = aiif die ivillhlrlich vorgesclmebene 
FunUion (p{x^x ^ . . Xn^^) redimrt, vorausgeseM, dafs 9 an der Stelle 
regular ist Die genannte Losung hat die Form: 

(pip^CD^ . . On-l)- 

Wir bezeiclinen dieselbe als das „allgemeine Integrab^ der gegebenen 
Gleichung. 

Irgend n — 1 Punktionen der Form 

(4) 9 ,-(G 3 iG 92 . . cD„_i) (i = l,2 , .n — 1) 

sind offenbar nur dann hinsicbtlicli der x unabhangig^ wenn sie es 
binsicbtlicb der cOt sind. Man bat mm: 

hi — lit J L ^^n-1 

dxj^ dco^ dxj^ dco^__^ dx^ 

und bierauS; nacb dem Satze liber die Komposition der Determinanten^) 

/9i92 . . (Pn-^l\ _ /9i92 • • f 00 ^ 0^2 * * ^n^l\ 

\x^x.^ , , Xn—J VcDiCOg* • ^ri—j \X^X^ . . Xn — J 

Die Hauptintegrale (Oi sind mm binsicbtlicb der Variabeln Xj^ . . Xn--^i 

a, 

unabbangig. Da ferner die Quotienten — nacb Art. 38, 5 an der Stelle 

regular sind, wenn alle at es sind, und an{x^x^^ . . x^) nicbt 
verscbwindet, so gilt der Satz: 

,^8ind alle Koeffimenten der Gleichung (1) an der Stelle 
regular, und verscJmindet daseTbst nicht, so sind irgend n — 1 un- 
dbhdngige, an der Stelle x^ reguldre Losungen der Gleichung (1) ins- 
hesondere hinsichtlich der Variaheln xp<^,.Xn-i unalhangig}^ 

47. Es seien jetzt irgend n — 1 unabbangige, an der Stelle 
regulare Integrate fj'^ . . fn~i von (1) gegeben; sie baben dann, -wie 
wir wissen, die Form (4); ersetzt naan darin Xn durch Xn, so ver- 
wandeln sich die Funktionen (4) in die folgenden 

. . a;„_i) (i = 1 . . w — 1). 

Man bat daber identiscb: 

f iip^X • - — 1, O/n') = ■ ‘ — l)- 


1) Ygl. die Anm. pag. 42. 
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Die Form der Punbtionen qpj ist also bekannt, unci es gelten die 
Identitaten: 


\ . 'H 1 ^. 

Demnach. bat man den Satz: 

Sind ‘ ^ fn~i irgend n — 1 unahliangige, an der Stelle rr/ . . 
regular e Losungen von (1), und hedeutet 

(5) . . Xn'xJ^ 

ein der Umgelung jener Stelle angelwrendes Wertsystem, fiir das^an niclit 
verscliivindet (Art. 38, 3), so lassen sicli die Gleichungen 

(6) f\{x^x .^ . . == f,{x^ . . Xn-ixf) = l .,n—l) 

in der Form 

Xt == cji (i = 1 . . n — 1 ) 


auflosen. Die recJiten Seiten dieser Aufldsung sind die Hauptiniegrale 
hinsicMlich Xn = Xy^.^^ 

Die Gleichung (1) lafst sich offenbar in der Form 


( 7 ) 



^fx 


^4-1 

of 


dx^ 

dx^ 

dx^ 


Xn — iXn/ 

Sfx 

df. 

K-x 

?f 



' 




scbreiben, d. h. a,- ist der mit (— 1)" multiplizirten n — l-reihigen 
Determinante proportional, die aus der eben hingescbriebenen durcb 
Streichung der Zeile iind letzten Spalte entstebt; daraus folgt 
wiederum der Scblufssatz des Yor. Art. 

48. Die Gleicbungen (6) konnen ancb in der Form: 


— 1 ) 


-X ) 

%/ 


aufgelost werden. Die rechten Seiten entstelien aus den recMen Seiten 
von (2) dadurch, dafs man die Variabeln . .Xn bez. mit den Grofsen 

(5) vertauscbt; denn das System (6) ist in Bezug auf diese zwei 
Variabelngruppen symmetrisch. Die durcb (8) definirten Funktionen 
x^ . . x„—i der unabbangigen Variabeln reduziren sick vermoge 
= oOn auf die vorgeschriebenen Konstanten x^ . . Xn—i erfuUen 
das simultane System gewohnlicber Differentialgleichungen 


( 9 ) 


(i = 1, 2 . . « — 1) 
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identiscli fiir alle Werte yon Xn und der Konstanten sind 

also die allgemeinsteiij an der Stelle regularen Integralfunkiionen 
dieses Systems. Denn werden die Ausdriicke (8) in (6) eingesetzt, 
und die so erkaltenen Identitaten nach x„ diiferentiirt, so folgen ans 
den entstehenden Gleichungen 


( 10 ) 


iL 

CX^ 


d f 

dXy + -fk, 




0 (i=l , — 1) 


nach dena, was am Schlufs des vor. Art. liber die a-, bemerkt wurde^ 
ohne weiteres die Relationen (9), Aus der Theorie der gewohiilichen 
Differentialgleichiingen ist llberdies bekannt^ dafs das simiiltane System 
(9), falls seine rechten Seiten an der Stelle (5) regular sind^ nur ein 
eimiges System von Integralfunktionen besitzt^ die an der 

Stelle regular sind und daselbst die vorgeschriebenen Werte .. x/i^t 
annehmen. Die Grleichungen (6) konnen wir auch in der Poi'm 

(11) • • 00 n)== G, (i = 1, 2 . . n — 1) 


schreiben^ wo die (7/ arbitrare Konstante bedeuten; sie werden als 
die ,flUgemeinen Integralgleiclmngen^^ die f, selbst als ^IntegmU^ des 
simultanen Systems (9) bezeichnet. Kennt man von dem letzteren alle 
an der Stelle xj^ regularen Integralfunktionen ^ oder auch die allge- 
meinen Integralgleichungen, so kennt man auch alle an der Stelle 
x^^ . . Xn regularen Losungen von (1), und umgekehrt. Die beiden 
Integrationsprobleme (1) und (9) sind also vollkommen aquivalent; 
wir wollen (9) das zu der linearen partiellen Dififerentialgleichung (1) 
„gelidrige^‘ oder „adjungirte^^ simultane System nennen. 

49. Die Konstanten x^^ . . Xn nnd die Punktionen coi seien wie in 
Art. 46 definirt. Wenn dann in dem r-gliedrigen Gleichungensystem 

(12) COi — (pi(c 0 r^i, CD, ,4.2 . . CD,j-_i) (i = 2 . . f- T <, H 1) 

die rechten Seiten an der Stelle regular sind und bez, 

die Werte . . x.^? annehmen^ so lassen sich die Gleichungen (12), wie 
leicht ersichtlich, folgendermafsen auflosen: 

(1^) Xi ' Xj (ry-|_2 • • ('^ ^ — ” 1; 2 . . 


wobei die an der Stelle . . regular sind und vermoge = xj^ 
bez. in die Punktionen q)i(XrJ^i , . Xn—i) tibergehen. Wir behaupten, 
dafs die linken Seiten der Gleichungen; 


3 x» 

(14) arJ^i 


V+l 




dx. 


.„| an — a, = 0 ^) (i = 1, 2 •• r) 


1) Jacobi I Baud 4, p. 7P. 
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vermoge (13) verschwindeu. Substituiren wir namlicli die Ausdriicke 
(13) in (12), und diiferentiiren die erbaltenen Ideiititiiten nach 
so folgt: 




^ Cl ^ n—r—1 ^ 



r 



dx^ 


Multipliziren wir diese Gleichung mit arJ^h ™d summiren wir nacli h 
von 1 bis ^ — Ty so erbalt man mit Eiicksiclit auf (3) nacli kurzer 
Eecbnung: 

r 

= 0 (i=l..r) 

worin Si die linke Seite der Gleickung (14) bedentet. Da aber die 
Determinante 


vermoge (13) nicht null ist^ so verscliwiiiden in der That alle Si 
moge (13). Die r Fimktionen (13) werden daher als ,,Integralfunktionen^^ 
Oder aucb als „ein IntegraF des simultanen Systems (14) partieller 
Differentialgleicliungen bezeicbnet. Darin sind die , , Xr als un- 
bekannte Punktionen, die XrJ^-iXr-^^ • • als Independente zu betraehten. 

Umgekehrt^ verscbwinden die Si vermoge (13), sind ferner die 
an .der Stelle x^j^^ . . regular und nehmen sie daselbst bez. die Werte 
x^^ . . Xr^ an, so konnen wir in das Grleichungen system (13) statt 
x^ . . x^^i die neuen Variabeln . . con—i einfiihren, und erbalten so, 
wie man leicbt erkennt, Eelationen der Form 

C3i = (pl{cOr+i , . 0^-1, Xn) (^ = 1 . . f) 

worin die q). an der Stelle . . x^ regul'ar sind, Diese Gleicbungen 
reduziren sicb vermoge (13) auf Identitaten, durcb deren Differentiation 
nacb ^Xn man erbalt: 

^ go), dx^ ( ^^rJrS I 

(h = l,2..n — r — l) 

^ dx^ dxl dco^j^^ydx^ dx^ dx^ J 

Multipliziren wir diese Gleicbungen bez, mit i . • cOn 4ind summiren 
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sie, so folgt wegen (3) und mit Riicksicht daranf, dafs alle & null sind: 

(i = 1 . . r) 

Da an vermoge (13) niclit null ist^ so sind die 9 ,- von frei, d. h. 
die betrachteten Integralfunktionen (13) sind durcb ein Gleicbungen- 
system ( 12 ) definirt. 

Damit ist gezeigt: 

,,Ist eine Stelle, an der alle FunUionen a^, . a^ regiildr 

sind und niclit versclmindet, ledeuten ferner 

<p,(XrJ^tj Xr+2 • • OCn^l) (i = 1; 2 . . T < U — 1) 

arbitrdre FunUionen^ die an der Stelle x^j^^ . . regular sind und daselbst 
le^, die Werte x^ . . Xr anneJmen, so hesitmi die simidtanen linear en 
jgartieTlen Differ entialgleicliungen (14) ein und nur ein System von Integral- 
funliionen (13), die an der Stelle . . regular sind und vermoge 
bez, in die vorgeschriebenen FunUionen cp^. . cpr ilbergelien; 
diese IntegralfunUionen sind durcli das Qleicliungensystem (12) definirt, 
u)enn die (Di die Hau^gtintegrale von ( 1 ) liinsiclitlich Xn = Xn bedeuten!' 
Fur r = 1 folgt insbesondere: 

„Ist die Stelle xf vvie vorhin definirt, bedeutet ferner 

(p{x^x^ . . Xn^l) 

eine an dieser Stelle regiddre FunUion, die daselbst den Wert xf^ hat, 
so besitd die niclit homogene, lineare partielle Differentialgleichung I. Ordnung 

dx^ dx^ dxj^ 

(15) a<^ A 1“ Uo Q b ’ • Un Q a-i = 0 

^ ^ ox^ ‘ dx^ ‘ ' " dx^ 1 

eine und nur eine an der Stelle xf^..Xn regular e IntegralfunUion x^, 
die sich vermoge Xn = Xrfi auf die vorgescliriebene FunUion cp redumV^ 
Die Integration eines jeden Systems partieller Differentialgleiclmngen 
von der Form (14)^ sowie jeder nicht liomogenen linearen partiellen 
Differentialgleichung (15) hommt darnach auf die Integration eines simul- 
tanen Systems (9) gewblinlicher Differentialgleiclmngen hinaus. 

50, Sind . ,fn—i irgend n — 1 ^ an der Stelle xf^ . . Xyf regular e 
Losungen von ( 1 )^ die an dieser SteUe bez. die Werte 

( 16 ) 

besitzeu, so konnen -wir anuelimen (Art. 38, 3)) dafs die Funktional- 
determinante 
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an der genannten Stelle nicM null sei. 1st dann das r-gliedrige 
Gleicliungensystem 

(18) = 0 (i = 1 . . r) 

an der Stelle (16) regular und nacli fx- ^fr auflosbar, im ubrigen be- 
liebig^ so sind auch durcb die Relationen (18) die allgemeinsten, an 
der Stelle regularen Integralfunktionen von (14) definirt. Die 

Gleicbungen (18) beifsen daber die allgemeinen Integralgleicbungen 
von (14); so folgt z. B. fiir r = 1^ dafs die allgemeine Integralgleicbung 
der partiellen Differentialgleicbung (15) durcb: 

= 0 

dargestellt wird. Die Annabme r — n — 1 ftibrt auf den Satz des 
Art. 48 zurticb, wonacb die allgemeinen Integralgleicbungen des simul- 
tanen Systems (9) die Form (11) baben. 

Wir wollen r Punktionen (13) nur dann ein Integral von (14) 
nennen^ wenn eine Stelle x ^^ . . xj^ existirt^ an der die Gleicbungen 
(13) und alle regular sind. Sind an dieser Stelle nicbt alle Xf null, 
so konnen wir, wie leicbt ersicbtlicb, immer annebmen, dafs daselbst 
nicbt verscbwindet. Aufser den Integmlen, die nacli der Methode des 
vor. Art erhalten werden, Iwnnen also nw nocJi Integrale (13) von 
soldier Art existiren, dafs alle at vermbge (13) verschwinden, 

51. Von der partiellen Differentialgleicbung (1) seien r unab- 
bangige Losungen f[ . -fr '^on vornberein bekannt; wir konnen dann 
annebmen, dafs an der (wie bisber definirten) Stelle xf die Determinante 
(17) nicbt verscbwinde. 

Fiibrt man jetzt in die Gleicbung (1) mittels der Formeln: 
y, = f{XxX 2 . . xf)] Xk = Xk (i = 1 . . r; == r + 1 . . 9^) 
die neuen Variabeln yrOOr^i Xn ein, und beacbtet die Identitaten 


dx. ^ dyj^dxd dx^ dyj^dx^^dx^ ^ 

so erbalt unsere Gleicbung (1) folgende Form: 


= r 1 


(19) Qr+hiVi ‘ • Vr^r^l » » ^n) 0* 

Der Koeffizient Qr+j^ entsteht durcli die obige Yariabelntransformation 
aus ist also an der Stelle regular; die Punktion 

Qn ist daselbst nicbt null. Bei der Integration Ton (19) sind die «/; 
als Konstante zu bebandeln; die n — r — 1 unabbangigen Losungen 
Ton (19) liefern, wenn man darin die y; durcb die /} ersetzt, die nocb 
feblenden Losungen Ton (1). 
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Die Bestimmung einer niclit konstanten Losiing einer linearen 
homogenen Gleickung (1) mit n Independenten werde eine ^^Operation 
der Ordnung n — oder ktirzer eine , Operation n — genannt 

Indem man dann das obige Resnltat anf den Fall r = 1 anwendet. 
folgt: Die Integration von (1)^ d. h die Ermittelmg von n — 1 unal- 
lidngigen Lbsungen dieser Gleiclmngj erfordert je eine Operation n — 1. 
n — 2; . . 3^ 2^ 1. Sind r Integrale schon bekannt (verscbwinden z. B. 
r von den Koeffizienten a, identiscb)^ so erfordert die Integration von 
(1) die Operationen n — r — n — r — 2^ . . 2, 1. 

52. 1st die Gleichung (1) integrirt^ so erfordert die Integration 
der partiellen DifPerentialgleicbung: 


woriii t eine n + F® Independente bedeutet^ nur noch eine Quadratur. 
In der Tbat^ wendet man die Transformation der vor. N*r. nnter der 
Annabme r — n — 1 an, so erbalt (20) die Form 

^ ■ ■ yn-lXn) = 0- 


Bezeichnet man mit £l{x.^x^ . . x„) die Funktion, die aus dem Integral 



heiTorgelit, wenn man nach ausgefiilu-ter Integration die Konstanten y, 
■wieder durch die /i ersetzt, so bilden . .fn—i, — t eiii System von 
n unabhangigen Losungen der Gleichung (20). Da nacb der vor. 
Nr. an der SteUe regular nnd niclit null ist, so ist 1 : 

daselbst regular (Art. 38, 5), das Integral (21) bat also eiiien eindeutig 
bestimmten Sinn, wenn der Integrationsweg ganz innerbalb des Kon- 
vergenzbezirks der Potenzreibe fur 1 : im iibrigen beliebig gewablt 

wird, und SI ist an der SteUe ajj® . . regular. Bedeutet x^x^ . . Xn 
ein Wertsystem, das der Umgebung dieser SteUe angebort und fiir 
welcbes nicbt aUe Uj nuU sind, so kann man die Gleicbungen: 


( 22 ) 


I fi(XiX^ . . X}^ — fi-ipl ^2 • • ) 

1 t “|— £i/(^X^X2 * * — Sli(X-j^ . . Xn') 


(i — l,2..n — 1) 


folgendermafsen auflosen; 


(23) x! = x, f^iix^ — x^ . .Xn~ t) {i= \ .. n) 


Oder auch so: 
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(24) xj = xl — #5)5, {x^ — x^ . , Xn — — f) (i = 1 . . n) 

wobei die 5)5/ beidemale dieselbe Bedeutuiig baben. Die Gleichungen 
(23) scbreiben wir so: 

(23a) X^ = \ (x^x.^ . . xj)] . . X,' = hn{x ^ . . Xn^ #); 

ihre recbten Seiten sind die Hauptintegrale der Gleicbimg (20) hin- 
sicbtlicb # == 0. Die Existenz dieser Hauptintegrale stebt nacb Art. 46 
a priori fest; dafs sicb die Relationen (22) nacb den Xi and nacb den 
x' auflosen lasseii; ergiebt sicb^ wenn man den Scblufssatz des Art. 4G 
auf die Gleicbung (20) anwendet^ und beacbtet^ dafs der Koeffizient 

von gleicb eins ist. 

Die Gleicbungen (24) definiren diejenigen an der Stelle t — 0 
regnlaren Funktionen von #, die dem simultaneii System 

d X. 

1^26) = a, (x^x .^ . . X,) (i=l. ,n) 


geniigen mid sicb vermoge # = 0 bezw. auf die vorgescbriebenen Kon- 
stanten x^ . . Xn reduziren. 

Die Metbode^ durcb die wir im Vorstebenden die Hauptintegrale 
\ . . lin erbielten^ ist nattirlicb mutatis mutandis aucb anwendbar^ wenn 
zwar nicbt an, aber irgend ein anderer Koeffizient a,- an der Stelle 
x^ . . Xn von null verscbieden ist, und wird nur dann binfallig, wenn 
alle a, daselbst verscbwinden, obne dafs jedocb in diesem Falle die 
Hauptintegrale hi selber, oder die Gleicbungen (24) zu existiren auf- 
borten. Ersetzt man unter der soeben gemacbten Annabme die xl 
durcb x^, so verscbwinden die Potenzreiben 5)5,, die auf den recbten 
Seiten von (24) auftreten, fiir jedes beliebige #; letzteres findet aucb 
statt, wenn die Stelle x^ wie in Art. 46 definirt ist, aber xl . . xl ein 
der Umgebung dieser Stelle angeborendes Wertsystem bedeutet, fur 
das alle ai null sind. Denn die durcb (24) definirten Funktionen 
x ^ . . Xn erfullen das System (25); man bat also: 



^=0 


= ai{xl . . xl) 



daf dxj\ 
dXj^ dtjt^^a 


= 0 etc. 


d. b. die Funktionen (24) reduziren sicb dann und nur dann auf die 
Konstanten xl, wenn letztere die % Relationen a,* = 0 ‘ befriedigen. 

53. Urn die bisberigen Resultate dieses § nacb Art. 43 geometriscb 
zu interpretiren^), nennen wir den Punkt 'Fixl^-xl) einen 
allgemeimr Lage^^ des Raums Bn, wenn an der Stelle xl . . xl alle 


1) Lie I Kap. C. 
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Koeffizienten at regular sind, aber nicht alle Yerscliwinden. 1st F{x^..x,[) 
ein solcber Punkt^ so definiren die Grleicbungen (24)^ eutsprecbend den 
oo^ Werten des Parameters einfach unendlicb yiele Punkte^ d. h. 
also eine Knrve des die den Punkt . . Xn enthalt. Die n — 1 
Definitionsgleicbungen dieser Kurve konnen aucb in der Form 

(26) fi{x^x^ . . = /K%' • • ^n) — 1) 

sfescbrieben werden. Demnacb. definiren die Relationen 

(27) x^ = C^ 

wenn man unter den Ci arbitrare Konstante verstebt^ eine j^Zerhgimg 
des Baums B/ in n — 1-facb unendlicb yiele Kuryen derart^ dafs 
durcb jeden Punkt allgemeiner Lage eine und nur eine dieser Kuryen 
bindurcbgebt. Wir bezeicbnen diese Kurven als die ^filiaral:- 

teristisclien Kurven^^ oder kiirz als die ^filiaraUeristilien^^ der linearen 
bomogenen partiellen Differentialgleicbung (1) oder aucli der nicbt 
bomogenen Grleicbung (15). Mitunter bezeicbnen wir sie aucb als die 
^jlntegralJcurven^^ des zugeborigen simultanen Systems (9). Stellt die 
Grleicbung 

(28) x^ , Xn) 

eine Integralfunktion x^^ yon (15) dar^ so nennen wir die durcb (28) 
definirte Flacbe des Bn eine Integralfldche der Gleicbung (15) oder 
(1). Wenn wir yon dem Falle abseben, dafs alle at yermoge (28) 
yerscbwinden) so konnen wir nacb Art, 49 bebaupten: Jede Integral- 
flacbe yon (1) entbalt n — 2-facb unendlicb yiele Cbarakteristiken 
oder 5 ^wird yon Cbarakteristiken erzeugt^^-, m. a. W.: entbalt 

eine Integralflacbe den Punkt allgemeiner Lage P(x^ . . Xn ) ; so ent- 
balt sie die ganze durcb P gebende cbarakteristiscbe Kurve^ oder end- 
licb: Man gewinnt die allgemeinste Integralflacbe, indem man aus den 
n — 1-facb unendbcb yielen Cbarakteristiken irgend nacb einem 

willkiirlicben Gesetz berausgreift. Dies ist der geometrische Ausdruck 
der Tbatsacbe^ dafs die Gleicbung jeder Integralflacbe die Form 

^(//g . .fn-i) = 0 

erbalten kann. 

Eine Punkt die durcb r Relationen der Form (18) definirt 
wird, beifse eine ^fiharakteristische der Gleicbung (1) oder (15)^ 

oder aucb eine ^^Integral-gn-^r^ des simultanen Systems partieller 
Differentialgleicbungen (14). Jede solcbe Mannigfaltigkeit ist darnacb 
yon Cbarakteristiken erzeugt^). 


1) Lie IV 516, 
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W&lt man eine ^n —2 <ies Eaums Ba beliebig^ docb so^ dafs sie 
Punkte allgemeiner Lage entbalt, und bestimmt man alle Cba- 
rakteristiken^ die bezw. durcb die Punkte dieser [in — 2 bindurcbgehn, 
so erzeugen diese Kurven die allgemeinste Integralflacbe you 

(1); die beliebig gewablte Aiisgangs-^;j„2 darf natiirlicli keine cbarak- 
teristiscbe [in— 2 sein, da wir sonst durcb das gescbilderte Verfabren 
nur 00^“^ cbarakteristiscbe Kurven erbielten, und auf die [in— 2 zurilck- 
kamen. 1st die Ausgangs-ft;^_2 durcb die beiden Gleicbungen 

(29) <p(x^'X 2 . . Xn) = 0^ • ‘ — 0 

gegeben^ so erbalt man die Gleicbung der durcb sie bestimmten Inte- 
gralflacbe durcb Elimination der xi^ aus den n 1 Gleicbungen 

( 20 ) ( 29 ). 

Wablt man z. B. als Ausgangs-f6^„2 die folgende: 

= (p{x^X.^ , . Xn-))^ 

SO gelangt man zu der im voiietzten Satz des Art. 49 definirten 
Integralflacbe. 

54. Wir bezeicbnen die recbten Seiten der Gleicbungen (24) zur 
Abkiirzung mit . . a"? 0 vertauscben die beiden Variabeln- 

gruppen x und X] die so gewonnenen Gleicbungen 

(30) X,' = Fiix^x^ . . Xnt) (i = 1; 2 . ! n) 


definiren, den oo^ Werten von t entsprecbend, eine Scbar von einfacb 
unendlicb vielen Punkttransformationen (Art. 45). Die Funktionen F^, 
sind offenbar nicbts anderes als die Hauptintegrale der partiellen 
Differentialgleicbung 


?/_ 

~dt 



IL 

dx^ 


binsicbtlicb j(=0; sie entsteben namlicb aus den recbten Seiten von 
(23)^ wenn man t durcb — t ersetzt; ferner sind die Funktionen F,, 
wenn man darin . . Xn als Konstante betracbtet, diejenigen Integral- 
funktionen des simultanen Systems 

— = a,{x^ X2 , ^Xn) (^. = 1 , 2 . . ^) 


die sicb fur # = 0 auf x^ . . Xn reduziren. Es sei t ein bestimmter 
numeriscber Wert; dann wird vermoge (30) der Punkt allgemeiner 
Lage JP(x^,.Xn) in den Punkt ,,Xn) der durcb P gebenden 

Cbarakteristik ubergefiibrt. Ubt man jetzt auf P' die Transformation 

(31) Xi = Fi{x^'x^' . . Xnj t) 

V. Weber, Das Pfaffselie Problem 


5 
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[54] 


aus^ die ebenfalls in der Sctar (30) enthalten ist^ so nimmt P' die 
Lage P" (x/' . . x/') an. Da aber die Relationen (30) mit den folgeiiden 
aqiiiyalent sind: 

/ 1 (a?j[ ^2 * • fi (^1 ^2 ■ * ^w) 

— t + . . Xn) = SI (X^X^. , Xn) 

mid die Gleichnngen (31) mit den nacbstebenden: 
f,{x^'x^” . . xD = 

r + Sl^x/'x^' . . Xn") = Sl(x^'x^' . . Xn)) 

SO ergiebt die Elimination der x[ aus (30) und (31) die Gleichungen: 

(32) x" = F,{x^x ^ . . Xn) t + %) (i = 1^ 2, . . n) 

d. b. irgend zwei Punkttransformationen (30) nnd (31) unserer Scbar 
liefern, nacb einander ausgeilbt^ eine Transformation (32)^ die wiedernm 
der Scbar angebort. Eine Scbar von Transform ationen^ der diese 
Eigenscbaft zukommt^ beifst nacb Lie^) eine ))lwntimdrliche Gruppe^^. 
Darnacb definiren die Gleicbnngen (30) eine ))eingliedrige^) , liontimiiv' 
liclie Gnippe von Punldtmnsformationen^\ Dem Wert t = 0 entspricbt 
die )^ideniisclie Transformation^^ 

X-^ X-y * * Xn — • Xn 

die jeden Punkt an ^seiner Stelle lafsi Ersetzt man t durcb 8t) d. b. 
durcb einen von Null sebr wenig verscbiedenen Wert, so erbalten wir 
aus (30) eine Transformation, die jeden Punkt P(x^ . . Xn) in einen 
unendlicb benacbbarten P\x-^ -f“ “1“ <^-^«) nberfiibrt, wobei die 

Sxi durcb die Pormeln: 

bestimmt werden. Nun bat man aber nacb einer Bemerkung zu An- 
fang dieser Nr.: 

dF, 

~W~^' • • -^«) (* = 1 . . n), 

mithin, da (-F,-)«=o = : 



und es folgt 

( 34 ) §{c, = at (.*1 x.^ . .X,) .8t 


1) Lie I; Einleitung. 

2) Lie I, Kap, 3, Kap. 6. 


(-»•= 1 ..4 
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Der Nachbarpunkt P' liegt naturlick auf der durch P geiieiideii 
Charabteristik. Bine Transformation^ die jeden Punkt P in einen 
durck (34) definirten Nackbarpunkt P' uberfukrt^ keifst eine ,jinfini- 
tesimale TransformaMon^^ ^ den Ausdruck 


r 


IL 


H h 


If 


bezeicknen wir mit Xf nnd nennen ikn das ^,SymhoV^ der infinitesimalen 
Transformation (34). Die eingliedrige Grruppe (30) ist durck Angabe 
der infinitesimalen Transformation Xf Yollstandig bestimmt; wir sageii 
daker: die Gruppe (30) wird von der infinitesimalen Transformation 
Xf ^^er^eugf^. 

Da bei jeder Transformation der Grnppe (30) der Punkt P auf 
der durck ikn gekenden Ckarakteristik versckoben wird^ so bezeicknen 
wir die Ckarakteristiken der partiellen Differentialgleickung 

Xf — 0 auck als die ^fBalmlwven^^ der Gruppe (30) oder der infini- 
tesimalen Transformation Xf, Zu alien infinitesimalen Transformationen 
der Form p . xf) . Xfj bezw. zu den von iknen erzeugten ein- 
gliedrigen Gruppen gekort das gleicke System von Baknkurven. 

55. Der Ausdruck Xf , dt giebt den Zuwacks an^ den die Funktion 
f erleidet, wenn die Xi die Inkremente (34) erkalten. Wir sagen nun; 
^^die Funktion f gestattet die infinitesimale Transformation Xf\ wenn 
X/'eeeO, wenn also f eine Losung der linearen partiellen Differential- 
gleickung (1) ist. 

Wir sagen ferner^ die Funktion f ,, gestattet alle Transformationen 
der eingliedrigen Gruppe (30)^^ wenn vermoge (30) filr jedes beliebige 
Wertsystem x^x^ . . Xnjt die Identitat 


f{xf . . xf) = f{x^x^ . , X,) 

stattfindet. Dazu ist offenbar notwendig, dafs f die infinitesimale 
Transformation Xf gestattet; umgekekrt, ist dies der Pall, so kat 
man wegen (33): 


dt 


f{F,F,.,Ff) 


- ^IL 
Zj dF, 




d. k. die Funktion /(P^ . . Ff) ist von t unabkangig, also mit f(Xj^ . . xf) 
identisck. 

Damit eine Funktion f alle Transformationen der von Xf erzeugten 
eingliedrigen Gruppe gestatte, ist sonach noftvendig und hinreichend, dafs 
sie die infinitesimale Transformation Xf gestatte, also eine Losung der 
Gleichung Xf= 0 sei. 

Durck das r-gliedrige Gleickungensystem : 
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(35) («i«2 • • »b) = 0 — 

sei eine des definirt, die oo™-’' Punkte allgemeiner Lage ent- 
hiilt; es wird also angenommen, dafs uicht alle a, vermoge (35) ver- 
sckwinden. Wir sagen danii, diese (oder das Grleichungen system 

(35j) gestattet alle Transformat-i<men der eingliedrigen Gnippe (30), wenn 
die Relationen 

Sl,(Xii\2 . . Xn) = 0 (^ = 1 . . ■/•) 

eiue Folge von (35) siiid, wenn also jeder auf der gelegene 

Punkt allgemeiner Lage durch die Transformationen (30) wiedernm in 
Punkte der gn-r ubergefiilirt wird. 

Dazu ist offenbar notwendig nnd Mnreichend, dafs unsere 
von n — r — 1 -fact nnendlicb vielen Babnkurven der eingliedrigen 
Gruppe (30) erzeugt wird, d. b. also eine cbarakteristische gn—r der 
partiellen Differentialgleicbnng X/‘ — 0 darstellt (Art. 53). 

Wir sagen, das Gleicbnngensystem (35) gestattet die infinitesimale 
Transformation X/', wenn die Relationen 

im) = (i=l..r) 

1 


eine Folge von (85) sind. Wir nehmen^ nm die Ideen m fixiren^ aii^ 
dafs die Relationen (35) nack , Xr auflosbar seien, d. k. dafs die 
r-reihige Determinante 


(37) 






vermoge (35) nickt versckwinde. Denkt man sick , . Xr aus (35) 
als Fnnktionen der andern x berecknet und wieder in (35) eingesetzt^ 
so erkalt man durck Differentiation der so entstekenden Indentitiiten: 




dx 


'r + 2 


dSl, dx^. 


v-j- h 




= 0 {i = 1 r, h — 1 . . n — r). 


Ersetzt man in (36) die Ableitungen 
haltenen Werte, so folgt: 


dsi. 


durcb ibre soeben er- 



Da nun die Determinante (37) vermoge (35) nicbt null ist, so mufs 
man vermoge dieses Systems identiseb baben: 
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a,, = 0 (7.‘ = l..f); 


nach Artikel 49 ist also die Mannigfaltigkeit notwendig eine 

charakteristisclie der Grleicining X/‘= 0^ in. a. W. das Gleichmigen- 
system (35) kann auf die Form (18) gebracht werden. Damit ist gezeigt: 

Demit ein Gleichmgensystem (35)^ vermoge clessen nicht alle ver- 
sclminehn, alle Tramformationen der von Xf ermigten eingliedrigen 
Gr%i^^e gestatte, ist nokvendig und hinreichend, dafs es die mfinitesimede 
Transformation Xf gestatte; es definirt dann eine charctUeristisehe Mannig- 
faltiglceit der partiellen DifferentialgMcliung Xf = 0. 

Beilanfig folgt noch der wiebtige Satz: 

Gestattet ein Gleiclmngensystem die infinitesimale Transformation 
Xf so gestattet auch jedes dguivedente Gleiclmngensystem diese infm- 
tesimede Transformation, 

Dieser Satz gilt offenbar auch fiir solcbe Grleicbungensysteme^ 
vermoge deren alle null sind. 

56. Sind ff.,fn-.i irgend n — 1 unabliangige Losungen der 
partiellen Differentialgleicliung Xf — 0; so besteht nacb der Seblufs- 
bemerkung des Art. 47 fiir jedes f eine Identitat der Form 


(38) 


q{x^X^ , ,Xn) ^ Z/' = 


»/i 

2/2 

tH 

1 

- ?i 

df 

'dx^ 


dx^ 


sfi 

s/2 

Cfn-l 

df 






Bezeiebnet man mit D die reebtsstebende Determinante^ ferner mit 

^ f 

Da den Koeffizienten, mit dem die Ableitung in der Entwickelimg 

cx^ 

von D bebaftet ist^ so bat man identiscb 


(39) Qai = Dtih (Z; = 1; 2 . . n). 

Die Funktion g, deren Besebaifenbeit natiirlicb von der Wabl der 
Losungen f,,fn-^i abbangt^ beifst ein ,jJaeohisclier MultipUDdor^^ der 
partiellen Differentialgleicbung Xf — 0. Beziiglicb dieses Multiplikators 
gelten folgende Satze. 

1) Jeder Multiplikator g der Grleicbung (1) geniigt identiscb der 
niebt bomogenen^ linear en partiellen Differentialgleicbung: 


1 ) /. = /*. 
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;0 


d^i ‘ 


i r 




0 .f* 


oder also: 
(40) 




^ ^ d X 

1 ^ 


In der That, ist D,i der Koeffizient, mit dem das Produkt 

/ s 

in der Entwickelung Ton D multiplizirt auftritt, so hat man: 


dXf. dx^ 


(41) 


n 

2- 


dB 


1 1 


C Xu 



o tf) /I 


Der Koeffizient, mit dem auf der reehten Seite die Ableitung , — ^ — 

dx^dx^ 

multiplizirt ist, hat die Form: 


Dik H~ I^I S, 

rs rh 


verschwindet also nach einem hekannten, you Laplace herruhrenden 
Determinantensatz identisch; jede Summe der Form (41) ist daher identisch 
null, und unser Satz folgt jetzt unmittelbar aus (39). 

2) Sind p, Q zwei Multiplikatoren der Gleichung Xf == 0, so ist 

der Quotient konstant oder ein Integral dieser Gleichung. 

In der That, multiplizirt man die Gleichung (40) mit ferner 
die analoge Gleichung, der q geniigt, mit q und subtrahirt, so folgt: 


n 



3) Ist Q ein Multiplikator von Xf = 0 und m eine heliebige 
Losung dieser Gleichung, so ist auch pco ein Multiplikator, und jeder 
Multiplikator laXst sich in dieser Form da.rstellen. 

Der letzte Teil des Satzes folgt aus 2); der erste ergiebt sich, 
indem man die Identitat (38) mit ra multiplizirt, und beachtet, dafs 
Qj eine Funktion der allein ist, und dafs identisch: 

ViZji Xi^ . . Xfi — , Xfi ^ 

wenn mit die Funktion 

fi 


bezeichnet wird. 
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4) Grentigt eine Funktioii q ideiitiscli der partiellen Differ enfcial- 
gleickung (40)^ so ist sie ein Multiplikator der Grleichung Xf— 0. 

In der That^ ist q' ein Multiplikator und setzen wir q = g)q, so 
folgen aus den gemachten Annahmen der Reike nach die Identitaten: 


dicoQa;) r-v 


d. h. G) ist ein Integral von Xf — 0, und infolge dessen nach 3; q 
ein Multiplikator. 

5) Verwandelt sich vermoge der Variabelntransformation 
(42) yi = (p,(xj^x^ . , Xn) (i==l..n) 

der Ausdruck Xf in den folgenden: 

n 

und ist Q ein Multiplikator von Xf—O^ so ist der Quotient: 



(VlV^ • • Vr^ 

\X^X. . . xj 

wenn man ihn durch die yi allein ausdriickt, ein Multiplikator der 
partiellen Differentialgleichung Ff == 0. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus den vermoge (42) bestehenden 
Identitaten: 




/fiU-f\ 

• • yJ 


\X^ m • Xfl 



6) Kennt man einen Multiplikator q{x.^x^ der partiellen Differential- 
gleichung 

(43) % {Xi (x^x^ — 0; 


so erhalt man durch eine Quadratur ein Integral coix^x^ derselben. 

In der That, man hat der Annahme nach: 

8(g<ti) 8(eas) . 

dx^ dx^ ’ 

also ist der Ausdruck 

Qa^dx^ — qa^dx^ 

das exakte Differential einer Funktion cO; die durch eine Quadratur 
ermittelt wird und offenbar die Gleichung (43) befriedigt. 

7) Kennt man n — 2 unabhangige Integrate f-^f^ . . fn—% von 
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Xf==0 uiid eine Funktion Qj die der Bedingmig (40) genllgt (d. li. 
also nach 4) eineii Multiplikator), so lafst sick durch eine Quadratur 
eine n — F® Losung fn-t bestimmen, und zwar so^ dafs die Identitat 
(38) stattfindet. 

Denn vermoge der Variabelii transformation 
(44) == y„ == Xn 

nimmt Xf nach Art. 51 die Gestalt : 

Yf P„_i(2/i2/2 . . yn) + QniVYJi • • !/») 
an, und der Quotient 




• • 2/;A //; . . 

. . xj 


verwandelt sicli vermoge (44) in einen Multiplikator 6 von Tf~0- 
bestimmt man jetzt nach 6) mittels einer Quadratur eine Funktion 
0(2/1 • • i/n) derart, dafs 

dco Sco 


so hat man, wie leicht zu ersehen, vermoge (44) die Identitaten 


^.Yf: 



yn-i(o f ■ 
yn-^Vn-lVn 


Nennt man also fn—t(x^..x^ das, was aus ca wird, wenn man 
die y durch ihre Werte (44) ersetzt, so erhalt man die Identitaten, 
die heim Beweis von Satz 5) henutzt wurden, in umgekehrter Reihen- 
folge, womit nnsere Behauptung nachgewiesen ist. 

Genugen z, B. die Koeffizienten a,- der Gleichung X/‘==0 der 
Bedingung: 


da^ 

dx^ 


^ 


dx^ 


d. h. besitzt Xf=0 den Multiplikator 1, und kennt man n — 2 un- 
ahhangige Losungen von X/‘= 0, so erhalt man durch eine Quadratur 
das noch fehlende n — 1*® Integral. 

Solches ist z. B. der Fall hei der Gleichung 

O 

PI If I Sh\ df _ „ 

\dz oyJdx'^Xdx dzjdy'^Kdy dx)dz~^ 


mit den Independenten xyg, ferner bei der lihearen partiellen Differen- 
tialgleichung 
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^ ^ \dp^ dPj^ J ' 

worin die 2m — 1 Independenten mit x^cc^ * • . . pm bezeichiiet 

siiid^ und H irgend eine Funktion derselben bedeiitet. 


§ 3. Systeme linearer partieller Differentialgleichnngen. 

57. Wir nennen die partiellen Differentialgleicliungen 

% 

( 1 ) • • ^n) = 0 (Jv — Ij 2 . . 2^) 

1 ^ 

ein p-gliedriges System partieller Differentialgleicbungen ^ wenn sie 
linear unabhangig sind^ d. b. wenn nicbt alle y;-reiliigen Defcerminanten 
der Matrix 


^11 bl2 • 

iln 

l;)l lj)2 • 

• ^pn 


identiscb verscbwinden. 1st . . x,^ eine Stelle^ an der alle Punktionen 
regular sind, so konnen wir (Art. 38^ 3)^ 6)) immer annebmen, dafs 
die Determinante 

(3) |b| 


an jener Stelle nicbt null sei; der Punkt 'P{x -^ . . beifse dann ein 
jjPunkt allgemeiner Lage^^ des Un, (binsicbtlicb der Grleicbungen (1)). 

Es erbebt sicb die Frage^ ob die Gleicbungen (1) Integrate gemein 
baben konnen^ und wie man alle etwaigen gexneinsamen Integrale findet. 
Setzen wir 


Z,A= 2l., 


i£ 

dx^ 


und ist f eine gemeinsame Losung von (1), d. h. verschwinden alle 
Ausdriicke Xjf identiscli', so gilt dasselbe von den beiden Ausdriieken 

X,(Z,/-) und Z,(Z/‘). 


Man bat nun aber, wenn (p-^, (p,^ . . irgend welcbe Funktionen 
bedeuten: 


+ % + ■ ■) = + ■ ■ 


Daraus folgt: 
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dx^ 


1 1 

x,{x,f) ^ (r4 

1 * 

Die zweiten Sunaiiieii reclits sind aber^ wie die Ausrechnimg lebrt^ 
nd es folgt: 

n 

X{X, f) - Z.(Z,/) - 2* If- ; 


identiscb^ und es folgt: 


so dafs also die rechte Seite keine zweiten Ableitungen von f enthalt. 
Setzen wir zur Abkiirzimg 

(Z,x,) ~ Xt{x,f) - 

so konnen wir den Satz anssprechen: 

Jede gemeinsame Losung der Gleichungen (1) genilgt mcli den folgenden 
linearen liomogenen imrtiellen Differentialgleichungen erster Ordmmg: 

[4) (X,Z,) = 0 

1st jede dieser Gleiciinngen eine Folge des Systems (1) (Art. 9), d. li. 
giebt es Fiuiktionen derart, dafs: 

{XiX}^ zEL QijciXif -j- Qih%X<^f -j- • • QiJcpXpf (^y A; — 1 • • j;) 

fitr jedes beliebige d. li. also, dafs identisch: 

p 

Xi^jcs — Zjtl/s = Qaihs (jy A; = 1 . . 


so nennt man die Gleicbnngen (1) ein j,p-gliedriges vollstdndiges Systenf. 
Die notweiidigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Vollstandig- 
keit des Systems (1) besteben also in dem identischen Verscbwinden 
aller p 1-zeiligen Determinanten samtlicher Matrices der Form: 

II — Zytl/i, 111, I 21 J . • ^pi 


11 -^ibJcn -^kbinj blw; bSw • • bpn 

Ein »-gliedriges System ist natiirlich stets vollstandig. 

58. Ist das System (1) unvollstandig, so bilden die Relationen (1) 
(4) znsammen mebr als p linear unabhangige Grleichungen, die wir so 
scbreiben; 


{i, 1 = 1,2 .. 2)). 


X,f= Q, X,f= 0. X,+^f=0, . . X,+,f = 0. 
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Dieses System ist entweder vollstandig, oder man erhalt durch Bildung 
der Relationeu 

(X-Z,) = 0 

neiiG; von den vorigen nnabliangige Eelationeii. Da es nun ein mehr 
als 7^-gliedriges System nicht giebt, so gelangt man durch Wieder- 
holnng dieses Verfahrens in alien Fallen zu einem /-gliedrigen voll- 
standigen System^ dem alle etwaigen gemeinsamen Losungen von (1) 
geniigen mhssen. 

Die Ermittelimg der gemeinsamen Losungen eines nicht vollstdndigen 
Ihgliedrigen Systems (1) Icomnit also stefs aitf die Integration eines 
r-gliedrigen vollstdndigen Systems hinaus, too p <r ^ n. Ist r = n, so 
lialen die gegelenen Gleichmgen (1) augenscheinlicli Ixine niclitkonstante 
LdS'img f gemein, 

59. Ist das System (1) vollstdndig, so ist aucli jedes mit (1) dqui- 
valente System (Art. 10) vollstdndig. In der That, setzt man 

p 

1 

unter der Voraussetzung, dafs die Determinant© der p"^ Funktionen 
nicht identisch null ist, d. h. dafs auch umgekehrt die X^f sich als 
lineare Kombinationen der XI f ausdrilcken lassen, so hat der Ausdruck 
{X:X{) die Form 

p p 

^ts ^Pkt{XsXt) -(- GiklXif ■ “1“ ^tkpXpf] 

1 1 


daher lassen sich. die (X/ X^') als Linearkomhinationen der Ausdrticke 
Xkf, mi thin auch als seiche der X/Jf darstellen. 

Man kann die so wahlen, dafs alle Ausdrucke (X'Xk) identisch 
versehwinden (vgl. Art. 65); dann nennt man die Gleichungen 

x;/-=o, .. z;/ = o 


ein p-gliedriges „ Jacobi’ sches Systenf. Der einfachste Weg, das ge- 
gebene vollstandige System durch ein aquivalentes Jacobi’sches zu er- 
setzen, besteht darin, es in der Form 


(5) 0 = 4/-e 


?/■ I 8f 

■ga; dx, 


df 




■pj-i 

l..p) 




I 


aufzulosen; dafs dies moglich ist, konnen wir naeh Art. 67 stets an- 
nehmen. Die Ausdrucke (AiAi) sind nach dem ehen Gesagten lineare 
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Kombinationen der Aif, aber andrerseits von den Ableituiigen 

8 cx^ 

frei, also in der That identiscb null. 

Die notwendigen und hinreiehenden Bedingungeu dafiir, dais 
Gleicbungen der Form (5) ein Jacobi’sches System bilden, schreiben 
sich daher folgendermafsen : 

( 6 ) A, («A- ;,+a) — A^ (a,^p+h) ~ 0 (i,lc=l..p-,h = l,..n--2^) 
ocler etwas ausfuhrlicher: 


60. Fiihrt man mittels der Formeln 


+ 2 p -f- 1 
1 




(7) y, = ..Xn) (i = l ..n) 

statt der die neuen Variabeln iJi . .yn in die Ausdrilcke X),f ein^ 
so mogen sich diese letzteren bez. in die folgenden 

n 

Yif = 2* Vi --y^) if = 1, 2 . . p) 

^ Un 

verwandeln. Dann geht der Ausdruck X,iXi-f) in ebenso 

der Ausdruck Xk{Xif) in Yi(Y,f), also der Klammerausdruck {X,Xi) 
direkt in (FjFi) iiber. 

),Nimmi also ein p-gliedriges (vollstdndiges oder unvollstdndiges) 
System (1) vermoge der Variahelntransf'ormation (7) die Gestalt 

Yj=o, Yj=o, .. r^/-=o 

an, so verwandelt sich gleichgeitig das Gleichungensystem 

(8) X,f = 0, (XX,) = 0, (i,h = l.. p) 
in das folgende: 

Ycf==0, (YY,) = 0 (i,h=l..p)^). 

Wir drueken dies dadurch aus, dafs vrir sagen: das Grleichuiigen- 
system (8) ist mit dem System (1) „mvaricmt verhnupft".''-) 

Wenden wir den eben erbaltenen Satz auf (8) von neuem an, so 
ergiebt sick, dais aucb das Gleichungensystem 

X,/=0, (Z,.X,) = 0, (X(X,.Z*)) = 0 ((Z,Z,)(X,Xd) = 0 
(i h,h, 1=^1 ..p) 


1) Engel II. 
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mit (8), Oder was dasselbe besagt, mit (1) invariant verkniipft ist^ 
d. b. sicb vermoge (7) in das entsprecbende, ans dem Y,f gebildete 
System verwandelt; dnrcb Wiederholmig dieser Schlnfsweise erhalt man 
eine gewisse Anzabl von Systemen linearer partieller Differential- 
gleicbungen^ die mit dem urspriingliclien invariant verkniipft sind. 

Als Korollar dieses Satzes ergiebt sich nocb^ dafs durcb eine be- 
liebige Variabelntransformation jedes ^-gliedrige vollstandige System 
wieder in ein solcbes^ ebenso jedes j9-gliedrige Jacobi’scbe System 
wieder in ein jp-gliedriges Jacobi’scbes System verwandelt wird. Aucb 
erkennt man sofort^ dafs die Gliederzabl r desjenigen vollstandigen 
Systems^ dem nacb Art. 58 alle etwaigen Losungen eines iinvollstandigen 
Systems (1) geniigen^ bei jeder Variabelntransformation invariant bleibt. 

61. Wir wollen niinmebr die Prage nacb den gemeinsamen Lo- 
snngen des jp-gliedrigen Jacobi’scben Systems (5) beantworten; dies 
System werden wir kurz mit J bezeicbnen. Es seien 

(^9^ 0C,2 iTg . . JUp Xp~^\ . . Xfi 

n — 1 nnabhangige Losungen der partiellen Differentialgleicbung 


(10) 0 = ^ ^ ■ 

Die n — 1 Funktionen (9) sind binsicbtlicb Xn unabbangig (Scblufs- 
satz des Art. 46) ; die Funktionen x^ . . Xp konnen mit x^ , ,Xp iden- 
tifizirt werden. Wir fiibren dann die Funktionen (9) nebst x^ EE 
als neue Variable in J ein^ wodurcb dieses System nacb Art. 51 die 
folgende Form erbalt: 




A,'fi 


df 


• dx^ 






dx, 




dx!. 


Ml '^'2 ^ ® • 


J)+l “ * 

Diese p Gleichungen bilden nacb der voi'. Nr. ■wieder ein Jacobi’sehes 
System; insbesondere bat man; 

{A'AD-O 


Oder also: 


dx^ 


(i==2,Z..p) 

0 {i — 2,Z . Ic —p 1, p 2 . .n) , 
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d. h. die Koeffizienten der — 1 mit J' bezeichneten Gleicliungen 
sind von niiabliaiigig. DutcIi uuseTe TTWsfoT'iHCiiiOoi ist cilso die 
Aitfsiiclmng der gemeinsamen Losimgen von J cmf die Integration des 
p — X^gliedrigen Jacohf sclien Systems J' in n — 1 Inde^endenten 
gefillirt, Denn aus jeder Losung (p{x^ ,,Xn) von J exbalt man ein 
Integral von wenn man die durcb die x ansdriickt^ nnd jede 
Losiing von J wird auf diesein Wege erlialten. 

Anf X wenden wir jetzt dieselbe Scblufsweise an. Es seien 

^ 11 ^ X^ X^ • • Xp * * Xfi 

n — 2 nnabhangige Integrale der Gleicbnng ^ 2 /“ ^5 die 2 
ersten dieser Punktionen sind mit % . . Xp identiseb. Fuhrt man die 
Grofsen (11) nebst x^' = als neue Variable in J' ein^ so erbalt 

man die Eelation = 0 nnd ein p — 2-gliedriges, von x^' ganz 

iraabhangiges Jacobi’sebes System J" mit den n — 2 Independenteu 
(11); nnd jede Losung von J" liefert eine Losung von J und um- 
gekebrt. Durck Wiederkolung dieser Seklufsweise gelangt man end- 
lick zu einer komogenen partiellen Differentialgleickung : 




df 




A, + 


of 




d Af 


0 ^), 


deren Koeffizienten nur von den Variabeln 


( 12 ) 

abhangen. Jede Losung Gleicbnng liefert^ 

wenn man der Eeibe nacb zu den vorbergebenden Variabelnsystemen, 

endlicb zu den x^. . x^ zuriickgebtj ein Integral von 

nnd nmgekebrt erbalt man aus jeder Losung von J durcb die benutzten 

Variabeln transformationen eine solcbe der partiellen Differentialglei- 

ebung 

Ein p-gliedriges Jacohlsclies System in n Independenten hesiM daJier 
n—p and nicht mehr nnabhangige Losungen; sein allgemeinstes Integral 
ist eine arUtrdre Fnnhtion dieser leUteren^ 

Die Ermittelung jener n — p unabbangigen Losungen erfordert 
nacb dem Vorigen die Integration je einer bomogenen linearen partiellen 
Differentialgleicbung in n, n — 1, ,, n — jp-j-l Independenten^ von 
der bezw. p — 1^ p — 2, . . 1, 0 Integrale von vorneberein bekannt 
sind^ also nacb Art. 51 pmal je eine Operation n — p^ n — p — 1^ 
.. 3 , 2 , 1 . 


1) Es wird == x/^ xp) = xf' etc. gesetzt. 
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62. Wir wollen nun die analytische Beschaffenlieit der n — p 
unabhangigen Losmigen von J naher untersucheii.^) Es sei , Xn^ 
ein Punkt allgemeiner Lage (Art. 57). Dann sind alle Koeffizienten 
des Jacobi’scben Systems Jj das durcb Auflosnng der Gleicbungeii 
(1) entstebt, an der Stelle regular (Art 3; Art. 38; 6); 6)). 

Es werde der Einfachbeit balber x^^ = 0, , . Xj^ == 0 angeiiommen. 
Enter den Funktionen (9) versteben wir jetzt die Hauptintegrale der 
Gleicbung A^f— 0 binsicbtlicb x^ = 0 (Art. 46). Die xl bangen dann 
mit den Xi folgendermafsen znsammen: 

Xl === Xi*^ == XpJ^jc -|— ^2^ ' * ‘^»)? 

(^ = 1 . Iv — \ , .n — p) 

( 13 ) Xl ===== X( ^ ; ^2 • * ) 

WO beidemale dieselben Potenzreihen bedeuten. Die Koeffizienten 
aih des Jacobi’sclien Systems J' erbalten jetzt die Form: 

A' fk (* = 2 • • 2 ’; Jc=p -\-i . .n) 

wenn recbts die Xi mittels (13) durcb die x! ausgedriickt werden. 
Da aber a,'jc von x^' frei ist; so kann man dariu; ohne seinen Wert zii 
andern; x^' durcb 0 ersetzen. Man bat nun: 



also folgt: 

(llJc ^2 ^3 * * 

Die Form des Jacobi' sclien Systems J' Mm also sofort angegehen 
iverden, auch fiir den Fall, dafs der Zusammenliang mischen den xl 
md den Xi nicht beliannt ware. Da die alk an der Stelle x .2 = 0 . .Xyl ~0 
regular sind; so konnen wir unter den Grofsen (11) die Hauptintegrale 
der Gleicbung J. 2 y =0 binsicbtlicb = 0 versteben. Wie soeben 
erkennt man, dafs die Koeffizienten alk des Jacobi^scben Systems J" 
nunmebr folgende Form annebmen: 

alk = Xikip, 0; x^'xl' . . Xn). 

Die Funktionen (11) sind gewobnlicbe Potenzreiben der Grofsen 
x^ . . Xn^ und reduziren sicb vermoge x^ — 0 bezw. auf x^ . . x,l] sie 
sind alsO; in den urspriinglicben x ausgedriickt, nacb Art. 38, 6) ge- 
wobnlicbe Potenzreiben von x^x^* -Xnj die sicb vermoge ^^1 = 0, 0 : 2 == 0 


1) Lie I, 80. 
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bezw. auf . . Xu reduziren. Schliefst man in diBser W^sise weiteij 

d. h. versteht man allgemein unter 

— 1 ) />‘(^ 1 ) 

f + l * ’ n 

die Hanptintegrale der ersten Grleichung des Jacobi’schen Systems 
binsicbtlicb = 0, so gelangt man durch das Verfabren der vorigen 
Nr. scbliefslicb zn einer partiellen Differentialgleicbimg deren 

Koeffizienten die Form 

= a,u(0; . . 0, . . dp-^^) (/.' ^ p + 1 . . n) 

besitzen. Die x\p~^'> sind dabei gewobnlicbe Potenzreihen der Variabeln 

p~l 2^ 'll ' 

die sicli vermdge = 0 bezw. auf reduziren^ ferner 

sind sie gewolinliciie Poteiizreiben der Variabeln 

p — 2 n ^ 

die sicii yermoge = 0, = 0 bezw. auf ^ ^ 3) 

duzireii; etc.^ scbliefslicli sind sie gewohnliche Potenzreihen von x^..Xnj 
die ftir X-^ = 0 . . Xp—i = 0 bezw. in Xp . . x^ iibergehen. 

Wir bezeichilen nun mit 


jP + 1 


n 


die n — j9 Hauptintegrale von die sich fiir = 0 bezw. 

auf reduziren; diese liefern dann^ in den urspriinglichen 

Variabeln x ausgedriickt^ n — p Integrale W . . 'h^^p des Jacobi’schen 
Systems welche gewohnliche Potenzreihen von .Xn sind, und 
sich fur % = 0, . . Xp = 0 bezw. auf Xpj^i . . Xn reduziren. Umgekehrt, 
besitzt J ein derartiges System von Losungen, so verwandelt es sich 
offenhar beim tlbergang zu den Variabeln in das System der 

Hauptintegrale von hinsichtlich = Indem wir statt 

der Stelle 0, . . 0 einen beliebigen Punkt x^ allgemeiner Lage be- 
trachten, konnen wir den Satz aussprechen: 

^jSind alle FunMionen ^jcs an der Stelle x ^ . . x^ regular und ver- 
scliwindet die Determinante (3) daselbst nicM, so besiUt das vollsfdndige 
System (1) oder aueli das damit aquivalente Jacobi'scJie System (5) ein 
und nur ein System von n — p unabJidngigen Losungen: 

(14) }ii(X'^X2 • * x^ (i = 1, 2 . . ^ — jP) , 

ivelche an der Stelle x-j ^ . . Xn regular sind, und sich vermdge der 
Substitution 
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( I f) 1 ^7! /y» 0 /y> /y» 0 zyi /y> 0 

J j •A/2 ' — «^2 * * — '^P 

hem. auf 

^p-j-2; • • 

redmiren; diese Lbsungen heifsen die Eauptintegrale des Systems (1) 
liinsicUliclh . . Xp = Xp^. 

Jede andere, an der Stelle x/^ regulare Losung von (1) hat die 
Form cpQiJi^ . wo cp an der Stelle . . x^ regular, im 

tJbrigen beliebig ist. Daraus folgt: 

1st unter den Annalimen des vorigen Saties die Funlction 

(1^) 

an der Stelle . . xj^ regular , im Uhrigen ivillkUrlich , so gieht 

es ein und nur ein Integral des vollstdndigen Systems (1), tvelclies an 
der Stelle x ^^ . . xj^ regiildr ist imd vermbge der Substitution (15) in die 
vorgcscliriebene FunUion (16) ilhergelit; dieses Integral wird durcli 
(p(\ . dargestelltj und lieifst das „allgemeine Integral des roll- 

stdndigen Systems (1)^^ 

Wir wollen kurz andeuten, wie man diesen Satz direkt beweisen 
kann. Denkt man sick die in dem vorigen Satze definirte Integral- 
fimktion in eine Potenzreihe der Form (1) pag. 44 entwickelt, so sind 
auf Grund der Angabe, dafs sick die gesuchte Funktion vermoge (15) 
auf q) (Xp .^1 . • Xn) reduziren soil, alle Koeffizienten der Form 

^0, + l -a^ 

bekannt. Alle andern Foeffizienteu lassen sich dann mit Rucksicht 
auf den Satz 4) des Art. 38 aus dem gegebenen Jacobi’schen System 
(6) und den Relationen, die hieraus durch unbegrenzt wiederholte par- 
tielle Differentiationen nach den Xi folgen, der Reilie nach berechnen; 
dafs sich so fur jeden Koeffizienten Ca^ immer nur je ein Wert er- 
giebt, erweist sich als eine Folge der Identitaten (6). Es erubrigt 
dann noch, die Konvergenz der so erhaltenen Eeihenentwickelung nach- 
zuweisen. ^) 

63. Ganz ahnlich wie in Art. 46 schliefsen wir jetzt: 
jjst die Stelle x-^ ^^x^ wie vorliin definirt, so sind irgend n — p 
unahhdngige^ an der Stelle x^ . . xj^ regulare Lbsungen 

(17) fi = (piQii, \ . -'h-p) (i == 1,2 . . n — p) 

mshesondere JiinsiclitlicJi der Variabeln Xp.j^tXp.j ^2 • • imdbhdngigJ‘ 

Dies lafst sich auch folgendermafsen zeigen: 

Da der Annahme nach die Identitaten: 


1 ) Vgh z. B. M^raj I 217 . 

V. Weber, Das Pfaffsebe Problem 


6 
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■ 

(^ = 1 . . 

p- i = 

1 . .n — p) 

CD 

1 

- ^-reibigen 

Determinanten der 


dL 



dx^ 




Sfn-p 

^fn~p 

^fn~p 







yerschwinden, so sind die beiden Matrices (2) iind (18) Itorrespondirend^^'^ 

ist somit 9j die jp-reihige Determinante^ die aus der 

Spalte yon (2) bestebt^ und Of die dazu komplementare n — j)-reibige 

Determinante von (18), die also erbalten wird, wenn man die Spalten 

mit den Indices aus (18) fortlafst, so existirt eine von der 

Wabl dieser Indices unabbangige Punktion q{x^ . , derart, dafs 

identiscb 

Sil = ^ Q ii. 

Die zu der Determinante (3) komplementare ist die folgende 
(19) 

• • COn / 

und da q nicht identiscli null sein kann, so ist unsere Bekauptung 
erwiesen. 


Die Funktion q heifst ein „Lie’scher MultiplilMtor“^) des voll- 
standigen Systems (1); in diesem Begriff ist der des Jacobi’scken Mul- 
tiplikators als Spezialfall (^p = 1) enthalten, und es lafst sich fur ihn 
eine ganz analoge Theorie entwickeln, wie fiir den letzteren, worauf 
wir aber nicbt eingeben konnen. 

Ist ^ 1 ® . . ein Punkt aUgemeiner Lage, und sind die /, wie 
TOrbin definirt, so lafst sicb jede an der Stelle regulare Losung 
des Systems (1) aucb als Funktion von allein darstellen. 

Daraus folgt sofort? dafs das Gleicbungensystem, welcbes sicb durcb 
Nullsetzen aller n — p -\- 1-reibigen Determinanten der Matrix 



df. 

^fn-p 

df 

dx^ 


dx^ 

OXi 

^fx 


^fn-p 

df 






1) s. z. B. Gordan-Kerschensteiner I 96. 

2) Lie Math. Ann. 11 p. 601; Mayer Math, Ann. 12 p, 132. 
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ergiebt^ iin Siime von Art. 10 mit clem System (1) aquivalent ist; es 
kann aucb ersetzt werden durcb die folgenden Gleichungen 


oh 

dh 

^fn-p 

df 

dx. 

dx. 

dx. 

dXf 

Sfi 

dh 

^fn-p 

df 





^h 

d_h 

1 

C'C) 

df 




dx^ 


Denn erfullt f diese Relationen^ so verscbwinden nach Art. 7 liber- 
baupt alle n — ^ -j- 1-reihigen Determinanten von obiger Funktional- 
matrix, da die Determinante (19) nicbt identisch null ist. 

Kennt man die Losungen fif^ • • fn-p, so gewinnt man die Hanpt- 
integrale A,, indem man die Relationen 

. . Xr!) = fl(x^^x^^ . . xj^) {i = l ,.n~p) 

ill der Form 

xl^i — liiix^x^ . .Xn) (i == 1 , .n — p) 

auflost. 

Wir erwabnen nocb folgenden Satz, der sich durcb eine ganz 
abnlicbe Betracbtung wie das Theorem des Art. 49 ergiebt: 

„Ist das System (1) vollstdndig, und . . x-^ em FunU allgemeiner 
Lage (Art. 57), bedeutet ferner y}(Xpj^i . . Xn—i) eine arUtrdre Funldion^ 
die an der Stelle ist und daselhst den Wert x^ 

annimmt, so besiUen die nicht homogenen^ Unearen partiellen Differential- 
gleicliungen: 

( 20 ) = 0 (k==l..x>) 

1 ^ 

mit der unbehannten FunMion Xn und den unabhdngigen Variabeln 
I an der Stelle x^ . regular e Integral- 

funMion Xn, die bei der Substitution 

ty^ I /y 0 /yi , „ ■ /y> 0 

in die vorgeschriebene FunMion y^(Xpj^i . . Xa—i) ubergeM, Diese Integral- 
funUion ergiebt sich durch Auflosung der Gleichung 

hn — p 4^(hil^2 • • — P — l) 

nach Xn^^ 

Die allgemeinste, an der Stelle regnlare Integralfunktion des 
obigen Systems kann demnacb aucb durcb eine willkiirlicbe Relation 
der Form 


6 * 
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definirt werden^). Aufser den genannten Integralfunktionen kann das 
genannte System nickt liomogener paidiieller Differentialgleiclmngeii nui 
noch Integi’alfunktionen 

CCn = * ‘ 

von der Eigensckaft besitzen, dafs vermoge dieser Relation alio p- 
reihigen Determinanten der Matrix (2) null sind. 

64. Bedenkt man, dafs ein mehr als |)-gliedriges vollstandiges 
System nickt n—p unabkangige Losungen besitzen kaiin, so erbalt 
man mit Riicksicbt auf Art. 61 den folgenden, oft zu beniitzenden Satz: 

Bedtst ein p-gliedriges Gleichmgmsystefn der Form (1) n — p 
Losungen, die Mnsichflicli unabhdngig sind, so ist es wll- 

stdndig und nacli den AUeitungen aufloslar. 

Beilaufig ergiebt sicb nocb: 

Besitst ein System von mehr als p Unearen homogenen partiellen 
Di/ferentialgleicliungen in n Independenten n — p unahldingige Losungen, 
so redwirt es sich auf Mchstens p linear unalhdngige Gleichungm. 

65. Die Crleickungen 

n 

( 21 ) {i^\..p) 

1 ® 

mogen ein jo-gliedriges Jacobi^sches System bilden^ d. b. es sollen die 
Bedingungen 

(22) BiB,f) - B,(Bif) Ea 0 (i,]c=^l..p) 

identisch erftillt sein. Ist dann g? ein Integral der Gleichung B,-f — 0^ 
so ist auch jeder Ausdmcl der Form JBkcp ein Integral dieser Gleichung^); 
dies folgt nnmittelbar^ wenn in (22) die Funbtion f durcb g? ersetzt 
wird. Es seien nun 

(23) fif^ . . fn^p 

unabhangige Losungen des Jacobi’scben Systems (21)*, die p — 1 
Gleicbungen 

(24) 0, 0, . . = 0, = 0, . . 0 
bilden ein jp — 1-gliedriges Jacobi’scbes System, das aniser (23) nocb eine 

1) Einen etwas allgemeineren Satz, der demjenigen des Art. 49 analog ist, 
s. bei Mayer, Lpz. Ber. 1899 p. 16. 

2) Jacobi I Bd. 5, pag. 29; vgL Clebscb lY, 260. 
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fi — p ^ unabliangige Losung tpi besitzt. Daiin ist 

die Punktion B^^pi nicM identiscli nnll, und nack dem oben Gesagten 
ebenfalls eine Losung von (24), d. h. .es bestebt eine Identitat der Form: 

= Wlifl, /2 • • fn-pt>)- 

Deflnirt man jetzt die Punktion durcb die Pormel 





so ist Bi,cpi= 1, und es folgt: 

Bilden die Gleicliungen (21) ein jp-gliedriges Jacobi’scbes System, 
so giebt es immer n augenscbeinlicb unabbangige Punktioiien 

(25) 9^1 9^2 • • / 1/2 * * fn—p 

derart, dafs identiscb: 

(26) Btfh = BicpT, H?. 0, Bicpi =1 = 1 , , h = 1 . , n — p). 

Umgekebrt, giebt es ein solcbes Punktionensystem, so bilden die 
Gleicbungeu (21) ein Jacobi’scbes System, da ja jede der linearen 
partiellen Differentialgleicbungen (22) von alien n unabbangigen Punk- 
tionen (25) befriedigt wird, also fiir jedes f identiscb erfullt sein muls. 

Ist das Jacobi’scbe System (21) mit dem voUstandigen System 
(1) aquivalent, d. b. besteben Identitaten der Form 

p 

(27) (i = l..i>), 

1 

SO sind die Funktionen (23) n — p unabbangige Losungen von (1). 
Ersetzt man in (27) die Punktion f durcb so folgt mit Riicksicbt 
auf (26): 

XiCp-k = Qik (iJ, /c = 1 . . p). 

TJmgekebrt, ist dies der Pall, und ist die Determinante | Qik\ nicbt 
identiscb null, so besteben die Identitaten (26), also bilden die Glei- 
cbungen (21) ein mit (1) aquivalentes Jacobi’scbes System. Damit 
baben wir folgendeii Satz gewomien: 

Man erhalt das allgemeinste, mit dem voUstandigen System (1) 
aquivalente JacoM'scJie System 

(21) B,f=0, .. B,f=0, 

indem man p Funktionen 9 ?ig ?2 • • 9p wdUt^ dock so, dafs die 

Determinante 

1 F.i(pk 
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nicM identiscli verschwindet, iind die JRelationen 

p 

1 

nach den JJnbeltannten B^f anflost^) 

WaMt man beispielsweise statt der 9 ,^ so erhalt man 

das mit (1) aquiyalente Jacobi^sche System (5). 

66 . 1st das Jacobi'scbe System (21) gegeben und keunt man 
n — p iinabbangige Losungen desselben^ so lassen sicb die 

Fnnktionen dnrcb je eine Quadratur bestimmen. Denn 

fiibrt man mittels der Variabelntransformation 

y, = ijkJrP ==fk (i== 1 . .p] Ic = I , ,n — 2 ^) 

die y statt der x ein^ so nebmen die recbten Seiten von ( 21 ) bez. die Form 

p 

^4 = 2 ^ (^’ = 1 • -i?) 


an (Art. 61). Die Gleichungen B^f== 0 . . Bpf = 0 sind mit 

-?£ == 0 — = 0 

^ 2/1 • dy, 

Equivalent und bilden ein Jacobi’sches System (Art. 60); also giebt es 
p Funktionen i>i{yx • • yn)} derart, dafs 


OVi 




Tvoraus folgt: 


p 

1 

1 - 2 ®*' 


d'lp- 


Aus diesen Gleichungen lassen sich samtliche Ableitungen 

8 'll) 

S7, 

als Funktionen von y^. .yn berecbnen, die werden also durch je 
eine Quadratur ermittelt und sind bis auf je eine additive arbitrare 
Funktion von y^+i . . y„ bestimmt. Durch tfbergang zu den urspriing- 
lichen Variabeln x verwandeln sie sich in die gesuohten Funktionen % 
die natiirlieh ebenfalls nur bis auf additive arbitrare Funktionen von 
/i/a • • f»-p bestimmt sind. 


1) Vgl. Clelisoli IV 257. 
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67. Wir denken uns das gegebene vollstandige System (1) durch 
ein aquiyalentes Jacobi’scbes System (21) ersetzt. Dann lafst sick aus 
dem zu Anfang des Art. 65 aufgestellten Satz folgeiide Metbode zur 
Integration des Systems (21) gewinnen. 

Von der partiellen Differentialgleicbung 

(28) 

sind von vorneherein die Integrate (p^cp^ > • (pp bekannt; wir denken uns 
ein weiteres Integral dieser Grleicbung bestimmt. Dann sind aucb 
alle Punktionen 


( 2 !)) Xs = ^2X1, %z = ^2%2 • • Xi = 

Integrate der Gleicbung (28). Da diese Gleicbung nicbt mebr als n — 1 
unabbangige Integrate besitzen kann^ so mufs es einen kleinsten Index 
i geben^ derart, dais 

(30) B^x^ EE ®(92, % . . Xi, %2, ■ • ZO- 

Es giebt dann^ bebaupten wir^ eine Punktion 
^{92^2 • • 9p, %iX2 • • x), 

welcbe nicbt nur die Gleicbung (28)^ sondern aucb die Grleicbung 
JS^f=0 erfiillt. Denn die Bedingung: 




hs 


sctreibfc sich mit Riicksicht auf (26) (29) (30) folgendermafsen: 

+ Xi 


/01\ A I I 

^ ^ 392 ^Z-L SZ2 




Dies ist eine lineare homogene partielle Differentialgleicbung mit 
den Independenten (p^, Xi ■ • Xn zugeborige simultane System bat 
die Form 

__ ^Zi _ 

■ ~ ~ Zt ~ Zz ~ Zi ~ ^ ’ 


die Integration desselben kommt offenbar auf diejenige der gewobn- 
licben Differentialgleicbung 


d(p\ 




92 ■ ■ 9p-, 


^Xi 

dcp^’ 


^<pI 


d<pry 


binaus. Es sei nun ein Integral der Gleicbung (31); dann ist ca^, 
in den Variabeln Xj_. .Xn ausgedruckt, ein Integral des zweigliedrigen 
Jacobi’scben Systems: 



88 Kap. 11. Lineare partielle DifPerentialgleiclaungen erster Ordnung. [67] 


und augensclieinlicli keine Funktioii von (p^ * • alleiii. Dieses zwei- 
gliedrige Jacobi’scke System wird auch von alien Pnnktionen 

cog ^ jBg 0?! ; CO3 = jBg o?2 

erfiillt^ und es giebt einen kleinsten Index derart, dais 


Bestimmt man dann eine Losung oj^ der linearen partiellen Differential- 
gleicliung 


A I 

0 = o r 


dsi 

dco^ 


I dSl . I 

+ “3 ^ H 1- 


8Sl 


dco 


k—l 




aa 


worin cp^, m als Independente figuriren, so ist eine gemein- 
same, von (p^. .<pp unabhangige Losung des dreigliedrigen Jacob i’scheii 
Systems 

BJ^O, 4 /= 0 , BJ==0. 


Indem man in dieser Weise weiter scbliefst, gewinnt man, ausgebend 
Ton dem Integral der Gleicbung B^f — 0, sehliefslicb mindestens 
eim Losung ^ des gegebenen Jacobi’scben Systems. Filbrt man rj; statt 
einer der Variabeln x als neue Independente ein, so verwandelt sich 
das System (21) nacb Art. 51 und 60 wiederum in ein ^-gliedriges 

O /» 

Jacobi’scbes System , das die Ableitung nicbt entbalt^ mitbin als 

System mit nur n — 1 Independenten betrachtet werden kann. Auf 
dieses System lafst sieb dann obiges Yerfabren von neuem anweuden etc, 
bis alle n — p unabbangigen Losnngen von (21) gefunden sind. 0ft- 
mals erreicbt man diesen letztern Zweck aucb dadurcb^ dais man bei 
dem vorbin gescbilderten Yerfabren der Reibe nacb von mebreren 
unabbangigen Integralen der Gleicbung BJ' — 0 ausgebt. 

Wir wollen diese Metbode durcb zwei Beispiele^) erlautern. Die 
Gleicbungen 


BJi 


df 

df 


■ X, 


IL 

'2 dx^ 

df 


+ 


IL 

’3 d*. 




IL 


df 

X. ^ = 

df 

= 

^ ox. 


bilden ein zweigliedriges Jacobi'scbes System; ist ein Inte- 

gral der ersten Gleicbung; dasselbe gilt daber von den Funktionen: 


1) Goarsat I Chap. 2, p. 69. 
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Z2 = -B2%i = «i 3^4 + 373 ^: 3 , 

%z ^ A%z = 2(a73a?4 — x^x^), 


imd man hat: 


^%tz 


Hz- 


Wir snchen eine Funktion ^{%i, ^ 3 ), die auch die Grleichung 

B^f=0 erfilllt. Man findet die Bedingung: 


A p O I A 


Das zugehorige simultane System 

besitzt die Integrale: 

%% + -f 5^3' = {^1 + ^3") (^*^2' + «/) 


3^2 

dX), 




2%1 “}" a %Z 3^4 ^2 -j- 


womit zwei unabhangige Losungen des gegebenen Systems gefanden sind. 

Als zweites Beispiel betracbten wir das dreigliedrige Jacobi’scbe 
System: 






df 

dx^ 

+ 

Xs^ 

df 

dXi 

+ 

2x^X4^ 

It 

dx^ 

df 



df 

4_ 

x^ 

df 




dx^ 


2x2 

9*6 

df 

1 


df 


Xt ®S ^5 

df 

dx^ 

_j_ 

x^ x^ 

dx^ 


^2 ^4 ^ 

9*6 


= 0 

= 0 . 


Die Funktion x^x^ ee Xi ist eine Losung von B^f = 0; man hat 


*^2 *^4 

womit eine gemeinsame Losung der ersten zwei Gleieliungen schon 
gefunden ist. 

Man findet ferner 

T? v , 

3 /v2 ' /y» /y» ' fy» 

•^2 *^3 

Soli daher die Funktion Sl(xg, x^) die dritte Grleichung befriedigen, 
so mufs man haben 


dSi, I iXi SSi 
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Das zugehorige simultane System hat die Form: 


ill — ^ 

Hi ^3 ' 

also das Integral — ■ 

Die Gleichung B2f=0 besitzt ferner die Losung 
und man hat — soli daher die Funktion Si(XiX.^cOj^ der 

ersten Gleichung gentigen, so mufs man haben: 


B,Sl 


, a^a 

dx^ 


+ % 


*1^=0: 


also £l = coj ^ — die beiden ersten Gleichungen werden daher 
von der Funktion — x^x^^ erfiillt, und dies gilt aueh fiir die 

dritte Gleichung; das gegebene Involutionssystem besitzt also die un- 
abhangigen Losungen: 


68. 1st (21) ein Jacobi’sches System, dann und nur dann bilden 
die Gleichungen 

(32) 0 = |i + B,/-E^j5//-==0 Ci^l,2..^)) 


ein j9-gliedriges voUstandiges (nnd zwar Jacobi’sches) System mit den 
Independenten , Xn^ Denn die Gleichungen 

konnen nur dann eine Polge von (32) sein, wenn sie identisch er- 
fiillt sind. Das System (32) besitzt die n unabhangigen Losungen 

fit 2 • • fn--pj "f* ^2 4" 92? * ■ “f 


Sind die n Punktionen f], cpk an der Stelle x ^^ . . x^ regular und 
ist ihre Punktionaldeterminante daselbst nicht null^ bedeutet ferner 
. . Xn ein Wertsystem in der Umgebung dieser Stelle, so erhalt 
man durch Auflosung der Relationen 

(33) A’C^l ^2 • * ^w) (^ 1 . » ^2- JP) 

— 4 + 9yfc(^li^2 • • • • ^n) (Jc == 1, . , ])) 

die Gleichnngensysteme: 

(34) Xi == Xi “j— j • • ^ 2 ? • * 1 * • 

(35) Xi = x[^ x^^ - Xn ~ — — tp) , 

worin die beidemale dieselben Potenzreihen bedeuten und fiir 
= 0 . . = 0 verschwinden. Die rechten Seiten von (34) sind die 
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Hauptintegrale des Systems (32) Mnsiclitlicli t^ = 0, . . tp = 0. Die 
durch (35) dargestellten Funktionen genfigen, wie man leickt erkennt, 
fiir jedes beliebige Konstantensystem xl identisch den partiellen Differen- 
tialgleichungen: 


dtj. 


'■ . . X,!), 


wenn 




K 

dx^ 


gesetzt wird. 

69. Sind n — p Losungen . .fn—p 
(1) gegeben^ so definiren die Grleicbungen 


des vollstandigen Systems 


(36) ^ Gi {i=l . .n — p] c, = arb. Konst.) 


eine ^^Zerlegung^) des Ranms Bn{x^ . . in n — j}-facb unendlicb 
viele Punktmannigfaltigkeiten welche die ^^GiaraJderistiJcen^^ des 
vollstandigen Systems (1) beifsen, und von denen wir eine einzelne 
mit Cp bezeicbnen vs^ollen. Durcb jeden Pnnkt x^' . , Xn allgemeiner 
Lage gebt eine nnd nur eine dieser Cp* sie wird durcb die Relationen 
(33)^ Oder aucb, wenn das Jacobi’scbe System (21) mit (1) aquivalent 
ist^ durcb die Gleicbungen (34) oder (35) dargestellt. Nennen wir 
eine die durcb eine Relation der Form 


9 (/ i /2 • • fn—i) — 0 


definirt wird^ eine ,ylntegralfldche^‘ des Systems (1) oder des zugeborigen 
nicbt bomogenen Systems (20)^ so folgt obne weiteres: Die allgemeinste 
Integralflacbe wird von Cbarakteristiken Gp erzeugt, d, b. 

entbalt eine Integralflacbe einen Punkt P allgemeiner Lage, so entbalt 
sie die ganze durcb P gebende Gp, Man kann darnacb eine und nur 
eine Integralflacbe so bestimmen, dais sie eine beliebig vorgegebene 
aus Punkten allgemeiner Lage bestebende (in-p-i entbalt; 

die im Satze des Art. 63 p. 83 erwabnte Placbe erbalt man z. B., wenn 
man die folgende 

Xj^ = • . Xp • — ' X^j Xyi - — ^ cp (Xp-^xXp-j -2 • • X^ — i) 


als Ausgangsmannigfaltigkeit wablt. 

Die durcb P gebende Cbarakteristik Gp entbalt offenbar aucb die 
durcb P gebende cbarakteristiscbe Kurve (Art. 53) jeder partiellen 
Differentialgleicbung der Form 


1) Lie I Kap. 6. 
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p 

1 


insbesondere also auch die durch JP gehende Cbarakteristik jeder ein- 
zelnen Grleichang (1); ferner ist jede Cp von oop-^ ckarakteristisclien 
Kurven jeder der Gleickungen (1) erzeugt^ also eine gemeinsame cha- 
mlderistisclie gp der GleieJmngen (1) (Art. 53). 

70. Sind nnn p linear unabhangige Gleicbimgen (1) beliebig ge- 
geben^ und betrachten wir die durcb einen Pnnkt P gehende charak- 
teristische Kurve der Gleichnng X^f=0j so erzeiigen die oo^ Cbarak- 
teristiken Yon die you den Pmikten jener ersten KuiTe 

auslaufen, eine ^benso alle oo^ cbarakteristiscben Kurven von 
X^f = 0^ die bez. von den Punkten dieser ansgebeU;, eine etc. 
So gelangen wir schliefslicli zu einer ckarakteristisclieu gp der Glei- 
chung Xpf=0, Hierbei warden die Gleicbungen (1) in einer be- 
stimmten Reikenfolge benutzi; wahlt man eine andere, so erhalt man 
eine cbarakteristische g>p irgend einer andern Gleichung X,/'== 0. Sind 
nun die Gleickungen (1) beliebig, so werden die so erkaltenen g>p im 
allgemeinen verscbieden ausfallen. 

Damit die Gleicliungen (1) ein voUstdndiges System bilden, ist not- 
loendig und Jmreichend, dafs alle auf diese Weise erlialtenen, durch P 
gehenden ftp identisch sind, und dafs dies fur jeden Punld P allgemeiner 
Lage mtrifft Die Kotwendigkeit der genannten Bedingung folgt un- 
mittelbar aus der Schlufsbemerkung der vor. Nr.; umgekehrt, ist diese 
Bedingung erfiillt, so ist eine Zerlegung des Raums in oo-^^-p Mannig- 
faltigkeiten fip definirt^ welch’ letztere durch ein Gleichungensystem 
der Form (36) dargestellt werden. Da aber die genannten fip gemein- 
same cbarakteristische ftp aller Gleichungen (1) sein rniissen, so sind 
die fi nach Art. 53 gemeinsame Losungen dieser Gleichungen. Die 
letzteren bilden sonach ein vollstandiges System (Art. 64). 

Hat man z. B. im B^(xyP) zwei lineare partielle Differential- 
gleichungen: 


Z/ = 2|| + 


V~ I >7 

^ dy'^^ dz'~ 


:0-Xr-. 


- 1C' _j_ y 


und betrachten wir die durch PQcyg) gehenden charakteristischen 
Kurven G und C' dieser heiden Grleichungen, so erzeugen die durch 
die Punkte von C' gehenden oo^ charakteristischen Kurven von Xf= 0, 
und ehenso die von den Punkten von C auslaufenden Charakteristiken 
von X'f = 0 je eine Plache. Diese heiden Plachen sind im allgemeinen 
verschieden; sind sie aher fiir jeden Punkt P identisch, dann und nur 
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dann giebt es oo^ gemeinsame Integralflachen q>(xys) = c der beideii 
gegebeneii Grleichungen. Wie man sieht, sind in diesem Falle die 
Cbarakteristiken des voUstandigen Systems mit den Iniegralflacben 
identiscb. Dies gilt natiirlich fiir jedes n — 1-gliedrige volls&idige 
System in n Independenten, und nur fiir ein- solches. 


§ 4. Systeme linearer totaler Differentialgleichungen. 

71.^) Wir sagen: ein Punkt und ein zu ibm unend- 

lich benacbbarter Punkt P' dx^ . . x„ dx^ bestimmen zu- 

sammen „eine durch P geliende RicUung“, namlich die Richtung der 
Verbindnngsgeraden von P nnd P', welche durch die Gleichungen fl8) 
des Art. 44 definirt ist. Sind nun einem Punkte P durch die p Systeme 
von Relationen 


dx^ 

ill 


i'm 


(i = 1 . . p) 


ebenso viele durch ihn gehende Riehtungen zugewiesen, so sagen wir, 
dieselben seien , linear unahMngig^^ wenn diep Grofsensysteme 
es sind, d. h. wenn nicht alle p-reihigen Determinanten der Matrix (2) 
pag. 73 verschwinden, oder geometrisch ausgedriickt: wenn die zu den 
p Riehtungen gehorigen, durch P gehenden Geraden nicht in einer 
und derselben ebenen fip—i liegen. Dafs beide Aussagen gleichbedeutend 
sind, erkennt man daraus, dafs unter den gemachten Annahmen genau 
n — p linear unabhangige Grofsensysteme ria--titn existiren, die den 
Relationen 


n 

(1) = 0 (i = l..p; /c p) 

1 


gentigeii; dafs also eine lineare (ip 


(2) = 0 (fc = l..«-p) 

1 

aber keine lineare gq(q<p) existirt, welche die in Rede stehenden p 
Geraden samtlich enthalt. Die allgemeinste, durch P gehende Richtung, 
die ebenfalls in die lineare Mannigfaltigkeit (2) hineinfallt, ist durch 
die Gleichungen 

(3) dXi = (i=l..n) 


1) Lie 1 101 ff. 
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definirt, wobei dt eine unendlicli kleine Konstante uiid die willbilr- 
licbe Grofsen bedeuten. Die Gesamtbeit dieser Ricbtimgen 

nennt man ein ^^Biiscbek^ 

72. Ein beliebiges j^-gliedriges System partieller Differential- 
gleicbungen 

n 

(4) ii=^\,2..p) 

ordnet jedem Punkt allgemeiner Lage ein Biiscbel von Rich- 

tungen, oder ancb: eine ganz bestimmte^ durcb P gebende lineare 
zu; jenes Buschel wird durcb die Gleicbmigen (3) oder aucb durcb 
die Relationen 

71 

(5) ^ ■ ■Xn)dx,==0 {h=l . .n—p) 

1 

dargestellt, wenn die tjj^s wie oben definirt sind. Die lineare welcbe 
dieses Biiscbel entbalt^ besitzt die Definitionsgleicbungen (2); sie ist^ 
falls das System (4) vollstandig ist, offenbar nicbts anderes als die 
Tangential-fip, welcbe zu der durcb P gebenden Cbarakteristik Cp im 
Punkte P gebort (Art. 44 und 69). 

Das n — j9-gliedrige System (5) linearer totaler Differential- 
gleicbungen und das ^-gliedrige System (4) linearer partieller Differential- 
gleicbungen bestimmen sicb wecbselseitig und beifsen zu einander ,/id- 
jungirf, Im Palle p — n — 1 erhalten wir die Beziebung zwiscben 
einer linearen partiellen Differentialgleicbung und dem adjungirten 
System gewobnlicber Differentialgleicbungen (Art, 48). Wegen (1) 
sind die beiden Matrices || ^is || und || rj^^s i| korrespondirend. Man scbliefst 
daraus leicbt^ dafs ein mit (5) aquivalentes Gleicbungensystem erhalten 
wird^ wenn man in der Matrix 


dx^ 

dx^ • 

. dXn 

^11 

^12 

* ^In 

^pi 

1^3 2 

• ^pn 


alle jp -f 1-reibigen Determinanten gleicb null setzt, dafs ferner ein 
mit (4) gleicbbedeutendes System durcb Nullsetzen aller n — jp -f 1- 
reibigen Determinanten des Schema’s 



df 

df 

df 





(V 

nn 


nxn 


3J,1 


Tjyi 
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hervorgeht^ endlicL. dais die Gleicliungen (5) hinsichtlicli clXp^tdXpj^^ 
. . dXn aufgelost werden konnen, wenn das System (4) nach ^ ^ 

auflosbar ist^ und nmgekehrt. Hat die letztgenannte Auflosung die Form: 

(8) Aif= ^ ^ (^ == 1 • • i’); 

SO lautet die Auflosung des adjungirten Systems (5) folgendermafsen 

(9) dxpj^i = ai^p-{.idx^ + a^^pj^hdx^ -j f- ap^p^jcdxp (]c = l..n —p) 

73. Wir betrachten nun einen beliebigen Pfaff’scben Ausdruck 


V Ifjs (x^^ ^2 * * d Xg 

1 

und gleicbzeitig eine beliebige infinitesimale Transformation 


Vermoge der Variabelntransformation 

y. =s= cpi(x^X<^ . . Xyi) 

Xi = • • 2/w) 


(10) (i = l,2..90 

Xi — 'ijjf {piy^ . . 2/n) 

verwandle sicb V in V' und Xf in wobei gesetzt ist: 


7i 

V' = 2 (2/12/2 • • 2/«)<^^»5 (^1 

Nun bat man vermoge (10) identisch: 

% — 5 is — ; 

WO auf den recbten Seiten alles durcb die y auszudrueken ist. Mit- 
bin folgt: 


2 ■ 




1 1 




Bezeichnet jetzt dkk die Einheit, wenn Ji — Ti, und die Null, wenn 


h^k, so hat man: 


(^^) ^ By, dxj^ 

und infolge dessen: 

( 12 ) 


= Skk {h,k = l ..n) 


A = 
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Dieser Thatsache geben wir dadiircli Ansdruck, dafs wir sagen: 
Die Punktion A ist ,fiine simultane Invariante cler infmitesi- 

malen Transformation Xf und des Ffaff'sdien Ansdruclis Darnacb 
driickt die Bedingung ^ eh 0 eine invariante Beziebnng zwiscben Xf 
and V aus. Nennen wir die linken Seiten der Pfaff’schen Glei- 
cbnngen (5)^ bedenken wir ferner^ dafs jede infinitesimale Transfor- 
mation Xf^ die mit alien Pfaff’scben Ausdriicken V; in der eben ge- 
nannten invarianten Beziehnng stebt, die Form: 

(13) Qi^if + + • • -f" QpXpf 

besitzt^ und bezeicbnen wir den Inbegriff aller infinitesimalen Trans- 
formationen (13) als die zu dem System (5) adjungirte ScIiar infimtesi- 
maler Transformationen^ so konnen wir den Satz aussprecben: „Die mi 
(5) adjungirte Schar infinitesimaler Transformationen ist mit dem System 
(5) Pfaff' seller GleicJiungen invariant verlmupft, m. a. W. : verwandelt 
sich vermoge der Variabelntransformation (10) das System (5) in das 
folgende: 

n 

(14) Vi' = • • Vn) dy, = 0, 

1 

so gebt gleicbzeitig eine beliebige infinitesimale Transformation Xf der 
adjungirten Sebar (13) in eine infinitesimale Transformation 

der zu (14) adjungirten Scliar iiber. Dabei verwandelt sich naturlich 
auch das zu (5) adjungirte System (4) in das zu (14) acljungirte 
System: 

dessen Koeffizienten also den Identitaten 

^ = 0 {i = 1 . . p- h = 1 . . n — j)) 

geniigen; d. h. die Se^iehung zwischen einem System linear &r particUcr 
Lifferentialgleichungen md dem adjungirten System Ffajf’scher Olei- 
chungen ist gegenuber alien Funkttransformationen des Baums Bn in- 
variant. 

74. Ist f eine gemeinsame Losung der linearen partiellen Differen- 
tialgleichungen (4), so versehwinden alle n — -j- Deter- 
minanten der Matrix (7); es giebt also dann n—p Punktionen •• 9n-p 
derart, dafs identisch: 
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0 f* 

= Qx'li]li + Q^ri%i -}-•• + Qn—p'y}n~-p,f (i = 1 . . fl) 

d. h. dais fiir alle Werte der ^nd ihrer Differentiale: 

df EZ 4“ "1“ * ■ Qn~p^n~p- 

Umgekelirt: ist dies der Fall, so isi f eine gemeinsame Losung der 
Gleichtingen (4). Eine lineare Kombination der Ansdriicke welcbe 
in der Form df darstellbar ist, beifst eine ^integrabJe Kombination'^ 
der Ansdriicke oder der Pfaff’schen Gleichungen (5) und f selbst 
wird aucb als ein ^IntegraF^ des Systems (6) bezeichnet. Jedem ge- 
meinsamen Integral der Gleicbnngen (4) entspricht demnach eine inte- 
grable Kombination (ein Integral) der Gleichungen (5) und umgekehrt. 
Besitzt das Gleichungensystem (4) ^ und nicht mehr unabhangige In- 
tegral /j . . /i; so existiren und nicht mehr linear unabhangige inte- 
grable Kombinationen: 

if,: ^ ff'v. + c«v, + . . + e, v._, (i = 1 ■ . 

und umgekehrt4) In der That, verschwanden alle /i-reihigen Deter- 
minanten der Matrix 

||^)W|| (i = 1..7c., h==l,2..n-p) 

Ic 

d. h. bestande eine Identitat ^ 0idfi = 0, so waren die Funktionen /v 

1 

nicht unabhangige und umgekehrt. 

Die Aufsuchung aller etwaigen integrabeln Kombinationen der 
Gleichungen (5) kommt darnach auf die Ermittelnng aller etwaigen 
gemeinsamen Losungen der partiellen Differentialgleichungen (4) hinaus. 

Ein n — _p-gliedriges System Pfaff’scher Gleichungen (5), das 
n — p linear unabhangige integrable Kombinationen dfidf^ . . dfn—p 
zulafst, dessen adjungirtes System (4) also vollstandig ist, heifst „m- 
hesehrdnM integrabeV\ Ein derartiges System kann auf unbegrenzt 
viele Arten ersetzt werden durch ein System „exaUer Gleichungen^^ 

dcp^ = 0, cZqP2 = 0, . . dcpn^^p — 0, 

worin die (p^ irgend n — p unabhangige Funktionen der /} bedeuten. 

Aus dem Begriff des unbeschrankt integrablen Systems folgfc un- 
mittelbar, dafs vermoge einer beliebigen Variabelntransformation jedes 
unbeschrankt integrable System wiederum in ein solches iibergeht. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die un- 

1) Boole I Supplementary Volume Chap. 25 == Philosophical Transactions 
1862 p 437. Goursat I Kap. III. 

T. Weber, Das l^faffsche Problem 


7 
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bescHrankte Integrabilitat des Systems (5) bestehen nacb dem eben 
Gesagten darin, dafs das adjungirte System (4) vollstandig sei, und 
•werden sonacb^ wenn das System (5) in der Form (9) aufgelost wird^ 
durcb die Eelationen^) 

(15) A^a^s — Aiais = 0 (i, Z; = 1 . . j); s = p -f- 1, j) + 
dargestellt (vgl. Art 59). 

75. Es sei gKn — j), und es werde angenommen^ dafs in den 
n — p — q letzten Gleichungen (9)^ d. h. also in den Pfaff’scben 
Gleichungen 

(^IG) ~|~ * * ■■ { dp^pJ^qJf^jfdX p 

{l% = l/2 , , n — p — q) 

alle Koeffizienten von den Variabeln Xp^i, Xp -^2 • • unabbangig 
seien. Scbreiben wir dann 




ft +2- 


K 


so nehmen diejenigen unter den Bedingungen (15), far die s'>f-\-q 
ist, folgende Form an: 

A[ak, — Ala.s = 0 {i, l’==l . .p- s==p q-{- 1 . . 5j). 


Da nun die p Gleichungen A!f — 0 das zu (16) adjungirte System 
darstellen, so bilden die Pfaff’schen Gleichungen (16), falls das System 
(5) unbeschrankt integrabel ist, fiir sich genommen ebenfalls ein un- 
beschrankt integrables System mit n — q Variabeln: 


. , X,i, 

Damit ist der -wichtige, spiiter oft zu benutzende Satz^) bewiesen: 

„Ist q<n — p, und erlidlt man aus dem n — p-gliedrkjen un- 
hesclirdnli integrabeh System Pfaff’scher Gleichungen 

71 

(5) .x„)dxt = 0 (i=zlj2,..n—p) 

1 


durch Bildung linearer Kombinationen n — p — q und nicU meJir linear 
unablimgige Gleichungen, die gewisse q unter den Variabeln , etwa 
Xpj^iXpj ^^ . . Xpj^q, weder in den Differentialen, noch auch in dm Koeffi- 
^ienten enihalten, so bilden diese Gleichungen fiir sich genommen ein 
— p — q-gliedriges unbeschranht integrables System in n — q Va 


1) Deahna I 

2) Natani 1. 
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riabeln. Das m diesen Gleichungen adjimgirte p-gliedrige Syste^n par- 
tieller JDifferentialgleichungen entsteht aus dem adjimgirten System von 
(5) dadurch, dafs man daraus alle Terme fortldfst, die mit einer der Ah- 

leittmgen ■ mvdtiplimt sind.^^ 

76. Es ist von Wiclitigkeit, die Bedingungen der unbesclirankteii 
Integrabilitat eines Systems Pfaff’seker Grleichungen aucb fiir die un- 
aufgeloste Form (5) anzugeben. Zn diesem Zwecke bezeicbneii wir 
mit % . . Uri und v-^ . . irgend zwei Funktionensysteme , die den 
linearen Grieicbnngen: 

n n 

( 17 ^ 9 ; r^ia'r^a 9 = 1 . . 22 

‘*T“ 1 


identisch genilgen^ nnd es werde 


Uf--T-2«f 


IL. 




cf 

dx. 

r 


gesclirieben. Dann sind TJf=0 und F/*= 0 zwei beliebige Glei- 
clmngen des zu (5) adjungirten Systems. Damit dieses vollstandig 
sei, ist notwendig und binreicbend, dafs in ibm jede Gleicbung der Form: 


n 

1 ^ ^ 

entbalten sei^ m. a. W.^ dafs vermoge (17) die Identitaten: 


(18) 





3= 0 {i = l . .n — p) 


stattfinden. Man findet aber: 


( 19 ) 0 




dv^ 


dx. 


y — 

Sriia . K-7 


(20) 0 ::r.^ Sx.2 2 ““ dXj 'T 2'^'“ dx. ^)- 

Pa a P a P 


Multiplizirt man die n Identitaten (19) mit u^..Uny die Identitaten 
(20) mit — v^ Vn bezw.^ so folgt durcb Addition: 



dx. 





Setzen wir daher zur Abkiirzung: 
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(ia 


dx^ dx^ 


(a, /3 = 1 . . i=l,.n — p) 


so konnen wir den Satz aussprechen : 

jyDamit das System (5) unleschrdnU integralel set, ist notwendig 
und hinreichend, dafs die n — p JBilinearformen 


( 21 ) {i^l..n~p) 

1 1 

fur jedes FunMionensystem . . Un, . . Vn, das den linearen Gleichmgen 
(^17^ ^ ~ — ^ ^ ““ 1 . . 

a a 

genilgfj alle identiscJi verscJminden/^^) 

77. TJm fiir die soeben erbaltenen Bedingungen der nnbesclirankten 
Integrabilitat eines Systems (5) nock eine andere Ausdrucksform ab- 
znleiten^ die anf dem Begriff ^^infinitesimale Transformation^^ berubt^ 
schicken wir in dieser und der nacbsten Nr. einige Hiilfsbetracbtimgen 
Yoraus. Es sei 

2 • • ^«) a" 


das Symbol einer beliebigen infinitesimalen Transformation^ ferner 
V EE ^ai(x^x ^ . . Xn)dxi 


ein beliebiger Pfaff’scber Ausdruck. Dann definiren wir das Symbol 
XV durch die folgende Identitat: 


( 22 ) 



n 

■ dxi + 2 
1 


Diese Definition ist keineswegs willkiirlicb gewablt, sondern befindet 
sick mit unseren friikeren Pestsetzungen im Einklang (Art. 55). In 
der Tkat^ setzen wir 

(23) dxi-idt, 

unter 8t eine unendlich kleine Konstante verstanden^ so werden wir 
Hack Art. 55 unter XV • dt den unendlick kleinen Zuwacks zu ver- 
steken kaben^ den V erleidet^ wenn man darin die Xi diirch x^ -f- dXi 
ersetzt, und unendlick kleine Grofsen dritter Ordnung vernacklassigt. 
Gekt durck die genannte Ersetzung V in V' iiber^ so bat man 


1) Frobeniiis I p. 2G7-—282. 
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n 

+ dx^, . . x^-f- Sxn)d(x, + Sx) 

1 



Beriicksiciitigt man jetzt die Gleichungen (23), so ergiebt sicli fur die 
Differenz V' — V in der That die mit dt multiplizirte rechte Seite 
von (22). 

Bezuglich des Symbols XV gelten augenscbeinlich folgeude Recb- 
nungsregeln: 

+ '^i) ZV + ZVi 
X{df)-d(Xf) 

Z(9V) -3 qXV + V ■ Zp 

wenn q und f beliebige Fnnktionen der Xi bedeuten. 

78. Ans der Identitat (22) scbliefsen wir nun -weiter: 


(24) 



Xai • dXi -j- d 



n 



1 





dXi 


wenn mit A die schon in Art. 73 eingefiihrte simultane Invariante 
des Pfaff’schen Ausdrucks V und der infinitesimalen Transformation 
Xf bezeichnet wird. Wir sagen nun: ,,Der Pfaff^’sche Ansdmch V 
gestattet die infinitesimole Transformation Xf^, oder aucb ,,wird von 
derselhen in sicli ubergefiihrtf^, oder endlich: „Z/' Icifsf den Ansdmck V 
invarianlf^ wenn der Pfaff^scke Ausdruck ZV identiscb null ist^ d. h. 
wenn die Beziehungen 


dx^ 




(i = 1 . , n) 


erfullt sind. Wir sagen ferner ^^die Pfaff'sche Gleichmg V = 0 ge- 
stattet die mfmitesimale Transformation Xf‘, oder aucb: ,,Xf fiihrt 
die GleicJmng V = 0 in sich iiber, oder Idfst die Gleichung V = 0 in- 
variant^ wenn der Ausdruck ZV in der Form q • V darstellbar ist, 
d. b. also vermoge V = 0 verscbwindet. Endlich sagen wir, das 
System Pfaff’scher Gleichungen 


n 

V^ = ^^7]isdXs = 0 (i=l..n — p) 
1 


( 5 ) 
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j,gestattet die infmitesimale Transformation Xf, oder tvird von ihr in 
sich uhergefulirt {invariant gelasseny^, wenn n — p Fnnktionensysteme 
9^19^2 • • derart^ dafs fiir alle Werte der und ihrer 

Differeiitiale identisch: 

ZV r: 5 .W V, + • • + (s = 1 . . n - p), 

wenn also die Gleichungen ZV,. = 0 eine Folgc des Systems (5) siud. 

1st Xf eine infinitesimale Transformation der zii (5) adjungirten 
Schar (Art. 73), so gelten die Identitaten; 

n 

(25) 0 X (i= 1 ..u— p). 


Aus (24) folgt daher 



Daraus ergiebt sicb beilaufig: Grestattet das System (5) Pfaff’scber 
Gleicbungen die infinitesimale Transformation Xf der adjungirten Scliar^ 
so gestattet es aucb alle infinitesimalen Transformationen der Form 
gXf. Ferner: gestattet das System (5) die der adjungirten Schar an- 
geborenden infinitesimalen Transformationen X-^f,,Xjcfy so gestattet 
es aucb alle infinitesimalen Transformationen der Form 


QlX^f -f- P2^/ + • • + QkXjcf. 

Das System (5) gestattet nun dann und nur dann alle infinitesimalen 
Transformationen der adjungirten Scbar, wenn die recbten Seiten von 
(26) vermoge (5) und (25) identiscb verscbwinden. Diese recbten 
Seiten verwandeln sicb aber in die Bilinearformen (21)^ wenn man 
statt und statt dx^ scbreibt. Demnacb konnen wir sagen: 

jjJDamit das System (5) Ffaff'sclier GleicJmngen nnleschrdnU inte- 
grahel sei, ist notwendig und hinreidiendy dafs es alle infimtesimalen 
Transformationen der adjungirten Schar gestattd^. 

79, Ebe wir die Bedingungen des Art. 76 welter umformen, ver- 
wenden wir sie zum Beweise des folgenden Theorems:^) 

^^Sind die n^ Funktionen a^ aus n leliebigen Funktionen 
der Variabeln x in folgender Weise gebildet: 



1) Probenius I pag. 286. 
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SO stellm die undbhdngigen unter den Ffajf’sclien Gleichungen: 

n , 

(28) a^dXs = 0 (i ^1 . .n) 

1 

ein liuheschrdnU infegrahles System dar,‘‘ 

Der Satz wird bedeutungslos, wenn n eine gerade Zahl und der 
Rang del* schiefsymmetrischen Matrix 

(29) llaal! 

gleicli n ist, da dann das System (28) mit dem folgenden 

dx^ = 0, , , dxn = 0 


aquivalent ist. Wir nehmen daher an, dafs der Rang 21 der Matrix 

(29) (Art. 25) kleiner als n ist. Es mogen nun die Fimktionensysteme 
ttj V den Relationen: 

(30) Oj 0 (/? == 1 , . ^^) 

a a 


genugen; dann folgt; 


2 






(i — 1 . . n ) . 


Indem wir diese Gleichungen bezw. mit . . iin multipliziren und ad- 
diren, so erhalten wir mit Riicksicht auf (30) 


a (i *' 

vorausgesetzt, dafs die %hVi den Relationen (30) genugen. Nun besteht 
aber yermoge (27) die Identitat: 


2 V ^ 


dx. 


dx. 




- 0; (d; ^ = 1 . . ^) 


3 


ersetzt man -k^ durch seinen hieraus folgenden Wert^ so erhalt man 

cx.^ 

aus (31) die yermoge (30) bestehenden Identitaten: 


/da.^ 


-0 

a = 1 , 


dx^J 




was zu zeigen war. 

Wir konnen den soeben bewiesenen Satz auch so formuliren: 
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Sind die Funktionen ((ik diirch die Formeln (27) definirt; mid 
ist 21 del* Rang der Matrix 

II II ; 

bedeuten ferner 

{i — 1,2, . . n — 2T) 

irgend n — 21 linear unabhangige Losungensysteme der linearen 
Gleichungeii: 

^a.-kfik = 0 (i=l . .n), 

k 

SO bilden die Gleicbungen 

ein n — 2Z-gliedriges Yollstandiges System/^ 

80. Wir wenden uns nnnmehr dazii^ die in Art. 76 erhalteneii 
Integrabilitatsbedingungen aiif eine ilbersichtlicbere Form zu bringen.^) 
Zu diesem Zwecke scbreiben wir die Grleicbungen (17) in der Gestalt 

(17) t/; = 0, 7,==0 

Die n Gleichungeu U, — 0 besitzen genau linear unabhangige Lo- 
sungensysteme 

(i — I . . p). 

Damit nun die in Art. 76 genamiten n — p Bilinearformen ver- 
moge (17) verschwinden^ ist offenbar notwendig und hinreichend^ dais 
die p(n — p) Ausdriicke 

( 32 ) 

a (i 

als Linearformen in den Variabeln v betrachtet, vermoge der Relationeii 
Vi = 0 verschwinden^ d. h. also in der Form : 

(33) 0^^-) + • . + F_^ 

darstellbar seien^ wobei die 0 gewisse Funktionen der x bedeuten (vgl. 
Art. 9 und 10), Indem wir die Koeffizienten der Variabeln in den 
Ausdrticken (32) und (33) yergleichen, erhalten wir den Satz: 

jjDamit das System Pfaff' seller Grleicliungen (5) unbeschrdnM inte- 
grabel se% ist notwendig und liinreichend, dafs jedes der n — p Glei^^ 
chungensysteme mit den Unbekannten 


1) Frobenius I 276 £ 
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^ = 2 ? (/3 = 1 • • ^0 

(a’ = 1, 2 . . n —p) I ^ ^ 

2“ ^ (/l = 1, 2 . . 

1 

genau p linear iinahJidngige Ldsungensysteme znlasse, mil andern Worteiij 
(vgl. Art. 11) dafs jede der n — p scliiefsymmetrisclien Matrices: 


0 

E(‘) 

. . 

In 

Vn 




0 

^ 2 ? • • 

2n 

Vis 

^22 

• Vn—p, 2 



* * 

0 

%n 

%n 

— p^n 

■Vu - 

■ Vl2 " 

-%3 •• 

— riln 

0 

0 . 

0 

■ 'gn—p,l 

, , 

. . . 

rjn — p,7 

. 0 

0 , 

.. 0 


(s=1,2..m— i;) 


den Bang 2n — 2p besit^e, 1st das gegebene System Pfaj5‘’sclier Glei- 
chungeii (5) nach dxpj^idxp^^ * * dXn anflosbar^ so ist die n — p- 


reihige Determinante 


{i=l , .n — p] 'k=p 1 . .n) 


nicht identiscb. null. Dem Quadrate dieser Determinante aber ist nach 
dem Laplace’schem Theorem diejenige 2n — 2j9-reihige Hauptuuter- 
determinante gleich^ die aus (34) durch Streichung der p ersten Zeilen 
und Spalten entsteht, und die wir mit JD bezeichnen wollen. Om also 
auszudrucken^ dafs 2n — 2p der Rang der Matrix (34) sei; haben wir 
nach Art. 26 nur alle diejenigen 2n — 2|) -j- 2-reihigen Hauptunter- 
determinanten^ welche D enthalten, gleich null zu setzen. Urn die in 
Art. 18 eingefiihrte Symbolik benutzen zu konnen^ setzen wir 


' (i, n + Ip rz — {n + l, i)W ZZE rju (i = 1 . . n-, I = 1 . . n — p) 

. (n + h, n + Z)W 0 {h,l = l,2 ..n~ p. 

Wird nun das Pfaff’sche Aggregat 

genau so mit Hiilfe der Elemente (36) gebildet, wie das auf pag. 24 
definirte Pfaff’sche Aggregat mittels der Elemente (ilc), so scJireiben 
sich die notwendigen and Unreichenden Bedingmgen dafiir, dafs das 
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System (5) imleschrmU integrabel sei, folgendermafsen: 

(37) (i, p + l,P + 2,.. n, n + 1..2n- = 0 

(i, 1=1,2 ..p] s=l,2 . .n —p). 

81. Eine Pfaff’sche Grleichung 

n 

(38) V . „ : a, \ . Xn) dx, = 0, 

1 

deren liiike Seite die Form 

V EfI q{x^X^ . . Xn)d(p(x^ . . Xn) 

erhalten kann, die also mit einer Relation der Form dcp = 0 aquiyaleiit 
ist^ heifst eine exakte GleicJmng. Wir konnen an als nicht identisck 
verschwindend voranssetzen, Damit dann die Gleichnng (38) exakt 
sei; oder anders ansgedriickt, damit die n — 1 partiellen Differential- 
gleickungen, die sick durck Nullsetzen aller zweireikigen Determinanten 
der Matrix 


IL 

IL 

df 

dx^ 




»£ • 



ergebeii; eine Losung (p{x^ • . Xr^ gemein kaben^ ist nack dem vorigeii 
Artikel nofcwendig nnd kinreichend, dafs der Rang der Matrix 


(39) 


0 

(^12 • • 

ai n 

% 

O/n 1 

an% . . 

0 

an 

— 

— ^2 

— 

0 


worin die aa- durch die Formeln (27) definirt sind, gleich zwei ist, 
mit andern Worten, dafs alle diejenigen 4-reiliigen Hauptunterdeter- 
minanten verschwinden, welche die zweireihige Deteminante 

0 a„ 

— ffltt 0 


als Unterdeterminante enthalten. Wir kommen so auf die folgenden 
Bedingungen: 


(40) 0 


(da gaA 


da \ 

(\ 


' '*'• + ~ 

-»*:) 

v 


(ij h = 1^2 

. . n 

-1). 


da, 


Sind diese befriedigt, so sind iiberliaupt alle Relationen der Form: 
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— 1 . . n) 

erfiillt^ uud es versctwinden auch alle iibrigen^ aus dem Schema (39) 
zu bildenden Pfaff’schen Aggregate der Ordniing 4 (Art. 26). 

So schreibt sich z. B. die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir^ dais die Pfaff’sche G-leichung 

Xdx + Xcly + Zd^ = 0 
exakt sei^ folgendermarsen: 



§ 5. Die Mayer’sche Transformation.^) 

82. Es sei ein /^gliedriges Grleichiingensystem 

(1) .,Xn) = 0 (s = 1, 2 . . /v) 

vorgelegt. Wir denken uns mittels desselben h der Grofsen etwa 
Xn~.~k+ij ^n-Jc +2 < • ^Is Funktionon der tibrigen Variabeln x^^ . . Xn^k 
dargestellt und die so erhaltenen Ausdrticke in ein System Pfaff’scher 
Gleichungen 

n 

(2) ^ ■sc,i)dXs = 0 {i = l,2..n—p) 

1 

substituirt^ wodurch sich deren linke Seiten in lineare homogene Aus- 
driicke in dx^ . . dXn—k Terwandeln, deren Koeffizienten nur Yon 
x^ . . Xn—k abhangen. Haben nun die Relationen (1) die Eigenschaft, 
dafs alle diese Substitutionsresultate identisch verschwinden, d. h. dafs 
die Koeffizienten der Differentiate dx^ . . dXn—k fur jedes beliebige 
Wertsystem x-^ , ,Xn—k null sind, so sagen wir: die Relationen (1) 
friedigen^^ das System (2), oder auch sie bilden ein jjntegraldquivalenf 
des Systems (2); die durch (1) definirte Punktmannigfaltigkeit heifst 
dementsprechend eine ,jIntegral-g>rL--^i^ des Systems Pfaff’scher Glei- 
chungen (2). 

Selbstverstandlich wird dabei vorausgesetzt^ dafs es eine Stelle 
x^^ . . Xn^ giebtj an der nicht nur die Gesamtheit der Funktionen 
sondern auch das Gleichungensystem (1) im Sinne Yon Art. 40 re- 
gular ist. 


1) Mayer I 458 £; Goursat I Kap. 2. 



108 Kap. 11. Lineare partielle Differentialgleicliujigen erster Ordnung. [83] 


Aus cler Definition des Integraliiquivalents folgt unmittelbar : 
„Erfilllen die Iv Gleiclmngen (1) das System Efaff'scher QleicMngeu 

(2), so gilt dasselbe von jedem mit (1) dquivalenten Gleiclmngensystem!^ 
,,Verwandelt sich lei einer heUeligen Variabelntrans formation das System 
(2) in ein System (2)' mit den Variabeln y ^ . . ; so venvandelt sich 

gleiclimtig jedes 'k-gliedrige Integraldqnivalent von (2) in ein k-gliedriges 
Jntegraldqiiivalent des Systems (2)7^ 

83. 1st das System (2) unbeschrankt integrabel, iind sind 
unabliangige Losungen des adjnngirten Systems 


(3) JLif — (k — 2 . . p) 

so sind die Gleicbungen 

df^ = 0 , df^ = 0 ^ . . df,-p = 0 


einerseits mit (2) aquivalent (Art. 74)^ andererseits ideutiscli erflillt, 
wenn man darin die durch Auflosung des Systems 


(4) , .Xri) = Ci (Ct — arb. Konst.) 


erbalienen Ausdriicke fur Xp^i . . Xn substituirt. Die Gleicbungen (4) 
bilden daber fiir jedes Wertsystem der Konstanten e, ein Integral der 
Pfaff’scben Gleicbungen (2)^ und werden das „aUgemeine l7%tegraV^ oder 
aucb die ,fillgemeinen Integral gleiclmngen^^ des Systems (2) genannt. 

1st also das System (2) unbeschrankt integrabel, dann und nur 
dann besitzt es — jp-fach unendlicb viele p-facb ausgedebnte Integral- 
mannigfaltigkeitenj die offenbar mit den Cbarakteristiken Gp des ad- 
jungirten Systems (3) identiscb sind. Kann das System (3) auf die Form 


71 



und mithin das System (2) auf die Gestalt 


(i=l. .p) 


(6) dxp^jc — ~l“ ■ ■ ~t~ (^p,p-\-kdXp (k = l ..n — p'j 

gebracht werden, und sind alle a,,, sowie die f, an der Stelle x^ ..x^^ 
regular^ bedeutet ferner 

(7) xf . . Xjf^Xpj^x . . Xn 

eine Stelle in der Dmgebung von xf ^ . . xf^, so lassen sicb die Relationen 

(8) f, («i oc ^ . . a:„) == f, ..XpHp+t.. a?/) 
auf folgende beiden Arten auflosen: 
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(^9^ XtpJ^Jy j “ ; ^2 ^2^ * * 1 . . 

(10) == — *1, . . a?/ - ~ a;«) 

{h = \,2,..n—p), 

wobei die vermoge der Substitution 

(11) ■ x^== . .Xp = x^ 

alle verscbwinden. Die recbten Seiten von (9) sind nicbts anderes als 
die Hauptintegrale /ii- des Systems (3) binsicbtlich x^ = x^ . .x^ — Xp. 
Die dureb (10) definirten Funktionen befriedigen nacb dem eben Ge- 
sagten die Pfaff’scben Gleicbungen (6) identiscb, sie erfullen also aucb 
die folgenden partiellen Differentialgleiebungen 

^ X 

= (i = 1, . .j); ^ == 1, . . w — y)); 

sie sind ferner an der Stelle . . x^ regular und nehmen daselbst 
bezw. die Werte Xp ^\ . . an. Wir bebaupten nun^ dafs es aucb 
nur ein einziges Punktionensystem 

= Ikix^x ^ , . x^) 

mit diesen Eigenscbaften geben kann. Denken wir uns namlicb die 
Funktionen in Potenzreiben entwickelt 


a-j^ = 0a^=0 ccp = 0 


J^x^ — a;J)'*i(iC2 — a;“)“2 • • (a;^ • 


<)% 


so sind die Koeffizienten ^ von vornberein bekannt^ namlicb bezw. 
gleich Xpj^h‘ Da ferner die den Grleicbungen (12) identiscb genilgen 

sollen, so kennt man die Werte, welcbe die Ableitungen an der 

Stelle (11) annebmen^ also alle Konstanten •, sie sind bezw. 

gleicb a!^pj^],{x^ , , Xp^ Xpj^i , . Xn). Ferner folgfc dureb Differentiation 
von (12): 


dx.dx, dx. ^ dxj dx 

i 3 ) p^i ft J 


(bi=l-.p); 


womit aucb alle zweiten Ableitungen der an- der Stelle (11), uud 
demnacb alle Koeffizienten ^020 bekannt sind. Man er- 

kennt so, dafs alle Koeffizienten ^ der Reibe nacb bestimmt werden 

7 cc^ . Up 

konnen. Dafs die Gleichungen, die zur successiven Bestimmung dieser 
Koeffizienten dienen , aucb immer mit einander vertraglicb sind, 
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OX A 

dafs man also z. B. durch Differentiation der Gleichung fiir g— 
nach Xj fiir die Ableitung 



denselben Wert findet wie durch Differentiation der Gleichung fiir 

nach x,, schliefst man ohne weiteres aus der oben bewiesenen 

Existenz eines Punktionensy stems der geforderten Eigenschafteii ; es 
lafst sich aber mit Hiilfe der Identitaten 

(13) At{ak^ — Akifiis) 0 (i, A; = 1 . . p; 5 = -j- 1 . . n), 

denen die Punktionen a^s unseren VoraUvSsetzungeii nach genugen 
(Art. 74), auch direkt nachweisen. 

Ein System partieller Differentialgleichungen der Perm (12), 
dessen rechte Seiten den Identitaten (13) genugen, heifst ein j^Mayer’sclies 
Systemf^. Beztiglich eines solchen Systems gilt nach dem Obigen folgen- 
der Satz : 

^jJBilden die partiellen Differentialgleichungen (12) ein Mayer’sehes 
System, und sind alle FunUionen a/^p^jc an der Stelle 

(7) Xp^x^p~\-2 • • 

regular, so gieU es ein und nur ein System von FmMionen Xp^i, 
Xpj^^..Xn der unabhdngigen Verdnderlichen x^,.Xp, die an der Stelle 
x-^ . . x^ regular sind, daselbst die vorgeschriebenen Werte Xpj^i . . x^ 
annehmen, und die partiellen Differentialgleichungen (12) identisch be- 
friedigenJ^ 

Die Ermittelung dieser n — p Punktionen (10) kommt nach deal 
Obigen auf die Bestimmung der Hauptintegrale des Jacobi’sehen Systems 

(5) hinaus; die Gleichungen (10) definiren die durch den Punkt (7) 
gehende Charakteristik Gp dieses Jacobi'sehen Systems. 

84. Es ist ntitzlich, die Existenz der Integrate eines Mayer’sehen 
Systems (12) bezw. des zugehorigen unbeschrankt integrabeln Systems 

(6) noch auf einem etwas andern Wege zu erweisen, ohne die Existenz 
der Losungen eines vollstandigen Systems als bekannt vorauszusetzen. 
Zu diesem Zweeke betrachten wir die in (12) enthaltenen Gleichungen: 


1) Auch die Thatsache, dafs die fur die erhaltenen Reihenentwickelungen 
konvergiren, lafst sich direkt begriindeu, und damit ein von der Theorie der 
vollstandigen Systeme unabhangiger Beweis fur das im Texte folgende Theorem 
erbringen; vgl. Bouquet I. 
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(14) 


dx^ — “1,P + 1) 


dxj^ 


“i.p+s; • • ^ 


(Zi 




die als ein System gewohnliclier Differentialgleicliungen mit den Un- 
bekannten Xpj^i . , Xn und der Independenten x^ aufgefafst werden 
konnen, wenn x ^ . . Xp Parameter bedeuten. Es seien 

• * XpXpJ^x • * ' — ^p-{-l 

CO<ii{X-^ • . XpXpj^x • • 

die allgemeinen Integralgleicbungen dieses simnltanen Systems. Da wir 
wissen, dafs die Punktionen co* binsichtlich Xpj^x . . Xa nnabhangig sind 
(Art. 46); so konnen wir sie statt dieser Variablen in das System (12); 
Oder was dasselbe besagt; in das System (6) als neue Veranderlicbe 
einfiihren. Nun erbalt man yermoge (6) fiir das totale Differential d(Dpj^i 

(15) dcopj^i EE ^ A^(Opj^i • dXs {i = \ , ,n— p). 

1 

Durcb unsere Variabelntransformation verwandelt sick also das System 
(6) in (15); wenn darin recbts alles durcb x^ . . Xp(Dpj^i . . ca^ ausgedriickt 
wird. Es ist aber A^copj^i^ 0^ da ja die co Integrale der partiellen 
Differentialgleicbung A^f — 0 sind. Aus demselben Grunde sind nacb 
einer Bemerkung des Art. 65 aucb alle Ausdriicke AsOjpj^t Integrale 
dieser Gleicbung; mitbin durcb 


^2 * ' 1 • • (^n 

allein ausdriickbar. Ferner ist das transformirte System (15) wieder 
unbescbrankt integrabel; da das adjungirte System partieller Differential- 
gleicbungen nacb Art. 60 wiederum vollstandig ist. Endlicb erbalt 
man aus jedem Integral von (15) durcb Riickiibergang zu den alten 
Variabeln offenbar ein Integral von (6). 

Durcb unsere Transformation ist also die Integration von (6) auf 
diejenige eines n — (p-gliedrigen unbescbrankt integrablen Systems mit 
nur n — 1 Variabeln zuruckgefiibrt. 

Wir scbreiben nun die allgemeinen Integralgleicbungen des simul- 
tanen Systems (14) insbesondere in der Form 

(16) Xpj^i = Xp^i “I” (Xj^ ** ) (j' 1 p') 

so dafs also die recbten Seiten die aufser x^ • ^Xp nocb vorbandenen 
Hauptintegrale von A^f — 0 binsicbtlicb = x^^ bedeuteU; und fubren 
die so definirten Punktionen Xp^t statt der Xpj^i in (6) ein. Durcb 
Auflosung von (16) folgt: 
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(17) Xp+! = scpJ^^ + — x^, x.^ ~ . . xi — xj^) 

und hieraiis: 

(18) docp^i = + {x^ — 

Die so bestimmten Werte der x^j^t und ihrer Differentiale sub- 
stitniren wir in (6). Wir wissen aber bereits^ dafs die so entstebenden 
Grleicbnngen die Variable x^ weder in den Koeffizienten nocb in der 
Form dx^ entbalten^ also vollstandig ungeandert bleiben^ wenn man i\ 
diircb den Spezialwert Xj^ ersetzt Das transformirte System bat 
daber die Form: 

p 

(19) dxpj^ic = ^ as,pj^h{x^^x ^ . . XpXpj^i . . Xn)dXs {lv = l ..n — p), 

2 

Auf dieses System^ das nacb dem Obigen gleicbfalls unbescbrankt in- 
tegrabel ist, konnen wir jetzt wiedernm dasselbe Verfabren anwenden^ 
wie anf (6)^ und gelangen durcb Wiederbolung dieser Metbode scbliefs- 
licb zu einem ^ — j9-gliedrigen System Pfaff ’sober Grleicbnngen mit 
nur n — + 1 Variabeln, d. b. also zu einem simultanen System ge- 
wobnlicber Differentialgleicbungen, aus dessen n — p Integralen die- 
jenigen des urspriinglicben Systems (6) durcb Ruckiibergang zu den 
alten Variabeln gewonnen werden. Wie man siebt, ist dieses Ver- 
fabren von dem in Art. 62 auseinandergesetzten nicbt wesentlicb vei’- 
scbieden. Der ganze Unterscbied bestebt darin^ dafs statt der a. a. 0. 
gebraucbten successiven vollstandigen Systeme Jj J' . , jedesmal die 
adjungirten unbescbrankt integrabeln Systeme PfaJBF’scber Gleicbungen 
benutzt werden. 

86, Aus der Form (19), die das gegebene unbescbrankt integrable 
System vermoge unserer Variabelntransformation annimmt, lafst sicb 
aber nocb ein anderer wicbtiger Scblufs zieben. Verscbwanden niimlich 
alle Funktionen 

• • ^p,p-{'k (J^ = \ . fl — Jp) 

vermoge der Substitution x^ = x^ identisch^ so batte das transformirte 
System (19) die Form 

dXp~^x — 6^ dXp-^^ . dx^ Oj 

die Aufgabe^ das gegebene System zu integriren^ ware somit auf die 
Integration einer einzigen partiellen Differentialgleicbung A^f==0 in 
fi — jp + 1 Independenten^ bezw. des simultanen Systems (14) zuriick- 
gefiibrt. Es ist nun eine bemerkenswerte Tbatsacbe^ dafs durcb eine 
einfacbe Variabelntransformation der genannte Pall stets realisirfc werden 



[ 85 ] 


§ 6. Die Mayer’sche Transformation. 


113 


kann. Setzt man namlich unter der Annakme, clafs alle an der 

Stelle . . x,^ regular sind: 

(20) a;i = V4-2/i; ^*^3 = V + «3=«3® + 2 /iI/3 = V + 

SO folgt: 

dx^ = dyj^-, dxk = dy^ + yudy^ {1 = 2 ..p) 

und das System (6) nimmt vermoge der Transformation (20) folgende 
Form an; 

(21) dXpJ^h = ([«X,^+i] + 2/2[®2.P+*-] H + 

+ 2/i ^ K, p+i] dyu (7c = 1, 2 . . w — jp). 

2 

Darin bedeutet die Funktion, in die sich 6^/* yermoge der 

Substitution (20) verwandelt. Da die der Annahme nacb gewobn- 

licbe Potenzreihen der n Grofsen X; — bedeuten, so sind aucb die 

[a,i] gewobnlicbe Potenzreihen der n Grofsen 

(22) t/„ . . y^y^, - x°. 

Es seien nun , 'il;n^p die Hauptintegrale hinsichtlich = 0 der 
linearen partiellen Differentialgleichung 

n — p 

W “f” [®2,3)+/i] + — f- 2/p[«p,p+;J) — = 0, 

worin . >yp als Konstante betrachtet werden; die ipt sind also an 
der Stelle 

y, = 0, X., = x^,, . ,x =x^ 

regular, und gehen yermoge y^ — 0 bezw. in Xpj^i liber. Fiihrt man 
jetzt in das System (21) die 'ipi statt der Xp^i als neue Veranderliche 
ein, und beachtet man, dafs die Koeffizienten der Differentiate dy^,.dyp 
alle mit dem Paktor y^ behaftet sind, so reduzirt sich unser System 
in der That auf das folgende: 

dl(;^ = ( 3 , dlp2 = 0 , . . djjJri—p == 0 , 

und die Integration des Systems (6) oder des JacoMsclien Systems (5) 
ist sonaeJi mit Hulfe der Varialelntransformation (20) auf diejenige der 
linearen ^partiellen Differentialgleichung (23) lemi des mgehorigen simul- 
tanen Systems: 

d X 

(24) = [fli, j,+;] + i/a [<12, H h !/p [«p, p+<] (»= 1 • ■ IJ) 

mrucJigefukrt. 

V. Weber, Das Pfaffsche Problem. 


8 
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Die Variabelntransformation (20) wolleii wir kurz als die „Mayer sche 
Transformation“ bezeichnen. 

Das vorstebende wicbtige Resultat lafst sicb auch unmittelbar aus 
der Betrachtung des Jaeobi’scben Systems (5) ableiten. Fubrt man 
namlicb in dieses System statt . .Xp mittels der Formeln (20) die 
nenen Independenten yi-.y^ ein, so erhalt man mit Hiilfe der Beziebungen: 


dy^ ~ dx^ dx, + dXj, ’ dy.^ 


df 

y^ dx^ ' 


IL 


df 


die nacbstebenden transformirten Gleichungen; 




df 


dx^ 




(25) 




dVk 


dx, 






Grleiclizeitig verwandeln sicb. die Hauptintegrale \ des Jacobi’scben 

Systems (5) in Integrate der Gleicbung (23), die sicb durcb gewobn- 
licbe Potenzreiben der n Grofsen (22) darstellen lassen, und yermoge 
der Substitution = 0 bezw. in Xp^i, iibergeben. Wir 

wissen aber, dafs die lineare partielle Differentialgleicbung (23), 
wenn man darin lediglicb die Variabeln . . Xn als Inde~ 

pendente , die * yp aber als konstante Parameter betracbtet , ein 
und nur ein System yon Hauptintegralen . . ipn—p besitzt, die sicb 
yermoge yi — 0 auf Xpj^i . , Xn reduziren. Die Funbtionen ht miissen 
daber bezw. mit 'ifi identisch werden, wenn man die x^ , , Xp durcb 
ibre Werte (20) ersetzt. Aucb erkennen wir jetzt binterber, dafs die 
Integrate der Gleicbung (23) die Parameter 2/2 •• 2/p lediglicb in den 
Yerbindnngen y^y^, y^y^ .. y^yp entbalten konnen, insbesondere, dafs 
sie gewobnlicbe Potenzreiben der n Grofsen (22) sind, und dafs die 
Xoeffizienten dieser Potenzreiben yon den Parametern y^ • . yp nicbt 
abbangen. 

Damit ist folgender Satz bewiesen: * 

ijJDie Hauptintegrale hinsicJitlich 2 /^ = 0 der linearen partiellen 
DifferentialgleicJiung (23) verwandeln sick direkt in die Hauptintegrale 
des JacoMschen Systems (5) MnsicMlich , ,Xp = wenn man 

die yi mittels der Formeln (20) wieder durch die x ausdrucktf‘ 

Die Integration eines p-gliedrigen vollstdndigen Systems in n Inde- 


1) Far den Spezialfall n =« 3 wiirde diese Methode im Wesentlicken bereits 
von Du-Bois Keymond angegeben; ygl. Dn-Bois I, IL Sieke auck Art. 367, 369, 
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pendenten liommt auf diejenige emer einmgen Jinearen partiellen Differential- 
gleicMmg in n — p 1 Independenten Mnaus, erforderf also je eine In- 
tegrationsoperation der Ordming 

n — p, n — p — 1 , . . 3, 2 , 1 

Kennt man n — p beliebige unabbangige Integral© 

f< ( 2 / 1 ; 2 / 2 . • • Vpp {i=1^2 .,n—p) 

der Gleicbung (23) oder was dasselbe besagt, des simultanen Systems 
(24), so erbalt man die Hauptintegrale 1 ^/, indem man die n — p 
Relationen 

• * Vpi • • ^w) 2/2 • ‘ Vp) • * '4^n—p) (i = 1 . • n _p) 

nach , .fn-p anflost. Diejenige Losung des Jacobi’scben Systems 
(5), die sich vermoge . Xp = Xp auf die vorgeschriebene 

Fnnbtion (p{xpj^\ . • xf) rednzirt, ergiebt sicb dann, indem man mittels 
( 20 ) die yi aus der Punktion 9 (^^ . . i^n—p) eliminirt. 

86 . Wir wollen das erbaltene Resultat durcb eine geometriscbe 
Betracbtung^) erlautern. 

Die p Gleicbungen 

^ — — -T ® 'V ^ ® 

I J u/^ — . . tlfp — 

definiren im Raum eine n — p-facb ausgedehnte ebene 

Pnnktmannigfaltigkeit, die mit A bezeicbnet werde. Es sei P eiii 
beliebiger auf A gelegener Punkt mit den Koordinaten . . Xy^, 1st 
P binsicbtlicb des Jacobi’scben Systems (5) yon allgemeiner Lage, 
d. b. sind alle aih an der Stelle xf^ regular, so gebt durcb P eine 
und nur eine Integral des unbescbrankt integrabeln Systems ( 6 ), 
oder, was dasselbe besagt, eine und nur eine Cbarakteristik Cp des 
Jacobi’scben Systems (5) bindurcb. Diese Cp ist definirt durcb die 
Gleicbungen 

(27) — a;,® . . — x^) (j = 1 . . w — j)). , 

Versteben wir unter • ^Vp willkilrlicbe Parameter, so stellen die 
Gleicbungen 

(28) Xk — a;/ = — x-i^) (Jc = 2,.. p) 

ein System von p — l~facb unendlicb vielen ebenen, n — p 1 -facb 
ausgedebnten Punktmannigfaltigkeiten g.n—p’^i dar, die samtlicb die 
Mannigfaltigkeit A entbalten. Wir konnen dieses System als ein 

1) Vgl. Lie Math. Ann. 9, 

8 ^ 
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„Buscliel“, die Mannigfaltigkeit A als dessen „Axe“, endlich die Grofsen 
■ Vp als die ,,Taramet&r“ des Biischels bezeichnen. Es sei nun E 
irgend eine der Mannigfaltigkeiten (28); unter ■ -yp wollen 

wir also fiir den Augenblick bestimmte numeriscbe Werte verstelien. 
Setzen wir nocb zur Abkiirzung 

(29) = Vt 
so konnen wir die Grofsen 

( 30 ) y^} 

als Koordinaten eines beliebigen Punktes von E interpretiren: wir 
konnen E geradezu als einen n — p ausgedehnteii Emim 
init den Punktkoordinaten (30) betracbten. Der Raum E scbneidet 
nun die durch P gebende Charakteristik Cp nacb einer, natiirlicb durcli 
P gebenden, einfach ausgedebnten Mannigfaltigkeit {„Kurv&y^ in dei- 
That stellen ja die Gleicbungen (27) (28) zusammen ein n — 1 -gliedriges 
Gleicbungensystem dar. Die Definitionsgleicbungen dieser Kurve lauten, 
in Punktkoordinaten des Raums E gesebrieben, folgendermafsen: 

(31) = h.{y^, y,y, ■■y.yp, (*=i..«-i>). 

Wir erhalten auf diese Weise, entsprechend den Lagen des 

Punktes P auf der Axe im Kaume E ein System yon n — jp-facli 
unendlicli vielen Kurven , die sick andererseits als Integralkuryen 
eines ganz bestimmten Systems yon n — p gewohnlichen DiiBferential- 
gleichungen in den Yariabeln (30) deuten lassen; dieses simultane 
System ist nun offenbar das System (24), wie sick sofort daraus er- 
giebt, dafs die Gleickungen (6) in dieses System ubergeken, wenn man 
darin die durcb ibre aus (28) (29) oder aucb aus (20) folgeii- 

den Ausdriicke ersetzt, und y^- -yp als Konstante bebandelt. 

Aus dieser Betracbtung folgt nun wieder wie oben, dafs die 
recbten Seiten von (31) mit den Hauptintegralen ipi der partiellen 
Differentialgleiebung (23) binsicbtlicb = 0 identiscb sind, und dafs 
umgekebrt aus den letzteren Integralen durcb Elimination der y, 
mittels (20) die Hauptintegrale des Jacobi’schen Systems bervorgeben. 
Diese Elimination gestattet aber jetzt eine anscbaulicbe geometriscbe 
Deutung. Denkt man sicb nambcb unter Eestbaltung des Punktes P 
den Parametern y^ ■ .yp aRe moglicben Werte beigelegt, so durcblauft 
die Mannigfaltigkeit E der Reibe nacb alle Mannigfaltigkeiten des 
Bflscbels (28), m. a. W., sie drebt sicb um die Axe A, wobei sie 
Lagen annimmt. In jeder dieser Lagen entbalt sie eine gewisse 
Kurve, namlicb die durcb P gebende Integralkurve des zugeborigen 
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simultanen Systems (25); man erhdlt solcherweise von P aus- 

laufende Knrven, welclie die durch P geliende Charakteristih Cp des 
JacoMscJien Systems (5) er^eugen. 

Wahlt man auf der Axe A eine n — p — 1-facli ausgedelinte 
Punktmannigfaltigkeit M, bestekeud ans alien Pimkten P(x^^.,Xa^), 
die der Relation 

(32) = 0 

geniigen^ so bilden die bezw. durcb. die Pnnkte yon M bindurcbgebenden 
Integralkurven des Systems (25) eine in E gelegene iin—p- Diese 
gn—p erzeugt^ wenn E innerkalb des Biiscliels (28) alle Lagen 

annimmt, eine Integralfldche des Jacobi’scben Systems (5), diejenige 
namlicb^ welche durcb. die Grleicbung 

. . hn-p) = 0 

dargestellt wird (Art. 69). Wesentlicke Voraussetzung dabei ist^ dafs 
die Grleicbung (32) yon . .yp yollkommen unabbangig, d. b. also, 
dafs die Mannigfaltigkeit M fur aUe Mannigfaltigkeiten E des Btiscbels 
(28) dieselbe sei. 

87. 1st (p{y^y^ , .ypXpj^i . . Xn) ein Integral der Gleicbung (23), 
das an der Stelle 

(33) y, = 0, 

regular ist, uud yermoge = 0 in eine yon y^, »yp unabbangige 
Funktion cD(Xpj^i , . Xn) tibergebt, dann und nur dann ist cp eine ge- 
wobnlicbe Potenzreibe der n Grofsen (22), mit Koeffizienten, die yon 
den Parametern y^ • -Vp nicbt abbangen; es geniigt ferner aucb den 
partiellen Differentialgleicbungen (25), yerwandelt sicb also, wenn man 
die yi mittels (20) durcb die Xi ausdriickt, in ein an der Stelle . . Xn^ 
regulares Integral f(x^..Xr^ des ursprunglicben Jacobi’scben Systems 
(5), und gebt yermoge x^ = x^ . .Xp = x^ in m iiber. 

Diese Bebauptungen folgen unmittelbar aus der Zusammenstellung 
der folgen den drei Tbatsacben: 1) das Jacobi’scbe System (6) besitzt 
ein und nur ein Integral f mit den angegebenen Eigenscbaften; 2) das 
Integral f yerwandelt sicb durcb die Transformation (20) in eine 
Losung (p des Jacobi’scben Systems (23) (25), die yermoge y^ = 0 in 
CO tibergebt und an der Stelle (33) regular ist; 3) die Gleicbung (23) 
besitzt ein und nur ein Integral (p mit diesen Eigenscbaften. 

Kennt man nun eine Losung 9 ? der Gleicbung (23), derart, dafs 
die Funktion 95 ( 0 , y<^ . . ypXpj^i . . Xri) yon den Parametern y^ ‘ -yp nicbt 
unabbangig ist, aber mindestens eine der Yariabeln Xpj^i wirklicb 
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enthalt, so fragt es sich^ welchen Nutzen man aus dieser Kenntnis fiir 
die Integration des Jacobi’schen Systems (5) ziehen kann. 

Es seien wie fruher^ die (unbekannten) Hauptintegrale 

Yon (23) kinsicktlich 2 /i = 0; dann lafst sick (p in folgender Weise 
darstellen : 

(p 2/2 • • yp 7 

Die reckte Seite dieser Gleickung entkalt der Voraiissetzung nack 
mindestens eine der Grofsen etwa ^^5 durck Auflosimg nack il;^ 

erkalte man: 

( 34 ) Tpi = ( 0 ^ ^2 * • yp) ^p + 1 * • ^'2 ■ * 

1st die Funktion yon den 'ip frei, so kaben wir das Haiiptiiitegral 
yon (23)^ und damit eine Losung von (5) gefnnden; im entgegen- 
gesetzten Falle beackten wir, dafs alle ^ anck den partiellen Differential- 
gleicknngen (23) (25) geniigen, dafs also, wenn die reckten Seiten 
dieser Gleickungen mit Tif - • bezeicknet werden: 


(35) 


r^r-: = 







TtXk = 0 {i = 2..p). 


Der Ausdruck versckwindet identisck, da Xi Funktion der 
Grofsen . . y^, q>, rp^ . . ipn—p allein ist. 

Die Relationen (35) sind Gleickungen in, den Variabeln 

(36) y-^ . . 2/pj . . Xfi} ^2 • • tpn — p 

und verwandeln sick in Identitaten, wenn man die p durck ikre Aus- 
drucke in . . ypXj.^i . . Xn ersetzt denkt. Entkalten also die Glei- 
ckungen (35) die Grofsen ip,- likerkaupt nickt, so sind sie identisck 
erfullt, und es ist dann ein gemeinsames Integral des Jacobi’scken 
Systems (23) (25), wenn man die rp durck beliebige Konstante ersetzt, 
liefert also nack Elimination der yi mittels (20) eine Losung des ur- 
spriinglick gegebenen Jacobi’scken Systems (5). Im entgegengesetzten 
Falle lafst sick mindestens eine der Gleickungen (35) nack einer der 
Grofsen ipi etwa nack ip^ auflosen; es sei 

^2 • ■ Ifp; ^3 ■ • Ipti—p) 

diese Auflosung. Dann bilden wir die Gleickungen 


(37) YiX^ ^ + 50 !:^*"==^ (^ = 1; 2, . . p). 

Es sind dies Relationen in den Grofsen 


2 / i 2^2 * ■ yp^p+l * • 
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enthalten sie die 'tp nicht, so sind sie identisch erfullt^ und X 2 
eine gemeinsanie Losnng des GleicLungensystems (23) (25) ^ also auck 
des Jacobi^seken Systems (5)^ wenn man die . . ipn~p durck irgend 
welche Konstante ersetzt. Im entgegengesetzten Falle lose man eine 
der Relationen (o7) etwa nack ip^ aiif etc. Solckerweise gelangt man 
sckliefslick entweder zii einer Relation der Form: 


(38) . . ypXp+i . . i'k+i; tk+i ■ ■ ^n-p) 

derart^ dafs alle Relationen 









von . . tpn-.p unabhangig sind, also identisch bestehen, und es ist 
dann wenn man darin die durch irgend welche Konstanten ersetzt, 
eine Losnng des Jacobi’sehen Systems (23) (25), liefert also ein Integral 
von (5), wenn die y mittels ( 20 ) daraus eliminirt werden; oder man 
erhalt ein System von w — p Gleiehungen der Form (38), welche alle 
Tpk als Funktionen der Variabeln y^ . . ypXp-^i . . darzustellen erlauben, 
und flndet damit alle Hauptintegrale der Gleichung (23), mithin auch 
aUe Hauptintegrale \ . .Jin— p des Jacobi’sehen Systems (5). 

Damit ist der folgende wichtige Satz bewiesen: 

Kennt man von der partiellen Bifferentialgleichuny 

n — p 


eine belielige Losung 9 (^ 1 . . y^Xpj^i . . die niclit eine FunJdion der 
Parameter y^ ^ • yp ciUein ist, so Imnn man daraits mindestens eine 
Losung des JacoMschen Systems 


n — p 



durch Mofse Differentiationen und Eliminationen dbleiten. 

88 . Nack dem vorigen Satze erfordert die Ermittelung eines Inte- 
grals eines jp-gliedrigen Yollstan digen Systems in n Variabeln aufser 
gewissen Differentiationen und Eliminationen eine Operation n — p 
(Art. 51). Kennt man you einem j)-gliedrigen Yollstandigen System h 
unabkangige Losungen^ und fiikrt man dieselben statt ebensoYieler 
Variabeln x als neue Independente ein, so verwandelt sick das System 
in ein jp-gliedriges Yollstandiges System mit nnr n — h Variabeln; 
daraus folgt; 
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Sind von einefn p-gliedfigen vollstdndigen System in n Indejgendenten 
Iv unahhdngige Losungen von vorneherein belcaunt, so erfordert die Atif- 
siicimng eines tveiteren Integrals eine Operation n — p Jc, tind die 
Ermittelung der iibrigen n — p — I — 1 unahhdngigcn Losnngen je eine 
Operation 

n — p — /i — 1 ; — P — . . 3 ^ 1 . 

89. Wir wollen die Satze dieses § durch zwei Beispiele erlauteni. 
1) Die Koeffizienten des Jacobi’scten Systems: 


0*8 ^ 


■f" (■^1 ^ 

— (2*1*3 — x^) ^ = 0 


K 

0*3 


K 

0*, 


I 


= 0 


sind an der Stelle 0 . . 0 regular; wenden wir die Mayer’scie Trans- 
formation 

( 39 ) *1 == j/i; *2 = 2/12/2; *3 = 2/12/3 


an, so wird die erste der transformirten Grleichungen : 

^ — (22/12/2 + 2/3) ;^ + (22/1^2/2 ~ + 2/12/3 ~ “^4) ^ ^ 

Ihre Hauptintegrale hinsicltlich 2/1 = ^ sind: 

+ ViVt -h 2/12/3; ^5 + Vi Vi + 2/1*4; 


also besitzt das gegebene Jacobi’scbe System binsichtlich *1 = 0, *2 = 0) 
*3 — 0 die Hauptintegrale : 

*1 -j- * 1*2 -f- * 3 ; *5 + *i(* 2 ^ + * 4 ''- 

2) Auf das Jacobi’scbe System: 


_1_T *8 IZ _ ^S+*6 1/^ == n 
0*1 ' ^ 14-*1 0*4 /■+*! 0*6 

iZ _ *8 0/" *1 0 

0 *2 ^ ^ 0 *4 /■ *1 0 *6 


0*3 


- (*2 + * 5 ) 



lafst sich die Mayer’sche Transformation (39) ebenfalls anwenden; man 
erbalt dadurch die transformirten Grleichungen: 
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0 = [1 + y,) ^ — {2ij,y^y, + y,x^) ^ ^ 


0 = 

82/2 

2/1® 2/8 
1+2/1 

1 C_ 

2 /.^ H 

1 + 2/1 ^^5 

Y,f 

0 = 

K - 

9 2 /s 

- 2/1(2/12/2 + ^5) 

df 

dx^ 

EEE 

Y,f- 


Die erste dieser Gleichungen besitzt das unmittelbar ersicbtliche 
Integral: 


sind also imd ip^ die Hanptintegrale dieser Gleicbung binsichtlicb 
= 0, so bat man: 


Oder also: 
Hieraus folgt: 


9-^1 —2/3^2; 

= ^4 — 2/3^5 + 2/3^2* 


Y^'^l ^ 2^4 Vd * ^^5 


Y^tP^ EEI- — ^^5 — 2/i (2/12/3 + %) + ^2=0- 


Man findet also: 

t , “ x^,(l + 2/1) + 2/ i '2/2 

und bieraus 

^1 ^^^ + 2/12/3^5 + 2/1^2/22/3- 

Das urspriinglicbe Jacobi’scbe System besitzt darnacb binsicbtlicb 
= 0^ X .2 — Oj x-^ = 0 die Hanptintegrale : 

^4 + ^^3+2 + ^ 5 ); ^r> + ‘'^ 1(^2 + ^* 5 )- 


§ 6. Exakte Gleichnngen nnd exakte Differ entiale. 

90. In diesem § sollen die Tbeorien des gegenwartigen Kapitels 
fiir den Fall p = n — 1 nocb besonders bebandelt werden. Wir be- 
tracbten znnacbst die Annabme p — 2^ n = 3, d. b. den Fall einer 
einzigen Pfaff’scben Gleicbung 

(1) J ~ adx + hdy -f- cdz — 0^ 

die wir unter der Voranssetzung c='j=0 so scbreiben wollen: 

(2) d 0 = H{xy^) dx -f- K(xy^) dy. 

Das adjungirte System linearer partieller Differentialgleicbungen 
laiitet bier: 
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Damit dieses System vollstandig, die Gleichung (2) also „unbesclirankt 
iategrabek^ oder j^exakt'^ sei, ist notwendig uud hinreichendj dafs ftir 
jedes Wertsystem xys: 


0 XK— YE- 


oK dH j_ rrSK_j^^ 

dx dy ^ dz dz ’ 


oder, was dasselbe sagt, dafs die Identitat: 


0 -.7: a 


/oh 

Igl 


+ 

oyl ' 


jdc 



ex) 


bestebe. Sind dann die Funktionen H, K an der Stelle regular, 

so besitzt das Jacobi’sebe System (3) ein und uur ein an dieser Stelle 
regulares Integral cpixyz), das sicb vermoge der Substitution 

(4) x = x^, y = y^ 

identiscb auf z reduzirt, also die Form 

f^s + ^(x — Xo,y — yc,e — ^o) 


besitzt, wobei die Potenzreihe Tennoge (4) versebwindet. Ist jetzt 
Xf^y^z ein Wertsystem in der Umgebung von x^y^z,^, so liefert uns 
die Gleicbung 

(5) z = z + ^{Xo — x,yf, — y,z — Zo) 

diejenige Integralfunktion 0 des Mayer’sehen Systems 

= ^ = K(xyz), 


die sich. vermoge (4) auf die vorgeschriebene Konstante 5 reduzirt. 
Ist f(xy 0 ) irgend eiu an der Stelle regulares Integral des 

Jacobi’seben Systems (3)^ so erhalt man die Gileichung = g?, indem 
man die Relation 

(6) fixyz) = fix^yoZo) 

hinsicbtliclL 0 ^ auflost. 

Deuten wir xy 0 als recbtwintlige Koordinaten eines Raumes JSg, 
so stellen uns die Gleicbungen 

f(xyz) = G 

die einfacb unendlicb vielen Integralflacben der Pfaff’seben Gleicbung 
(1) dar. Der Punkt J^{xQyf^z^ beifst ein Punkt „allgemeiner Lage“ 
wenn die Funktionen H, K an der Stelle x^^y^z^ regular sind. Durcb 
jeden solcben Punkt P gebt eine und nur eine Integraliacbe ; sie wird 
durcb (6) dargestellt. Denken wir uns nun durcb P die zur z-Axe 
parallele Gerade gezogen, und betraehten wir das Ebenenbtiscbel, das 
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cliese Gerade zur Axe hat. Bine beliebige Ebene E dieses Biischels 
hat die Gleichung 

(^) </ — 2/0 = «/'(95 — 

WO y einen Parameter bezeichnet. Setzen wir noch 

( 8 ) X — = X 

so konnen wir x iind ^ als Koordinaten eines beliebigen Puiiktes der 
Ebene E deuten; oiffenbar sind dann 


^ = : 




1/1 + 2 /'"’ 

gewohiiliche cartesische Koordinaten in der Ebene E, wobei als |-Axe 
die Schnittlinie von E mit der xy-Eheiie, als ^-Axe die durch P gehende, 
zur 0 -Axe parallele Gerade genommen ist. Es sei nun E' {x^y^T) ein 
beliebiger^ auf dieser Geraden gelegener Punkt allgemeiner Lage. Dann 
schneidet die durch P' gehende Integralflache von (3) die Ebene E 
nach einer durch P' gehenden Curve; wir erhalten so, entsprechend 
den 00 ^ Lagen des Punktes P' einfach unendlich viele Kurven in der 
Ebene E, Es sind dies die Integralkurven der gewohnlichen Dififerential- 
gleichung 

(9) = ■2'(^o + Vo + + 2/' • ^(*0 + Va + ^ y\ •®) 


die aus (2) entsteht^ wenn man darin mittels (7) (8), d. h. also mittels 
der Formeln 


( 10 ) 


a; = 2/ = 2/0 + *'2/' 


X, y durch x, y ausdriickt, und rj als Konstante behandelt. 

Ist jetzt 

a {x'y' d) == konst. 

die allgemeine Integralgleichung von (9), so stellt die Gleichung 
(11) a){x'ys) = c3(p,y',s) 

in den Koordinaten x', z die durch P' gehende Integralkurve von (9) 
dar. Lost man die zuletzt hingeschriehene Gleichung nach i auf: 

i = yd) 

so ist Ip das Hauptintegral hinsichtlich x' — 0 der zu (9) adjungirteu 
Gleichung 

^ + [ff(x, 4- yo + dy', 0 ) + y'K(x, + +, • •)] |{ = 0- 
also eine gewohnliche Potenzreihe der drei Grofsen x\ xy\ 0 — 0^, und 
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reduzirt sich unmittelbar auf das oben genannte Integral (p des J acobi’scben 
Systems (3), wenn man die x'y mittels (10) eliminirt, oder geometrisch 
ansgedriickt; Lafst man, obne den Punkt P zu andem, die Ebene P 
innerbalb des Biiscbels mit der Axe (4) der Reihe nach alle oo^ Lagen 
annebmen, so wird aucb die von P' auslaufende, durcb (11) definirte 
Integralknrve der Gleicbung (9) der Reibe nacb oo^ Lagen durcb- 
laufen, und auf diese Weise die durcb P' gebende Integralflacbe der 
exakten Gleicbung (1) erzeugen. 

91. Wir betracbten ferner eine exakte Gleicbung in n Variabeln: 

n 

(12) J ^ ^ . . Xn)dXi = 0 

1 

die wir unter der Annalime Un 0 und unter Gebraucli der Be- 
zeiciinungen 

Ui — ~ (Z; = 1 • . m — 1) 

SO schreiben wollen: 


(13) dXn “= CC^dXi -f- CC^dX^ "f" • • -f- CCYi^idXn’--\> 


Die notwendigen und hinreicbenden Bedingungen der unbescbrankten 
Integrabilit^ die in Art. 81 angegeben warden, konnen auch in der Form: 


(14) 0: 




dX; 


+ 


dx^ 


dx„ 


(i, 'k = 1 . . n — 1) 


gescbrieben werden. Sind diese Bedingungen erfullt, und aUe a, an 
der Stelle . . xj* regular, so reduzirt sicb die Integration des 
Jacobi’scben Systems 

(15) (Z=l..w— 1) 

auf die Integration einer einzigen gewobnlicbe Differentialgleicbung: 

^ + 2/2 W H h yn-l[cCn-l] , 


worin Xn die unbekannte Punktion, die Independents, endlicb y ^ i 
Parameter bedeuten, und 

[«j a;/ + y^y,, xl_^ + y,y^_^, x^) 

gesetzt wurde. 1st namlicb: 

^ > Vn^lX^n) = C 

irgend eine Form der allgemeinen Integralgleicbung von (16), und 
lost man die Relation 
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• • Vn-lOOn) == 03 ( 0 , 1/2 . . 

folgendermafsen auf: 

Xfi == <p 

so verwandelt sict. 9 ' direkt in das Hauptintegral qp des Jacobi’schen 
Systems (15) hinsichtlick 00 ^ = = wenn man die y. 

mittels der Formeln 

•^1 — = 2 /u = y^yu (k=^2 ..n — 1) 

eliminirt. 

1st f irgend ein Integral des Jacobi’schen Systems (15), d. h. also 
eine Funktion yon qp allein, so besteben Identitaten der Form: 

O P 

(17) ai EZ ..Xn)-J^ (i=l .. n). 

Man erkennt sonach, dais der Pfaff’scbe Ausdruck /I ^ falls die 
Bedingnngen (14) erfullt sind, dnrcb eine einzige Operation 1 auf die 
Form Qclf gebracbt werden kann; ist f gefunden, so ergiebt sick q 
aus irgend einer der Gleickungen (17). 

92. Die Integrabilitatsbedingungen (40) pag. 106 sind erfullt, wenn 
die Identitaten 


0 (i, 7c = 1 . . ^^) 


stattfinden. Jetzt ist aber nicht nur die Gleickung (12), sondern auck 
die folgende: 

(19) — a^dx-^ XndXn = 0 

in der ^ eine n + 1*® Independente bedeutet, unbesckrankt integrabel, 
d. k. die adjungirten Gleickungen 

( 20 ) + 


bilden ein vollstandiges System, da ja 


— X/a, 


dxi 



Sind jetzt alle a,- an der Stelle regular, und verwandelt sich 

tti vermoge der Substitution 

( 21 ) = Xj^ + 2 / 1 ; x^ = ..x„ = + y^y^ 

in [a,-], so kommt die Integration von (19) auf diejenige der Grleicbung 


+ 2^2 KH \~ 
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hinaus. Neiint man die rechte Seite dieser Gleichiing so 

ist diejenige Integralfunktion von (22)^ die sich fiir — 0 auf die 
Konstante c rediizirt, durch die Gleickung 


= c ~ W c 


gegeben^ wenn bei der Ausfuhrung der Qiiadratur die . . yn als Kon- 
stante behandelt werden. 

Die Punktionen [a^] sind der Annahme nach in folgender Form 
darstellbar: 

00 oo 

k-] ^2 ■■ 

«1==0 a ,^=0 

Dentet man nun die Werte der komplexen Variabeln 2/i = ^ -t- ]/ — 1 -i] 
in bekannter Weise als Punkte einer Ebene mit den cartesiscben Ko- 
ordinaten und verbinden wir die beiden Punkte 0 und y^ dieser 

Ebene durch eine beliebige Knrve (c), die lauter Punkte y^' von der 
Eigenschaft enthalt^ dafs die Potenzreihen [ai] an der Stelle 

yi\ ‘ • Vi'y^ 

regular sind, so hat das Integral (23) bekanntlich einen ganz bestimmten 
Sinn, wenn (e) als Integrationsweg gewahlt wird; auch kann man die 
Kurve (c), immer unter Beobachtung der soeben ausgesprochenen Be- 
dingung, sonst aber beliebig variiren, ohne das Resultat der Integration 
zu andern. Man erhalt durch gliedweise Integration 

Vi CO CO 

f '^ 2 2'1 • 2'i“^ ^2/12/2)“^ • • = ?<■. 


wenn gesetzt wird: 




(«1 = 0 , . . oo; . . = 0 , . . 00). 


Daher ist die Funktion 


eine ffewohnliche Potenzreihe der n Grofsen 


Vx ) 2/12/2 j • • Viyii } 

und die Koeffizienten dieser Potenzreilie Mngen von y^. .% nieht ab; 
also verwandelt sich W vermoge (21) in eine an der Stelle . . x,!^ 
regulare Funktion von x^. .x^ und man Fat den Satz; 
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Sind die Bedingungen (18) erfiillt, und alle a, an der Stelle 
regiddr^ so giebt es eine und nur eine FunMon Xn)^ die an jener 

Stelle regular ist^ daselbst den vorgeschriebenen Wert c annimmt^ und 
der Gleichung 

(24) df = a^dx^ 4~ 

identisch genUgt 

Der Satz folgt auch leicht aus der Existenz eines Hauptintegrals 
des Jacobi’sclien Systems (20). 

Natiirlich sind die Bedingungen (18) znm Bestehen einer Identitat 
der Form (24) auch notwendig. 

93. Wenn die Matrix 

^2 ^3 * * 

9 aj^2 ^13 • • eLin 

a^i 0 <^23 • • ^'2 n 

Ctnl Cln% ^773 •• 0 |i 

den Rang mei besitzt^ so gilt nacb Art. 27 dasselbe you der Matrix 
(39) pag. 106^ also lafst sicb der Pfaff’scbe Ausdruck J mit Hiilfe 
einer einzigen Operation 1 auf die Form Qdf bringen. Die Funktionen 
Q und f sind offenbar von einander unabkangig; denn ware q in der 
Form darstellbar, so liefse sicb eine Funktion F{f) derart be- 
stimmen^ dafs 

J:5Z^{f)df^dF 

d. h. z/ ware ein exaktes Differential, es verscbwanden also alle 
und die Matrix (25) besafse den Rang eins. Damit ist gezeigt: 

yjBesitzt die Matrix (25) den Bang 2, dann und nur dann Idfst 
sieli der Bfaff’selie Aiisdrucb A auf die „Normalform^^ q • df bringen^ in 
der die beiden Funktionen q und f von einander unabJidngig sind!^ 

jjBesitd die Matrix (25) deoz Bang 1, dann und nur dann Idfst 
sicli A auf die Form df bringen,^^ 

Hat man in dem zuerst genannten Fall irgendwie zwei ver- 
scbiedene Kormalformen gdf und 6d(p des Pfaff’scben Ausdrucks A 
ermittelt, so folgt aus der Identitat 

Qdf=ad(p, Oder = 

okne weiteres das Verschwinden aller 2-reihigen Determinanten der zu 
den Funktionen f und (p geborigen Funktionalmatrix, d. b. (p ist eine 
Funktion von f allein. 
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Aus einer speziellen Normalform Qclf des Pfaff’scheii Ausdrucks 

z/ erkalt man also die allgemeinste Normalform adcp^ wenn man unter 

dF 

(p eine beliebige Funktion F{f‘), unter s den Quotienten q : -jj '^erstebt. 

Die Verallgemeinerung der Resultate dieser Nr. fiir den Fall, dafs 
der Rang 5 c der Matrix (25) beliebig ist, bildet einen der Hauptgegen- 
stande der Tbeorie des Pfaff’scben Problems. 

94. Eine Funktion ft von der Eigenscbaft, dafs der Ausdruck fx z/ 
ein exaktes Differential ist, beifst ein „Euler’sclier MuUipUMtor^ der 
exakten Gleichung J ==0. Damit p ein Euler’scber Multiplikator sei, 
ist also notwendig und hinreicbend, dafs die Identitaten: 


0f_. 


diiia) 


dxj. 


des, 


— aje ^ 4“ a, 


0 ^ 
dx. 


{i, ]c= 1,2 


«) 


erfiillt sind. Ist gdf eine beliebige Normalform von J, so ist y ein 

Enler’scber Multiplikator. Ist der Quotient zweier versebiedener Mul- 
tiplikatoren fi, pf niebt konstant, so kann die allgemeine Integral- 
gleiebung der exakten Gleicbung ^ = 0 in der Form 


ib = konst, 
fi 

gesebrieben werden. 

Der Euler’scbe Multiplikator der exakten Gleicbung J = 0 ist 
niebts anderes als der Lie’sebe Multiplikator des acljungirten, n — 1- 
gliedrigen vollstandigen Systems (Art. 63). 


Kapitel III. 

Die Klasse eines Pfaff’sehen Ausdrucks. 

§ 1. Die Invarianz der Zahlen x, 

96. Zwei Pfaff’sebe Ausdriicke in gleicbviel Variabeln: 

n 

(1 ) SSI ^ a; . . a;„) dx, 

1 

n 

( 2 ) ^^'2 

1 

keifsen ,/aquivaleiiP^^ wenn eine Variakelntransformation 
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[96] § 1. Die Invarianz der 2ahlen 

yi 9 ^* (^ 1^2 * * 1 , . fij 

(4) a;, = ■ • 2/«) 

existirt^ welche den Ausdruck z/ in iiberfulirt^ vermoge deren also 
die Identitat 

(5) z/' = z/ 

stattfindet. Es entstekt die Prage: 

Welckes sind die notwendigen und kinreickenden Bedingungen 
dafiir^ dafs zwei Pfaff’scke Ansdriicke z/ und z/' aqui valent sind? oder 
etwas anders ausgedriickt: Welcke Bigensckaften eines Pfaff’scken Aus- 
dmcks z/ bleiben bei jeder beliebigen Punkttransformation des Raumes 
Bn{x^x ^ . . x<n) invariant? 

96. Um zunackst eine notwendige Bedingung fiir die Aquivalenz 
zweier Ansdriicke z/ und z/' aufzustellen, betrackten wir gleickzeitig 
die drei fundamenfalen Matrices 




^2 • 

. 


0 

% 

. . 

Ctn 


0 

%2 • 

. ain 


— % 

0 

»12 • 

a\ n 

(A) 


0 . 

. a^n 

; (B) 


«21 

0 . 

a27i 


(^nl 

an2 • 

. 0 



a^ix 

Ct«2 . 

. 0 




0 

. . aifi 






(0) 

^21 ® 

. . a^n 

; 




II (^nl ^«2 • * 0 II 

in denen die 'wie bisker^ die Bedeutung 

__ 

au— — 

kaben^ und die vrir in diesen Vorlesungen immer als die Matrices 
(A) (B) (C)^^ bezeicknen wollen. 

Es sei % der Rang der Matrix (A), d. k. also die Ordnung der 
kocksten, nickt identisck versckv^indenden TJnterdeterminanten von (A)-, 
diese Zakl z keifst die „Klasse des Ffaff'schen Ausdruc'ks z/“ Die 
Rangzaklen der beiden sckiefsjmmetriscken Matrices (B) und (G) sollen 
und g^iiannt warden ; sie sind nach Art. 27 durck Angabe von 
K eindeutig bestimnat; ist namlick x einer geraden Zakl 2 A gleick, so 
ist ist aber x = 2X — 1, so ist — 2/1, — — 2, 

und immer kat man 

2z z^ z^. 


V Weber, Das Pfaffscbe Problem. 


9 
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Wie man die Zahlen x, x^ ermittelt, falls der Pfaff’sche 
Ausdruck ^ beliebig gegeben ist, wurde in Art. 30 auseinander- 
gesetzt. 

97. Urn die Symbolik der Theorie der Pfaff’scben Aggregate ge- 
branchen zu konnen, fiihren wir "wie friiber die Bezeicbnungen ein: 

(i,]c)= — (k,t) = a£k (i,]c = l . .n)-^ 

aufserdem setzen wir nock: 

(0, i) =s ~ {i, 0) = 0; (z == 1 . . n). 

Die Bedeutung des Pfaff’sclien Aggregats 

(^ 1^2 . . 

worin die h irgend’szelche Zahlen der Eeihe 0, 1, . . » bedeuten, ist 
da.TiTi aus dem § 2 des ersten Kapitels ohne weiteres zu entnehmen. 

Ist nun zunachst die Klasse x des Ausdrucks J gleich 2/1, so 
konnen wir nach Art. 28, ohne die AUgemeinheit zu beschranken, die 
Voraussetzung machen, dafs insbesondere das Pfaff’sche Aggregat: 

P = (l, 2,..2A — 1,2A) 

nicht identisch null sei; notigenfalls lafst sich dies ja immer dadurch 
erreichen, dafs wir die Yariabeln x des Problems von vorneherein 
passend numeriren. Femer dflrfen wir annehmen, dafs nicht aUe 
Pfaff’schen Aggregate 

JTi,o, JT 2 ,o, • . nn,£) (vgl. pag. 38) 

identisch verschwinden. In der That hat man ja nach Art. 31 die 
Identitaten 

^ aulT,Q 4- P = 0 (i = 1 . .n). 

1 

Verschwanden also aUe Aggregate II,o, so verschwanden entweder alle 
fl,- Oder die Funktion P identisch. Wir konnen nun offenbar, ohne 
die AUgemeinheit zu beschranken, insbesondere die Funktion 

7722,0 = (1, 2,..2A-1, 0) 

als nicht identisch verschwindend voraussetzen. 

Der Fall jc = 2A ist also nach Art. M vollstandig charaMmsirt 
dwch die Bedingungen: 

ffi] 

\(1^ 2^ . . 2A, (?) “ 0; <? = 0^ 22 -[“ 1; 22 4“ 2^ • • 

Ist ferner k = 2l — 1^ so diirfen wir nach Art. 28 die beiden Aggregate: 
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P' — (1, 2, . . 2A — 2) 

Q = ( 0 , 1 , .. 21 — 2 , 21 — 1 ) 

als nicht identisch yersch-windend annekmen. Parmeh ist der Fall 
j£ = 2 1 — 1 dwell die Bedingungen 


(7) 


jP'=|=0; §=|=0; 

\(lj 2j . . 2 X — 2, (), O') = 0; 6 = 2X — 1, 2^^ . ,n 


voUkommen cliaraUerisirt 

Die ZaM z ist natiirlich niemals grofser als die Variabelnzahl n. 

Im Falle z = n unterliegen die Punktionen at und die aus ihnen 
abgeleiteten Punktioiien aa gar keinen Bedingungs^fe^'^jA^^^p^m; ein 
Pfaff’seber Ausdruek J, dessen Klasse gleicb der Variabelnzabl ist, 
heifst aus diesem Grunde ein „bedingungsloser^^ Ansdruck; ist dagegen 
z<in, so wird ^ ein „bedingter^^ Ausdruck genannt. 

98. Wir behaupten nun: Die Klasse k ist eine Invariante des 
Pfaff'sehen Ausdrucks A gegenuber beliehigen Punktiransformationeny 
m. a. W.: verwandelt sich A vermoge der Varidbelntransformation (3) 
(4) in so besitd A\ als Pfaff'seher Ausdruck in den neuen Variaheln 
yi betrachtet, dieselbe Klasse wie A. 

Urn unsere Bebauptung zu beweisen, beaebten wir die aus (5) 
folgenden Gleicbungen: 


(8) = (i = l..»») 

1 ^ 

die identiscb besteben, wenn die yt durcb die Punktionen (pt ersetzt 
werden. Wir erbalten bieraus: 


(9) 

( 10 ) 
( 11 ) 


^ ^ ?" + i? ^ 

dx.'— aj/j dx. dxj^ ^ * 8 *, 8 % 


aik = 






; 


wenn gesetzt wird 


Aus (11) folgt, dafs die Matrix (C) durch zeilenweise Komposition 
(pag. 42, Anm.) der folgenden beiden Sebemata entsteht: 
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( 12 ) 


(13) 




SVi 

dx^ 


• hnl 

SVi 

22 /i 

dy^ 

^y« 


dx^ 


dx^ 



2 2/2 








Es sei D diejenige v-reihige Unterdeterminante Ton (C), ia deren 
Elementen sieli die Zeilen mit den Indices %% . . iv und die Spalten 
W.. h scEneiden. Dann entsteht D durch zeilen weise Komposition 
der beiden v-zeiligen Schemata: 


(14) 


(15) 


"Vii 

2 ' 8^’ 

■sn. 

2 *■' 8^. 

■ z ^ 

Syi 

93/2 


dxj. 

dx^ 

dx, 

'‘s 


(s = 1 . . v); 


(s = 1 . . v) . 


Naeh einem bekannten Determinantensatz ist also D gleicb der Summe 
aller Produkte ans je einer v-zeiligen Determinante von (14) in die 
entsprecbende v-zeilige Determinante von (15). Das Schema (14) entsteht 
nun aber seinerseits durch Zeilenkomposition der folgenden beiden: 


(C-) 

11 6,. II 

(i, ]c — 

(16) 

Syj_ dy^ 


dx- dx.. 

dx. 

's 


Jede f-reihige Determinante der Matrix (14) ist also nach dem soeben 
angefiihrten Determinantensatz gleieh einer Summe von Produkten aus 
je einer v-reihigen Determinante ron (16) in eine v-reihige Determinante 
von (O'). Schliefslich erkennen wir, dais D gleieh einer Summe von 
Produkten aus je drei Faktoren ist; der erste Paktor ist jedesmal eine 
v-reihige Determinante der Matrix (O'), die beiden andern Faktoren 
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sind r-reiliige Determinanten, die dem Schema (13) entnommen warden. 
Verschwinden also alle v-reihigen Determinanten von (O') identisch, 
so verschwinden auch alle i;-reihigen Determinanten von (C). 

Aus der Identitat (5) folgen aber auch die Gleichungen 


(17) 


n 


% 






welche identisch bestehen, wenn man darin die Xi durch die rechten 
Seiten der Gleichungen (3) ersetzt. Demnach bleiben die Formeln 
(8) — (11) richtig, wenn man darin uberall die Buchstaben a mit h, 
und X mit y vertauscht. Wir schliefsen daraus genau wie vorhin: 
Verschwinden alle i/-reihigen Determinanten von (C)^ so gilt dasselbe 
auch von alien v-reihigen Determinanten von (O'). 

Die beiden Matrices (C), (O') besiUen also denselben Rang 

Aus den Identitaten (8) (11) folgt ferner^ dafs die Matrix (B) 
durch zeilenweise Komposition der folgenden beiden entsteht: 


(18) 


1 

0 

0 • 

• 0 

0 


32/2 


dx^ 

dx^ 

dx^ 

0 


2 2/2 

8 

. 



dx^ 






V ?) 
2j 






2^ 


"bn 


'^h — 

2j Sx^’ 


Vt. V?) 






2^^ 


^Vh 
dx 


Die zuletzt Mngeschriebene Matrix aber ergiebt sieh ihrerseits durcb 
Zeilenkomposition des Schemas (18) mit dem folgenden: 


m 


Ganz ahnlich wie vorhin schliefst man jetzt: verschwinden alle v- 
reihigen Determinanten in (B*^), so verschwinden anch alle v-reihigen 
Determinanten in (B). Da sich nun aus den Identitaten (17) die Um- 
kehrung dieser Thatsache in ganz ahnlicher Weise ergiebt, so folgt, 


0 

h 

h . 

• bn 

h 

0 

^12 

« bln 

bn 

bnl 

bni . 

. 0 
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dafs die beiden Matrices (B) (B') denselben Rang besitzen. Die 
Klasse von z/' ist also in der That gleicli der Klasse von J, namlich 

gleich Y + x^). 

Die Zahlen ^ und x^ sind ebenfalls Invarianten des Pfaffscben 
Ausdrucks J gegeniiber beliebigen Punkttransformationen ; sie sind 
aber durch Angabe von x schon mitbestimmt, und es geniigt sonach, 
die eine invariants ZaH x zu betrachten. 

Damit mei Pfaff’scJie Ausdrucke A md A' dquivalmt seien, ist 
mch dm soeben Bewiesenen jedenfcdls notwmdig, dafs sie dieselbe Klasse 
X hesitgen. Im Laufe des ndchsfen Kapitels wird sich Tierausstellen, dafs 
diese Bedingmg swr Aquivalens aucJi hinreicht. 


§ 2. Die rrobenius’schen SatzeA) 

99. Wir fragen ; „ Wie andert sich die Klasse eines Pfaff’schen Ausdrucks 


A ~ ^ a!{x^x^ . . xf)dx{, 


wenn man dm mit einer nicht identisch verschwindenden Funktion 
q(x^x^ . . Xn) muUiplmrt?“ oder anders ausgedrflckt: „Ist x die Klasse 


von A, und setzen wir; 


A' = dxi EH qA\ a,' 


vrelcbes ist die Klasse von A '“9 
Aus den Elementen 

, dat daf gp 

~ ~ ' 

bilden wir die schiefsymmetriscbe Matrix 


{i,k=\ . .n) 


0 af af . . a„' 

a^ 0 012 • • 

eifii aji2 • * 0 

Der Rang dieser Matrix wird nach Art. 12 nicht geandert, wenn man 
alle ihre Elemente mit q dividirt, ferner die mit multiplizirte 

erste Zeile zu der i + Zeile, sowie die mit multiplizirte 

erste Spalte zu der jk -f* 1*®^ Spalte addirt, und diese Xnderung fur 
alle Indices . ,n durchfiihrt. 



1) Erobenius I und IL 
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Durch diese Umformungen verwandelt sicL. aber die Matrix (2) in 
die Matrix (B), ibr Rang ist also gleicb Demiiacli ist die Klasse 
von entweder oder — 1 und wir baben die Satze: 

1) Ist die Klasse % von J eine gerade Zahl 2 A, so ist diejenige 
des AusdmcJcs qA entweder gleich % oder gleicli % — 1. 

2) Ist die Klasse % des AusdrucTcs J eine imgerade Zahl, so hesiM 
qJ enkveder die Klasse x oder die Klasse x 1. 

Darnacb bleibt die Klasse eines bedingungslosen Ausdrucbs mit 
ungerader Variabelnzabl durch Multiplikation mit einem beliebigen 
Faktor stets ungeandert. 

100. Das vorstebende Resnltat lafst sicb fiir die einfacbsten Falle 

x — 1 und X — 2 direkt verifiziren. In der That kann nacb Nr. 93 
ein Pfaff ’sober Ausdruck z/ der Klasse zwei^ und nur ein solcber^ auf 
die Form 6dcp gebracbt werden, worin die Funktionen 6 und (p von 
einander unabbangig sind; multiplizirt man nun A mit einem Euler’scben 
Multiplikator (Art. 94), dann und nur dann wird * A mit einem 
exakten Differential identiscb, erbalt also die Klasse 1; multiplizirt 
man aber A mit einer beliebigen Funktion q, so verwandelt es sicb 
in Q6d(p, worin die Funktionen q • <? und cp unabbangig sind, bebalt 
also die Klasse 2. Multiplizirt man ferner einen Ausdruck der Klasse 1, 
d. b. ein exaktes Differential df, mit einer Funktion so ver- 

wandelt er sicb wieder in ein exaktes Differential dF — 'll) {f)df\ durcb 
Multiplikation mit einer beliebigen Funktion q dagegen erboht sicb 
seine Klasse um eine Einbeit. 

Als eine weitere Anwendung des obigen Satzes geben wir nocb 
folgendes, leicbt zu verifizirende Theorem: 

Ist ein Pfaff’scber Ausdruck A' in n — 1 Variabeln 

n — 1 

A' = hix^x^ . . Xn^i)dxi 

mit der Klasse x vorgelegt, und bedeutet Xn eine unabbangige 
Variabele, so besitzt der Ausdruck Xn * A' die Klasse x oder x 1, 
je nacbdem x gerade oder ungerade; seine Klasse ist also unter alien 
Dmstanden gerade, 

101. Wir bezeicbnen zwei Pfaff’scbe Gleichmgen: 

n 

J = ^ ai(xiX^ . . x^dxi — 0 

1 

n 

MviVi • • ^ 

1 


( 3 ) 
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als dquivalent, wenn eiae Variabelntransformation existirt, vermoge 
deren die eine dieser Gleicbungen in die andere iibergefiilirt wird, 
vemoge deren also eine Identitat der Form 

^ z Q (^1 ^2 * ’ ^ 

stattfindet. Nach Art. 99 wird nun die Invariante des Pfaff’scben 
Ausdi-noks nicbt geandert, wenn man z/ mit einer beliebigen Funktion 
Q multiplizirt. Darnacli ist eine fflr die Pfaff ’sche Gleichung z/ = 0 
charakteristiscbe Zabl; ist z/' = 0 eine mit z/ = 0 aquixalente Glei- 
cbung, so besitzt der Ausdruok z/' wiedernm dieselbe Invariante 
m. a. W.: 

„I)er Bang Xj der Matrix (B) ist eine Invariante der Pfaff’scJien 
Gleichung z/ = 0 gegeniiber alien PunJcttramformatmien des Baumcs 

Bn(x^ . . Xn).“ 

Wir woUen diese Zabl kurz als den Bang der PfafiF’scben Glei- 
cbung bezeicbnen. 

Damit mei Pfaff’ sche Gleichungen in gleich viel Variabeln aquivalent 
seien, ist also jedenfaUs notwendig, dafs sie denseJben Bang x^ besitzen. 
Im nacbsten Kapitel wird sicb zeigen, dafs diese Bedingung aucb 
binreiobend ist. 

Scbreiben wir die Pfaff ’sche Gleichung (3) unter der Voraus- 
setzung ttn i:|= 0 in der Form : 

(4) dXn — Kj^dXj^ — Kn-idXn-l = 0 U, ^ 

und setzen wir 

9 “/ dec. da^ 

bezeiebnet ferner 21 den Rang der sebiefsymmetriseben Matrix, 

II «« II {i,l — \..n — 1) 

so besitzt, wie man leiebt erkennt, die Pfaff’sebe Gleichung (3) oder 
(4) den Rang 2Z + 2; der Rang einer exakten Gleichung ist 2. 

102. Den Satzen des Art. 99 lassen sicb analoge an die Seite 
stellen, die sicb auf die Anderung der Klasse x bei Addition eines 
exakten Differentials dSl bezieben. Setzt ma n 


z/' = ^ af dxi = z/ '+ dSl(x^ 


Xa . . X<nJ 


also: 




3 as,. 
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so folgt: 

, da[ da^ 

~ ^ • 

Der Bang der Matrix (0) bleibt also ungeandert, wenn man zu dem 
Ansdruck z/ ein beliebiges exaktes Differential hinzufiigt^ und man bat 
die Satze: 

1) 1st die Klasse % von J eine gerade Zalil, so ist die Klasse des 
Ffaff'schen Ausdmcks J + entiveder % oder 

2) Ist die Klasse % von A imgerade, so besit^t der Ausdruck J -f dSl 
die Klasse % oder % — 1. 

Die Klasse eines bedingungslosen Ausdmcks mit gerader Variabeln- 
zabl bleibt bei Hinzufugung eines Differentials stets ungeandert. 

Addirt man z. B. zu einem Ausdruck der Klasse 1, d. b. zu einem 
Differential df ein beliebiges anderes d£ly so erbalt man wiederum 
einen Ausdruck d{f H) der Klasse eins; addirt man aber d{ — f), 
so entstebt ein Ausdruck der Klasse 0, d. b ein identiscb verscbwindender 
Ausdruck. 

Ferner verifizirt man leicbt folgende Bebauptungen : 

Ist A ein Ausdruck der Klasse 2, also von der Form gdf^ so ist 
die Klasse des Ausdrucks Qdf-^-dSl gleicb zwei oder gleicb drei^ je 
nacbdem SI eine Funktion von q und f allein ist, oder nicbt. 

Ist ein Pfaff’scber Ausdruck A' in n — 1 Variabeln 
und mit der Klasse % gegeben, und bedeutet Xn eine unabbangige 
Veranderlicbe, so ist die Klasse des Ausdrucks dXn + A' gleicb % oder 
% -\-l, je nacbdem ungerade oder gerade ist^ in alien Ffflen also 
eine ungerade Zabl. 

103. Dm von den Resultaten dieses § eine weitere An-wendung zu 
geben, scbicken wir folgende Bemerkungen voraus, die sicb unmittelbar 
aus Art. 31 und 32 ergeben; 

1) Die Klasse % des Ffaff'scJien Ausdrucks A ist gerade oder un- 
gerade, je nacMem die Uneare Gleichung 

(5) % "f" ^2 * * ”1“ ~ ® 

eine Folge (Art. 9) des Gleichungensystems 

(6) “f* (i = 1 .. n) 

ist, oder nicht 

2) Die Klasse % des Pfaff'schen Ausdrucks A ist ungerade oder 
gerade, je nachdem die Gleichung ^q — O eine Folge des Systems (6) ist, 
oder nicht 
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104. Wir betrachten nun einen ,^wmogenen“ PfafF’scheii Ausdruck 
(1), d. h. einen solchen, dessen Koeffizienten a, alle in den Variabeln 
X homogen derselben Ordnung g sind, also den Euler’scben Identitaten : 


( 7 ) 


da. da. 


{i = l . . n) 


Greniige leisten. 

Setzen wir 

(8) x^a.^ + ^2®2 + ■ • + = <*) 


so folgt durch Differentiation: 


da^ 


da^ 

+ *2 "i + 


dx, 


+ 


da 

Jx/ 


also durch Subtraktion von der Gleichung (7): 

(9) di-yXi -f" di^Xi • -f- OiinX„ = (gr -(“ 1) (i = 1 . .11). 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich der Reihe nach folgende 
Thatsachen: 

1) 1st die FunUion a = 1/) so ist g — — 1 , md die Klasse x 
des homogenen Ausdraclcs J ungerade. 

Denn a ist homogen der Ordnung <? + 1, also ist p' = — 1 ; ferner 
hat man jetzt wegen der Grleichungen (9): 

4* — f- ai'nXn ^ 1 

(10) anXx -(“••-}" diniCu — 0 (i = 1 . . w). 

Das Wertsystem = x,, ?o = ® erfullt also die linearen Gleichungen 
(6), nicht aber (5), also ist die letztere Gleichung keine Polge von 
(6) (Art. 10). 

2) 1st a = 0, dber g ^ — 1, so ist die Klasse x des homogenen 
Ausdrucks A gerade. 

Denn aus (9) folgt jetzt: 

aaXi 4 1- dinX^ = (gr 4- !)«,• ; {i=l ..n) 

also werden die Gleichungen (6) durch die Werte = Xi und den 
nicht verschwindenden Wert Ig = ^ 4" 1 erfullt, d. h. lo = ^ is* keine 
Polge von (6). 

3) 1st X geradk, und a nicht idenfisch null, so besitd der homogene 
Ffaff’sche Ausdruck 

(11) i (a^dx^ 4 [- andx,) 

die Klasse x — 1. 


1) Oder ~ einer nicht verschwindenden Xonstanten. 
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Denn dieser Ausdruck geniigt den Bedingungen des Satzes 1), 
also ist seine Klasse ungerade, mithin nack Art. 99 1) gleich x — 1. 
Als Korollar folgt kieraus: 

4) Ist die Pfaff’sche Gleichmg 

/I — :r Oj-^ dX-^ ”1“ * * dj^dx^ == 0 

exakt, sind ferner die ai alle Jwmogen derselben Ordmng, und ist die 

FunUion a = Z a,Xi niclit identiseh null, so ist — ein Euler’ scher Muir 

typlikator dieser Gleichmg, d. li. der Ausdruch (11) ist ein exaldes 
Differential. 

5) Ist die Klasse k des homogenen Ausdnicks A imgerade, und ist 
g nicht gleich — 1, so ist die Klasse des (homogenen) Ausdrucks 


A zz. A — 


9 + ^ 


gleich % — 1. 

Denn schreibt man A' in der Form Zafdxi, so folgt 


af 


_ 1 
-9 + ^ 




hieraus erhalt man mit Eiicksicht auf (7) sofort: 

^Xidi' = 0, 

d. k. J' erfiillt die Bedingungen des Satzes 2), seine Klasse ist also 
gerade, mitkin nack Art. 102 2) gleick x — 1. 

Als Korollar ergiekt sick kieraus: 

6) Ist J ein homogener Pfaff’scher Ausdruck, und gleichgeitig ein 
exaktes differential, so hat man, falls g=^ — 1 ist: 

J = d(a,^Xi -| [- dnXn). 

Versckwindet- also die Punktion a identisck, okne dafs dies fur samt- 
licke Koeffizienten at der Fall ist, so kann A nur dann ein exaktes 
Differential sein, wenn g — — 1 ist. 

7) Ist a = 0, und n ungerade, so ist die Klasse x des homogenen 
Ausdrucks A Meiner cds n. 

Denn die Identitaten (8) (9) zeigen jetzt, dafs die linearen Glei- 
ckungen (5) (6) das Losungensystem ^i = Xi, lo = 5r+l besitzen; 
nack Art. 11 ist also der Rang x^ der zu A gekorigen Matrix (B) 
(Art. 96) kleiner als w + 1, mitkin, da er gerade ist, anck kleiner als n; 
und unsere Bekauptung folgt aus der Thatsacke x ^ . 
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8j 1st z/ homogen, ferner a = 0, und g — — 1^ so ist x < n, 
Denn aus (10) folgi, dafs der Rang x^ der Matrix (0) (Art. 96) 
kleiner als n ist. Ist also n gerade, so ist x<in] fiir ungerades n 
ist die Bekauptung schon erwiesen. 

9) Ist /I homogen, a ETi 0^ =j= — 1, n gerade und x = n, ledeutet 

ferner w irgend eine homogene FunMion der Ordnung g 1, so ist die 

Klasse des Ausdrucks ~ J gleich n — 1. 

Demi dieser Ausdruck erfiiUt die Bedingungen des vorigen Satzes^ 
also ist seine Klasse < n, mitkin nach Art. 99 gleich n — 1. 

105. Die vorstehenden Satze sollen nun auf den homogenen Ausdruck 

( 12 ) A EiE a^dx^ “ 1 “ cc^dx^ 

angewendet werden^ wobei die ai ganzrationale homogene Funktionen 
zweiten Grades der drei Variabeln x^x^x^ bedeuten. 

Wir haben jetzt die Falle x = l,2,^ zu unterscheiden. 

Der Fall x—1 erledigt sich nach Satz 6) der vor. Nr. Im Falle 
% — 2 setzen wir wiederum 

a = -f- a^x^ + %^3- 

Ist a nicht identisch null, so ist nach Satz 3) der Ausduck z/ ein 

exaktes Differential df, d. h. z/ hat die Form adf, und die Funktionen 
a und f sind unabhangig. 

Ist ct = 0, so ist nach Satz 2) x notwendig gleich 2, d. h. die 
Gleichung z/ = 0 ist exakt, und die a-, erfullen nach Art. 81 die Be- 
dingung 

(13) “f“ ^3%2 — 0. 

Die aa sind ganzlineare homogene Funktionen von x^, x.^, x^. Dasselbe 
gilt also auch von den Ausdriicken 

(14) Aj^ = y + hx^'j EE y ^31 + ^^2*5 -Ag HEE y aj:2 -f hx^, 

wo h eine beliebige Konstante bedeutet; man hat daher 

(15) Ai = Cx^Xl + c^iX2 + CfiiXt, (i = 1; 2, 3). 

Die Gleichungen (9) liefern hier mit Riicksicht auf (14) 

~ “h %3^3 = ^(^2-^3 ^3-^)3 

also 

a^ X .2 Aq Xg A2 , <^2 ^3 A^ x^ Ag 5 Og z — x^ A2 — ^2 -^1 • 

Umgekehrt^ sind die Ai beliebige Linearformen der x, und die a, durch 
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die soeben bingescbriebenen Gleicbungen definirt, so ist Ea.Xi identisch 
null, also ist nacb Satz 2) des vor. Art. die Pfafif’sche Gleicbung: 

(16) + (^3 A — x^A^)dx2 + (x^A^ — x^A^dx^ — 0 
exakt 

Die Integration dieser Gleicbnng ist von Jacobi ausgefuhrt worden. 
Ibre allgemeine Integralgleicbnng hat die Form: 

(17) = konst. 


Dabei bedeuten X^, X^ die (als verschieden vorausgesetzten) Wurzeln 
der kubischen Gleichung: 


^11 1 

^12 

^13 

^21 

to 

1 

^23 


I C32 <^33 X I 

die Linearformen Li sind dnrch die Fornaeln gegeben: 


0 

% 

X^ 

^3 


Cll- 

- Xi C 12 

^18 


C 21 

^22 

i <^23 

is 


^32 

^38 


nnd die sind beliebige Konstante. 

Ist endlich die Klasse des Ausdrucks (12) gleich 3, so ist nach 
Satz 5) des vor. Art. die Klasse des Ausdrucks 


— d 



gleich 2; da ferner die a/ ganzrationale homogene Funktionen 2^®"" 
Ordnung sind, nnd der Identitat Ealxi^Q geniigeU; so wird die 
allgemeine Integralgleichung der exakten Gleichung — 0 wie so- 
eben gefunden. Ist (17) diese Gleichung, und bezeichnet man ihre 
linke Seite mit o, so findet man fiir z/ folgende Darstellung: 

A = d c()j pcZca, 


wobei Q aus irgend einer der 3 Gleichungen 

1 da , d(o 1 o 

+ 0 = 1 , 2, 3 ) 


at 


bereclinet wird. Die Funktionen -1 a, q, co, sind, wie man leickt erkennt, 

o 

unabkangig (Art. 123), nnd komogen bezw. von den Ordnungen 3, 3, 0. 


1) Jacoti Werke Bd. 4 p. 257; vgl. Frobenius II. 
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Kapitel IV. 

Die Pfaff-Grrassmann’sche Reduktionsmethode. 


§ 1. Die Pfaff’selie Eeduktion. 


106. Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, nahm die 
Theorie des PfafiP’schen Problems ibren Ansgangspnnkt von der zuerst 
von Pfaff in einem speziellen FaU gelosten Aufgabe^ eine gegebene 
totale Differentialgleicbnng 

(1) m Oj^dx^ • -(- cLfidXn = 0 

anf eine reduzirte Form 


F,df,-^F,df, + ^^ + Frdfr = 0 

zn bringen^ in -welcber die F nnd f gev^^isse Funktionen der nrsprting- 
lichen Variabeln x bedeuten, und die Zabl r der Terme (oder^ wie vrir 
anch sagen wollen, der „Differentialelemente df/^) moglicbst klein ist. 

Urn diese Frage zu beantw-orten^ steUte sick Pfaff zunachst folgende 
Aufgabe: Es sollen in die Gleichung J — 0 neue Variabeln 

(2) 2 / 1 , . • 2/n-l, t 

eingefiihrt vs^erden, derart dafs die transformirte Gleicbung nur mehr 
die — 1 Variabeln . . yn-~i enthalt, m. a. W.: Man soil die FunMionen 
, .jpn derart lestimmen, dafs vermoge der Variaielntransformation: 

(3) X{ = fi {y^y ^ . . t) (* = 1,2.. n) 


eine Identitat vm folgender Form hesteht: 


(4) 


•n — X 

j = Q{y^,y^,-‘ yn-i, t) - 2 HviVi • • y,i-x)dy, 


Indem wir uns in z/ die a; durch die Funktionen ip ersetzt denken, 
und die Koeffizienten von dt, dyt links und reckts vergleichen, folgt: 


(5) 

( 6 ) 


dipi 




+ ~gf H h 


«i ^ + «2 H - 


dt 

SVi 


;0 


(i = 1 . . w — 1). 


Dabei sind natiirlich anch in den Oi die x durch die ip zu ersetzen. 

Differentiiren wir (5) nacb y,, (6) nacb t, und beachten, dafs bi 
von t nicht abbangt^ so folgt; 
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^ ^ ^ dt I 0*1 dy^ ' ' S*„ dy; 


- ) + ^«ife 


( 8 ) 2 


da^ d% 

dy. \ dx. dt ' * dx„ dt 


^ dy^ ' 

Nun ist aber wegen (6) 




1 ^ . Bq 

.' dtdy. dt 


If = ft 2 ' 


wenn gesetzt wird 


also ergiebt sicb durch Subtraktion der Gleicbung (7) von (8): 


01 dyAdxj^ ^x^ 


ft 2 «/ 


Oder endlicb, unter Gebraiicb der Symbole a,*: 


( 12 ) 2 


^ ly, 


2 an- 


eh: 0 (i — 1 . . n). 


Aber mit Riicksicbt auf (6) besteht aucb nocb die Identitat 


^Cti -j- Ctllc 


Die naeb den Variabeln (2) genommene Punktionaldeterminante 
der tj; verscbwindet nun nicbt identiscb; indem wir also die Relation 
(5) nocb einmal anfscbreiben, erbalten wir aus (12) und (13): 

In— I ^ 

^ ■0r'i r®” It 

d'ip2 

(la^ = « -j- ai2 "ff H h *in -jf- 


I — I 

ft«2 = % "^ + 


I 1 „ 

* i r t*2« ‘jf 


_ ^i>i , I I 

fia„ — a„i — [- a„s t' • • "T 


107. Es gilt aber aucb umgekebrt der Satz: 

Existiren w 1 Punktionen ft, der Variabeln (2), derart 

dafs die Identitaten (14) besteben, wenn man in den a,- die x durcb die tp 
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ersetzt, und sind die tp,- Mnsichtlicli der n Variabeln (2) unabbangig, 
so gilt vermoge der. Transformationsformeln (3) eine Identitat der 
Form (4), und zwischen den Funktionen ft und q bestebt der durcb 
(10) definirte Zusammenliang. 

In der Tbat^ sind die Identitaten (14) erfuUt, so gilt das Grleicbe 
von den Relationen (12), (11), (7). Bezeichnet man daher die linke 
Seite von (5) mit T, die linke Seite von ( 6 ) mit F,, so kann die 
Identitat (11) so geschrieben vrerden: 


di dt 


{i = l . .n — 1 ). 


Damacb kdnnen wir setzen 


Yi = Qh, 

•worin die 5 . nur von . . yn-i abbangen, und p mit y, durcb die 
Formel (10) zusammenbangt. Unsere Bebauptung ist damit bewiesen. 

Damit also vermoge der Variabelntransformation (3) eine Identitat 
der Form (4) bestebe, ist notwendig und binreiebend, dafs die Funktionen 
xpt einem Gtleicbungensystem der Form 

^ ■ ■ ^») 


geniigen, wobei die Funktionen . . a;„) und fi(a;j . . a:«) 

linearen Gleicbungen 


(15j 


0 = ■{■ ■ ■ ~1" 
-f- • • “f" 


die 


identiscb erfiillen. Die ipi mussen also fur jedes beliebige Wertsystem 
der (als arbitrare Konstanten zu betracbtenden) Grofsen . . yn—i Inte- 
g(m?£unktionen des simultanen Systems 

dx- 

= ^i(x^X2 . - (i === 1 . . 

sein. Lost man daher die Gleicbungen (3) in der Form 
(16) yi = (pi(x^ X^..Xn)] t = % (x^ X^ . . Xn) 


auf, so mussen die 9 ,- unabbangige Losungen der linearen partieUen 
Differentialgleicbung 


(17) 


jr I g 4_ _|_ S 

5l “T §2 ~r • • “T 


Oder des zugeborigen simultanen Systems 


0 
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seiuj wahrend x den q)i unabhangig sein mufs, im librigen aber 
beliebig gewablt werden kann. Damit ist folgender Satz bewiesen: 

^yMan erhdlt die allgemeinste Variabelntransformation, vermoge deren 
der Pfaff'sclie AusdrucJc A die Form 

n — 1 

(18) Q (y^y^ ■ • yn-it) ■ ^ i^iy^y^ ■ ■ yn-i)dy; 

1 


annimmt, indem man ein heliehiges Losimgensystem linear en 

Gleichungen 






(i = 1 . .n) 


derart bestimmt, dafs nicht alle null sind^ und irgend n — 1 unab- 
hdngige Integrale der linearen partiellen Differentialgleichung 



H 


IL 


nebst einer bHieUgen andern FunUion % als neue Variabeln . . yn—ij t 
in A einfillirt^^ 

Ist eine solcbe Transformation gefunden^ so ergeben sicb die Ver- 
baltnisse der hi aus den Relationen (6); die Funktion q ist bis auf 
einen willkurlicben, nnr von . . yn—i abbangenden Faktor bestimmt. 

Ist der Rang der Matrix (B) (p. 129) kleiner als n -f* 1^ so besitzen 
die linearen Grleichungen (15) immer ein Losungensystem^ fiir das nicbt 
alle verschwinden. Also folgt: Es ist dann^ aber aucli nur dann 
unmbglicli den Pfaff'schen Ausdruck A durch Einfiihrmig neuer Variabeln 
auf die Form (18) m bring wenn die Zahl der Variabeln x imgeradCy 
und A bedingungslos ist 

108. Wir betracbten nun znnachst einen bedingungslosen Aus- 
druck A mit gerader Variabelnzahl n = 2v. Da dann das Pfaff’sche 
Aggregat 

P = (l,2..2i/) 

nicbt null ist (Art. 97), so ist nacb Art. 31 das allgemeinste Losungen- 
system der linearen Gleichungen (15) durcb die Formeln 

(19) = 


gegeben, wo a eine arbitrare Funktion der x bedeutet, und JT/^o aus 
P dadurcb entstebt, dafs man die Ziffer i durcb 0 ersetzt. Die all- 
gemeinste Transformation, welcbe die Uberfubrung von A in die ver- 
langte Form leistet, wird also erbalten, wenn in (16) unter den g)i 
irgend n — 1 unabbangige Losiingen der linearen partiellen Differential- 
gleicbung 

V. Weber, Baa Haffscbe Problem. 


10 



146 Kap. IV. Die Pfaff-Grassmann’sclie Eeduktionsmetliode. [109] 

( 20 ) 


TT ^ f I TT I I JJ ^ f n 

-^10 + ^■'20 H r u 


und unter ip eine willkiirliche Funktion Terstanden wird. Wir durfeii 
aimekmen, dafs J7„o niett identiscF null ist (Art. 97), und dafs eine 
Stelle . . xj^ existirt, an der alle a,, also nacli Art. 38, 6) auch alle 
iJ/o regular sind, und an der JT„o nickt verschwindet (Art. 38, 3)). 
Die lineare partielle Differentialgleickung (20) besitzt dann hinsicbtlich 
= Xn° n — 1 Hauptintegrale . . hn-i (Art. 46), und % kann mit x„ 
identifizirt werden. Jetzt erhalt J vermoge der Transformation 

(21) y-^ — — 1 (^1 ' * 5 

die Form 

n — 1 

Vn-i) dy , . 

Ersetzt man hierin Xn durcli Xn^ und beachtet, dafs die yi Haiipt- 
integrale sind^ so folgt durcli Vergleicbung der Koeffizienten von dXi 

. » Xyi — Xfi ) — l^n ) ’ — l) ; 

mithin 

,( 2/1 . . ijn-l) _ ^ ^ ^ , 

die aus der Pfaff’sclien Gleichung z/ = 0 vermoge unserer Variabelii- 
transformation bervorgebende Gleicbung ist sonacb: 


76 L 

^ ffl/(«/i • • 2/»-i; xij^)dy,- = 0, 


kann also der Form nacb angegeben werden^ aucb wenn die Jii im- 
bekannt sind. 

109. Durcb die Metbode der vor. Nr., die man als die /jerade 
Pfaff'sche BeduMion^‘ bezeicbnet, wird ein bedingungsloses z/ in ^^ = 2 
Yariabeln auf eine Form mit nur n — 1 Differentialelementen gebracbt. 
Dies lafst sicb aber aucb fur einen bedingungslosen Ausdruck mit 
2v — 1 Yeranderlicben 


^v — l 


( 22 ) 


^ ^ ^ ai{xiX2 . .Xir-i)dXi ( 2 j ; — 1 ^ 3 ) 


erreicHen. Nack Art. 97 diirfen wir namlick jetzt das Aggregat 

P' = (l,2,..2.-2) 

als nicht identisch versckwindend voraussetzen. Dann ist also der 
Pfaff’sche Ausdruck: 
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^ =:=r: (X-y^dX^ — |— Ch^dX^^ “f" * * “1“ ^2v — 2dX2v — 2 

ein bedingungsloser Ausdruck in den 2v — 2 Variabeln x^.,X 2 v- 2 ^ 
wenli die Grrofse X 2 v-i als eine Konstante betracbtet wird. Scbreiben 
wir demnacb: 


m, = 2^, .Tc — 1^0, k+l,,2v — 2) (^; = 1, 2, . . 2i; — 2) 

so konnen wir annebmen, dafs Jl 2 v— 2,0 nicbt identiscb null ist (Art. 
97). Sind jetzt die Funktionen 

(P^(X^ . . X2V-1), • • 002v-~l) . • (P2v~b(^i • ‘ ^2v~l) 

irgend 2v~3 unabbangige Losungen der partiellenDifferentialgleicbung: 

(24) JIio j~ + n2oj^^-\ h m,-,, 0 = 0, 

so sind sie liinsiclitlicli von einander nnabliangig (Art. 46). 

Wablt man dann i^ix-^ . .Xiv—-i) beliebig, aber so, dafs die Funktionen 
. . cp^v—B, i’ binsichtlich Xj^..X‘ 2 v —2 unabbangig sind, so liefem die 
Formeln 

(25) x' = (p,(x^ . . X2v—l), CC 2 f -2 = rp{x^. . X 2 v-l) (i=l . .2v — 3) 


die allgemeinste Transformation der Variabeln Xj^ . . x^r-B, vermoge 
deren der Pfaff’scbe Ausdruck (23) in die Gestalt 

2»— S 

(26) = (j'(^/ . . xiy-s, X2v-2, 0C2v-i) ■ ■ X-U - 3 , X2v-i)dx[ 

1 


tibergebt. Diese Identitat bestebt vermoge (25) identiscb fiir jedes 
Wertsystem der Variabeln % . . x-iv—i nnd der Differentiale dx .^ . . dx 2 v— 2 j 
wobei indes bei der Ausrecbnung der Differentiale dx[ = dcp, die 
Grofse X 2 v—i als Konstante zu bebandeln ist. Beziebt man aber^ wie 
gewobnlicb, das Differentiationssymbol d auf alle 2v — 1 Variabeln x, 
so miissen wir die Identitat (26) so scbreiben: 

2 t/— 3 /2 y — 3 

= 0' • 2 ~ ^ ' (.^ d 

Fubren wir diese Darstellung von zl' in den gegebenen Ausdruck (22) 
ein^ und scbreiben wir: 

a[{xl . . xiv~ 2 ^ ^ 2 i/-i) = * &/ (i = 1,2, . ,2v — 3) 

24—3 , 

Sir ' 

(X [X]^ . . X2v — 2; ^2v — l) ^2v — 1 ^ > 



dx/ 


^2v~ 


* dx2v- 


die Variabeln x^, ,X 2 v ^2 mittels der 

10 ^ 


wobei in der Funktion a 2 v—i 
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Formeln (25) durch auszudrucken sind, so nimmt 

A die Form an 

2v— 3 

( 28 ) ^ = aldxl -(“ adx^v^i, 

1 

Ein bedingungsloser Ausdruck z/ in n ~2v 1 Yariabeln kanii 

also stets in einen Ansdriick mit ebenso viel Variabeln transformirt 
wden, in welchem aber die Anzahl der Differentialelemente gleich 

1 ist. Wir woUen dies Verfahren als die „ungerade Pfaff’sche 

EeduUion“ bezeicbnen. 

110. Urn den Ausdruck ^ des TOrigen Artikels weiter zu bebandeln, 
schreiben wir die Identitat (26) in der Form 

J' ^ o’ 

Nun ist die Invariante des Pfaff’schen Ausdrucks J', wenn darin 
nur Xi..X 2^-2 als Variable gelten, gleich 2v — 2. Nach Art. 98 
gilt also dasselbe fur den Ausdruck o' mit den Variabeln x^ . . 
mithin auch fur den Pfaff’schen Ausdruck (Art. 99). Also ist der 
Pfaff’sehe Ausdruck 

Sr— 3 

' • X^r — -i) dX/ 

1 

for jeden beliebigen Wert der (als Parameter zu betrachtenden) Grofse 
X 2 V -1 ein bedingungsloser Ausdruck mit 2v — 3 Variabeln a:/ . . xiv-'i- 
Ist nun 2v ~ 3 ^ 3, d. h. 2v — 1 ^ 6, so konnen wir auf 
wiederum die ungerade Reduktion anwenden. Zu diesem Zwecke 
konnen wir, analog wie oben, die Variabeln . . von vornherein 

so numerirt denken, dal's der Ausdruck 

2 v — 4 

/d mr . . X^v — 3; — 2^dXi 

1 

einen bedingungslosen Ausdruck in den 2v — 4 Variabeln 

^ 29 ^ ^2 * * — 4 

darstellt^ wenn ^i; 2 r ~-3 und X 2 v^i als Parameter gelten. Dann lassen sich 
statt der Variabeln (29) neue Veranderliche 

(30) Xi m: (ft, (X-^ X^ • * X^^ — 4; — 3; — l) (i 2 . . 2'!/ 4) 

SO einfubreiij dafs identisch: 

21/ --5 

(31) J" 0"{X^'' . . X2v-~4.f i^2i/~3; ^ Wi' dX^' 

1 
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worin die 6/' lediglich von den Variabeln 

ff f 

• • ^2V — 5; ^2v — o; <^2}' — 1 

abhangen. Die Identitat (31) besteht vermoge (30) flir alle Werte 
der 2v — 2 Variabeln 


(32) 1 ^ 2 ^ . . — 4; — 3; — 1 

nnd bei der Auswertiing der Differentiale dx[' = clcpi sind x‘2r~3 und 
1^20;-- 1 als Konstante zu bebandeln. Beziebt sich aber das Differentiations- 
symbol d aucb auf ^12^-3 nnd x^n^-iy so habeii wir zu setzen: 



Mit diesem Wert von /}'' erbalt der urspriingliche Ausdruck J folgende 
Grestalt: 

2y — 5 

(33) z/ ctdx2v — 1 ’4” ^ dXfy — 3 ~|— dXf . 

1 

Darin ist gesetzt: 

a/' = a (?"&;' (i=l,2..2r — 5) 

2r— -5 

a = s' I h^v—z — ^ 

1 

3v-5 „ , 

, „ S^T » 




a^a 


und sowohl in a als aucb in der am ScUufs der vor. Nr. deflnirten 
Funktion a sind die Variabeln a?/ . . x^v—i mittels der Formeln (30) 
durcb die Variabeln (32) auszudriicken. 

Die Identitat (33) besteht fiir alle Werte der Variabeln . . x^v—i 
und ihrer Differentiale, wenn man die ic/ und a?" mittels der Formeln 
(25) (30) durch die x ausdruekt. 

Schreiben wir jetzt die Identitat (31) in der Form 

z/" = 

so ist z/;^" wiederum ein bedingungsloser A.usdruck in 2v — 5 Variabeln 
a;/' . . xi'v-i etc. Durch v — 1-malige Wiederholung dieser SchluJs- 
weise erhalten wir fiir z/ eine Darstellung^) der Form: 


1) Es wird gesetzt a;^(o) = x^, xp) = a;/, xp) = x!' etc. 
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[Ill] 


(34) ^ H !" 5 

auf der rechten Seite steht ein Pfaff’scher Ausdruck in n = 2v — 1 
Variabeln: ' 

■ ■ xir-i, xir-2, X^.^x- 

Die Punktionen a, a . . «0-i) sind Funktionen dieser Variabeln; die 
Variabeln bangen mit den so zusammen: 


( 36 ) 4 ‘> = 


(J = 1, 2 . . 2» — 2i) 


iind dies gilt fiir jeden Index h der Reihe 1^2, v — 1. 

Driickt man mittels der Pormeln (35) die Variabeln 
der Reibe nach durch die nrsprunglichen Variabeln x-^ . ^X 2 v-i aiis, so 
yerwandelt sicb (34) in eine Identitat, die fiir jedes Wertsystem der 
Xi und ibrer Differentiale stattflndet. Indem wir also die Bezeicbnung 
etwas andern, folgt der Satz: 

jjJeder hedingimgslose Tfaff'sche Ausdruck A in %v — 1 Variabeln 
% . . (r 2 r~i 'Idfst sick durch v — \ successive ungerade Beduktionen auf 
die Form: 

(36) “h "1“ • • -j- Frdfv 


bringen, ivorin die F, f gewisse Funktionen von % . ,X 2 v-i hedeuten.^‘ 

111. Zwiscben den 2v Punktionen F, f bestebt natiirlicb min- 
destens eine identiscbe Relation der Perm 

(37) 0iF,..F,.,fx..f.) = O. 

Es kann aber aucb nnr eine solcbe Relation geben; liefsen sicb nam- 
licb r^2 der Funktionen F, f durch die ubrigen ausdrucken, und 
■wiirde man die letzteren als neue Independents in den Ausdruck (36) 
einfiihren, so erhielte man einen Ausdruck in nur 2v — r Variabeln, 
der also nicht die Klasse 2v — 1 besitzen konnte. Die Relation (37) 
mufs ferner nact einer der Grofsen F auflosbar sein; denn andernfalls 
liefse sich eines der f, etwa fx durch /^ . . /; allein ausdrucken : Dann 
aber wurde sich (36) auf einen Ausdruck mit nur v — 1 Differential- 
elementen reduziren, der seinerseits durch Einfiihrung neuer Verander- 
licher in einen Ausdruck mit hochstens 2v — 2 unabhangigen Variabeln 
verwandelt werden konnte. 

Eines der Differentialelemente dfx . ■ dfr, etwa dfx ist nach. der 
vor. Nr. mit dx%.^_x identiseh. Bs lafst sich aber leicht erreichen, 
dafs mit einer ganz heliebigm Punktion von x^^ . . x^v-.x identiseh 
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wird; wir brauclien zu diesem Zweck bios statt der x beliebige neiie 
Variable . | 2 r-i in ^ einznfilbreu^ und den so erhaltenen Ausdruck 
auf die Form (36) zu bringen; dami stimmt df^ mit iiberein. 

112 . 1st z/ ein bedingungsloser Ausdruck in 2i; Variabeln x^..X 2 yj 
so denken wir ihn uns durcb eine gerade Pfaff’scbe Reduktion auf die 
Form gebracbt. Der Pfaff’scbe Ausdruck mit den Variabeln 

. . y2v^ip t besitzt dann die Invariante = 2 vj und dasseibe gilt 
nacb Art. 99 aucb fiir den Ausdruck der nur von den «/,• abbangt; 
daber ist ein bedingungsloser Ausdruck in 2v — 1 Variabeln^ kaim 
also nacb Art. 109 auf eine Form mit nur v Differentialelementen ge- 
bracbt vs^erden. Daber gilt der Satz: 

Jeder bedingungslose Ausdruck in 2 v Variabeln x^.,X2v kann 
mit Hiilfe von einer geraden und v — 1 ungeraden Reduktionen auf 
die Form (36) gebracbt werden^ worin die fi gewisse Funktionen 
von . ,X2r bedeuten. 

Diese Funktionen sind jetzt von einander unabbangig. Bs folgt 
dies entweder daraus, dafs im entgegengesetzten Fall der Ausdruck 
(36) auf eine Form mit weniger als 2 v Variabeln gebracbt werden 
konnte, also eine Klasse %<i2v besafse, oder aucb unmittelbar aus 
den Bemerkungen der vor. Nr.^ wenn man dieselben auf z/^ anwendet, 
und beacbtet^ dafs q im gegenwartigeii Fall wegen (10) von der 
Variabeln t nicbt unabbangig ist. 

Wir wollen die Resultate der letzten drei Nummern folgender- 
mafsen resumiren: 

Jeder bedingungslose Pfaff'sclie Ausdruch in 2v — 1 Variabeln 
,X 2 v-i Idfst sicli durch Einfuhrimg neiier unabMngiger Verdnder- 
licher ^2 v^i die Form 

(38) n(%; ^ 2 ^ •• ^ 2 i/-i) * {d^v + [- 

red%idren. 

Jeder bedingungslose Pfaff'sche Ausdruch in 2v Variabeln Xj^.,X2v 
Idfst sicli durch Einfiilirung neuer unabMngiger Verdnderlicher 
auf die Form 

(39) 0yj^id0^ 0Y-\-2d^2 “j- * • 4 - 02vd0v 
redimren. 

113. Es verstebt sicb von selbst, aucb umgekebrt jeder 
Pfaff’scbe Ausdruck der Form (38) die Klasse 2v — 1 besitzt, wenn 0 
eine beliebige Funktion der 0 bedeutet; dabei ist es nacb Art. 98 
gleicbgtiltig, ob man (38) als einen Ausdruck in dem 2p — 1 Inde- 
pendenten 0^ . . 02v-i ansiebt, oder ob man diese Grofsen als unab- 
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hangige Funktionen irgend welcher Variabelii . . x^v—i betrachtet 
und dementsprecliend unter J einen Pfaff’schen Ausdruck in 
verstebt. 

Ebenso ist die Klasse des Ausdrucks (39) gleicb 2v^ gleicbviel 
ob die Zi iinabbangige Veranderliche oder iinabliangige Funktionen 
von 2v Variabeln bedeuten. 

Dock ist es ntitzlich diese Bebauptungen direkt zn verifiziren. 
Wir zeigen zunacbst^ dafs der Ausdruck 

(40) “f“ • • — id By — 1 

die Klasse 2v — 1 besitzt^ wenn die b^ . . B^v—i unabbangige Variable 
bedeuten. Wir setzen 

Br^i . . Gv — 1 1? Gp^i == 0^ . . G2v~l = 0 

da. da 

GlJl; == IT” 1 . . 2 V 1) 

und bilden aus diesen Elementen die zu (40) geborige Matrix (B); 


0 



1 

0 

, . 0 

— + l 

0 

0 

0 

1 

. . 0 



0 

0 

0 

0 

. . 1 

— 1 

0 

0 

0 

0 

. . 0 

0 

— 1 

0 

0 

0 

. . 0 

0 

0 

. . —1 

0 

0 

. . 0 


Diese 2v-reibige Determinante bat den Wert also den Rang 2v] 
streicbt man die erste Zeile und Spalte, so entstebt ein Schema vom 
Rang 2v — 2, also ist die IQasse von (40) gleicb 2v — 1. Da aber 
die Klasse eines bedingungslosen Ausdrucks mit 2v — 1 Variabeln 
durcb Multiplikation mit einem Faktor sicb nicbt andert (Art. 99) 
so besitzt aucb der Ausdinick (38) die Klasse 2v — 1 . Streicbt man 
ferner in dem obigen Schema die v + Zeile und Spalte, so erbalt 
man die zu dem Ausdruck 

(41) Bp^^dB^ B^v—idBy^i 

geborige Matrix (B); diese besitzt den Rang 2v — 2, und dasselbe 
gilt von dem Schema, das entstebt, wenn aucb nocb die erste Zeile 
und Spalte weggelassen wird. Also ist 2v — 2 die Klasse von (41), 
und daraus folgt nacb leichter Anderung der Bezeicbnungsweise, dafs 
2v die Klasse von (39) ist. 
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Wir yerzichten darauf, die hier auseinandergesetzte Pfaff’sche Re- 
duktionsmethode^ ebenso wie die nun folgende Grassmann’scke, durcb 
spezielle Beispiele zu erlautern^ da wir spater weit einfachere Metboden 
kennen lernen werden. 


§ 2. Die Grassmann’sclie Beduktion und das Grassmann’sclie 

Theorem. 


114. Wir betrachten nunmebr den Fall eines bedingten Ausdrucks 
J in n Variabeln, dessen Klasse % sonach < n ist^ und zwar zunacbst 
unter der Annabmej dafs % einer geraden Zabl 2 A gleich sei. Nach 
Art. 97 konnen wir in diesem Fall annehmen, dafs die beiden Pfaff- 
schen Aggregate 

P = (1, 2, . . 2A), - (1, 9 . . 2A - 1, 0) 


( 1 ) 


= 1 . . n) 


nicbt identisch null seien. Nack Art. 31 besitzen dann die Gleickungen 

0 = -t” * * “f* 

Ojl Io = CLn ll “f* * ‘ “h ^in In 
das Losungensjstem : 

( 2 ) = JTio . . In = I21+1 == 0 . . L = 0 , ^0 = - P. 

Bezeioknen wir mit 

^ — 1 unabkangige Integrate der linearen partiellen Differential- 
gleickung: 

^ h ^ 2^,0 ^ = 0 


und mit ^|J(x^.,Xn) eine beliebige Funktion, die nur der einen Be- 
dingung zu gentigen kat^ dafs die Funktionen ^92 • <^22 hinsicktlick 
Xi . x^z unabkangig sind, so erkalt ^ nack Art. 107 vermoge der 
Variabelntransformation: 


( 4 ) y^ = (p2j 2/2 = qps • • yn-i ^ yn = oon-\-i^ ^yn-i = ^ 

die Form 

n — 1 

(5) ^ ~ 9 {yt . . yn^i , t) h, (i/i y^ . . ijn-i) dy, , 

1 


und da die Funktion, die in Art. 106 und 107 mit y bezeichnet 
wurde, gleich — P, also nicht identisch null ist, so ist wegen 

1 8e 
e dt 


( 6 ) 


y = 


die Funktion q von t nicht unabhangig. 
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1st . . Xn eine Stelle, an der alle regular, und lI^x,o nicht 
null ist (Art. 38, 3), 6)), so konnen wir unter den g), insbesondere 
Uauptintegrale der Gleicbung (3) binsichtlicb 

(7) x^x — 

verstehen, so dafs sicb also cp, vermoge (7] auf x,—i reduzirt; ferner 
diirfen wir in (4) die Funktion ^ mit X 2 X identifiziren. Setzen wir 
dann in der Identitat (5) X 2 x = Xu, so folgt: 


* • '^2^ — ^2 A; ^2^4"^ * * 

2 

zq{Xi . . Xn-l, Xn + 1 * • xn)[^‘Ha;x . . X2X-1, XiX + l- ■aTn)dx, 


Z = 1 


2Z-~l 


m — 1 


+ • • ^n-1, ^^22+1 . . x^ clx ^ , 

2Z 


man findet somit: 

J / N ^i(yi • ' ^22 ‘ ■ ^n — l) /• ^ , ws 

b, (yi . . 2/«-.i) = ^ ^ (^=l,.,2X — l), 

d. h. die Pfaff’sche Gleicbung 


n — I 


■^1 — 


die sich durch unsere Transformation aus z/ = 0 ergiebt^ kann der 
Form nach angegeben werden, aucb wenn die Hauptintegrale nicbt 
bekannt sind. 

115, Es sei zweitens die Klasse z von z/ gleicb einer ungeraden 
Zabl 2 A — 1. Jetzt diirfen wir die beiden Pfafif’scben Aggregate 
P'— (1,2..2A — 2), 2A — 1) 

als nicht identiscb verscbwindend annebmen. Die G-leichiingen (1) 
konnen jetzt nur durcb die Annabme = 0 erfiillt werden. Haben 
die Symbole K/k dieselbe Bedeutung wie in Art. 82, so besitzen die 
Gleicbungen (1) u. a. das Losungensystem : 

11 = Ei^n, I2 == -S2,n • . hz — l = ^22 — 1 , 71 ] ^21 — 0, . . ^n — l = 0; 

lo = 0- 

Es seien: 

<Pl(Xt . . . . (p2X-lio[;i . . Xn), X 2 I, X2lJ^l . . Xn^l 

irgend n — 1 unabhangige Losungen der linearen partiellen Dififerential- 
gleicbung: 
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( 8 ) K, 


' OX. 


df 




+ En- 


-1,M 


df 


C tC 2 p 


-Q 


K 


und xlj(Xi..Xn) eine Funktion derart^ dafs die (pi . , kinsiclit- 

lick Xi . . Xn uiiabkangig sind. Dann nimmt z/ vermoge der 

Transformation: 

(9) ; . . 2/2;i-l = y^X = ^ 2 ;. . ■ yn-l == t = Ip 

die Form an: 

« — 1 

(10) J = Q (y^y^ . . yn-i) h, (y^y^ . . y^-i) dy, , 

1 


worin die Funktion q von t unabkangig ist; dies folgfc ans (6)^ da 
kier ^ = ^^ = 0 ist. Ist x ^^ . . xj^ eine S telle, an der alle a, regular 
und Q nickt null ist, so dilrfen wir statt der go, in (9) die Haupt- 
integrale von (8) kiusicktlick Xn = waklen. Macken wir unter 
dieser Annakme in (10) die Substitution Xn — Xn, so folgt: 

n — 1 n — 1 

^ a, («1 . . Xn-iXn^) dx, = 9(0:1 . . o;„_i) ^ I, (*1 . . a;„_i) dx, . 

1 1 

Die aus z/ = 0 durck die Transformation (10) kervorgekende Pfaff’scke 
Gleickung ist also; 

1 

(2/1 ■ • dij! = 0. 

n 

116. Die Aufgabe, den Ausdruck J auf die Form (10) zu bringen, 

worin q von t ganz unabkangig ist, katte sick auck im Falle % = 21 
(und < ^^) dadurck losen lassen, dafs wir statt des Losungensystems 
(2) der linearen Gleickungen (1) irgend eines der Losungensysteme (22) 
des Art. 31 gewaklt katteii, fiir die ^ konnen daker 

unter Wiederkolung eines sckon in Art. 107 erkaltenen Resultats 
folgende Satze aussprecken: 

1) Die Aufgabe, eine Pfaff'sclie Gleichung J = 0 mit n Variaheln 
in eine Gleichung mit weniger als n Variaheln m transformiren , ist 
dann und nur dann unmdglich, wenn n ungerade und die Klasse von A 
gleich n ist. 

2) Die Aufgabe, den Ffaff'schen Ausdruch J in einen Ausdmch 
mit weniger als n Variaheln 0 u redu^iren, ist dann und nur dann un- 
mbglicli, wenn % = n ist 

117. Die Losung der Aufgabe, einen Ausdruck Klasse in 
n Variabeln auf die Form zu bringen, worin nur nock von 
n — 1 Variabeln abkangt, soil als ^^Grassmann' sche Reduktion^^ be- 
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zeichnet werden. Dieses Reduktionsverfaliren iimfafst^ wie man sieht^ 
die gerade Pfaff’sche Reduktioii als einen SpezialfalL 

Es werde nun zunackst % = 2 1 — 1 angenominen. Diircli die 
Grassmann’sclie Reduktion der Nr. 114 geht J uber in einen Ausdruck 
der nur von n — 1 Variabeln abkangt^ und naturlicb wieder die 
Klasse % besitzt. 1st nun — 1; so lafst sick der Ausdruck 

durck eine abermalige Grassmann’scke Reduktion auf eine Form o'z/.j 
bringen^ die nur nock n — 2 Variable entkalt. Durck n — ;i-malige 
Ausfukrung der Grassmann’scken Reduktion erkalt sonack Zl scklielslick 
die Form die einen Ausdruck der Klasse % mit % Verander- 

licken, also einen bediiigungslosen Ausdruck in 2/1 — 1 Veriinderlicken 
darstellt. Nack Art. Ill kann derselbe die folgende Form erkalten 

(11) ^(01^2 • • ^ 2 ;.— i) (Ih "F* . -j- ^ 2 .^— 1 ); 

worin die 0t unabkaiigige Funktionen der 21 — 1 in tzJn—x auf- 
tretenden Variabeln, also auck unabkangige Funktionen der ursprung- 
licken Variabeln . . Xn bedeuten. 

1st zweitens die Klasse % des Ausdrucks zl gleick 2/1 (<n), so 
erkalt z! durck die Grassmami’scke Reduktion der Nr. 113 die Form 
wobei z!^ nur die Variabeln 1 entkalt, wakrend ,,yn^it) 

von der Veranderlicken t nicht unabkangig ist. Da gzt^ als Ausdruck 
in den Variabeln y^..yn-it betracktet, wiederum die Klasse 2 1 be- 
sitzt, so ist die Klasse von zf^ entweder 2X oder 21 — 1 (Art. 99, 1). 
Ist die Klasse von zJ^ gleick 2X — 1, so konnen wir diesen Ausdruck 
durck n — 1 — (2 A — 1) successive Grassmann’scke Reduktionen auf 
einen bedingungslosen Ausdruck in 2 A — 1 Variabeln reduziren. 

Ist aber 2 A die Klasse von so erkalt zt^ durck Anwendung 
der Reduktion des Art. 113 die Form q^zJ^, wo nur mekr n — 2 
Veranderlicke entkalt. Fiir zX^ besteken nunmekr wiederum dieselben 
Moglickkeiten wie fur^^^^, und durck Wiederkolung obiger Scklufs- 
weise ergiebt sick, dafs der eine oder der andere der folgenden beiden 
Falle stattflnden mufs: 

1) Es giebt eine Zakl h — k derart, dafs man durck /i;-malige 
Anwendung der Grassmann’scken Reduktion des Art. 113 zu einem 
Ausdruck zl^ m n — Z; Variabeln gelangt, dessen Klasse gleick 2 A — 1 
ist, wakrend alle vorkergekenden Ausdrticke z/g, . . Zii^i die Klasse 
2 A besitzen; nack dem obigen lafst sick dann zl^ durck n — h — % + 
malige Anwendung der Grassmann’scken Reduktion auf einen bedingungs- 
losen Ausdruck zln^%i-\.i mit 2A — 1 Variabeln reduziren. 

2) Durck n — ;c-malige Anwendung der Reduktion des Art. 113 
erkalt man der Reike nack die folgenden Darstellungen fur zl 
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Z/ — . * * • . Qn—y,^n — 

worm z/, einen Pfalff’schen Ansdruck mit n — i Yariabeln bedeutet^ 
und samtliche Ausdriicke . . die Klasse % = 2l besitzen. 

Im Palle % = 2X kann daber ^ durcb wiederbolte Anwendung 
der Grassmann^scben Reduktionen auf die Form gebracbt werden; 
darin bedeutet J entweder einen bedingungslosen Ausdruck in 2X — 1 
Veranderlicben^ und <? ist durcb die letzteren nicbt allein ausdriickbar; 
Oder es ist zl ein bedingungsloser Ausdruck in 21 Yeranderlicben. 
Nacb Art. Ill kann daber J im Falle % — 2 X stets auf die Form 

(12) 4“ -j" * ’ 4“ 

gebracbt werden^ worin die . . ^22 unabbangige Funktionen der 
Yariabeln . Xn darstellen. 

118. Da nacb Art. 113 aucb umgekebrt einem Ausdruck der 
Form (11) die Klasse 21 — 1, und einem Ausdruck der Form (12) 
die Klasse 2X zukommt^ gleicbviel ob man die als unabbangige 
Yariable oder als unabbangige Funktionen von x^. ,Xn betracbtet, so 
ergiebt sicb der folgende wicbtige Doppelsatz, den wir als das ^^GrasS' 
mann'sche Tlieoremf^ bezeicbnen wollen; 

,ylst die Klasse % eines Ffaff'sclien Ansdrucks J in n Yariabeln 
Xj ^ . . Xn gleich 2X, dann und nur dann Idfst sick A auf die Form 

0ij^id0t 4 " 4 “ • • 4 “ ^2xd0z 

redu 0 iren, worin ^ 1^2 • • ^ 2 ;. undbMngige FunUionen der Yariabeln 
. ,Xn bedeuten/^ 

,jlst die Klasse % eines Ffaff’sclien Ausdrucks A in n Yariabeln 
x-^. , Xn gleich 2X — 1, dann und nur dann Idfst sick A auf die Form 

(11) 0(010 % . • ^2;i— 1 ) (d0x 4~ ^x+id0i 4“ ^x-\-%d02 0^x~id0x^i) 

bringen, worin 0 ^ 02 x~i undbhdngige Funktionen von x ^ . . Xn und 6 
eine gewisse Funktion von 010 ^ • • be 0 eichnetJ^ 

119. YiT'ir wollen diesem Satze nocb einige, leicbt zu verifizirende 
Korollare binzufugen: 

1) Ist % die Klasse eines Pfaff'schen Ausdrucks A in n YariabelUj 
so Idfst sich A durch Einfiihrung neuer Yariabeln auf eine Form bringen^ 
die nur mehr % Yerdnderliclie entJidlt; eine weitere Yerringerung der 
Yaridbeln 0 ahl ist unmdglich 

2) Eine Ffaff'sche Gleichung vom Bange (Art. 101) kann 
durch Einfiihrung neuer Yerdnderlicher auf eine Gleichung mit nur 

— 1 Verdnderlichen redu 0 irt werden; eine ^veitere Beduktion der 
Yariabelmahl ist nicht mbgliclh 
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Diese beiden Satza entbalten die Theoreme des Art. 116 als 
Spezialfall. 

3) Kann ein Tfaff'scher Aiisdnick A oder eine Pfaff'sclie Gleicliung 
A — 0 in n VerdnderlicJien anf eine Form gehracM icerden, die mir 

JDifferentialeleniente entJidU, so ist die Invariante des Aus- 

drucks A liochstens gleich 2h. 

4) Ein Pfaff^'sclier Aitsdruck A (oder eine Pfaff’scbe Grleicbung 

A — Q'j Invafiaiite kann durch Einfiilirung neuer Variabeln 

mf eine Gestalt gelraclit werden, die nur y Differentialelemente ent- 

hdlt; eine toeitere Verringenmg der Zalil der Differentialelemente ist 
unmbglicli. 

5) Eine Pfaff'scke Gleichung A = 0 mit den Variabeln . . Xn 
Idfst sick dann und nur dann auf die Form 

df+F^df, + • ‘ + Fx-.dfi^x = 0 

bringen, worin die 21 — 1 Funktionen f,F von einander unabhdngig sind, 
wenn der Pang der Gleichung A — 0 gleich 21 ist 

120. Wir sind jetzt in der Lage, die Inyariantentheorie einer 
Pfaff’scben Gleichung yollkommen zu erledigen. Es gilt namlicb 
der Satz: 

Damit mei Pfaff'sche Gleichungen 

n 

(13) J — 0 

1 

n 

(14) . . Xn)dx[= 0 

1 

dquivalmt seien, d. h. damit eine Varidbelntransformation 

(15) x'l = ^>i{x^ . ■ Xn) — 

und eine Funktion q(Xj^ . . x^) existire von der Eigenschaft, dafs ver- 
moge (15) die Identitdt 

^' = qJ 

stattfindet, ist nicht nur nofwendig, sondem auch Mnreichend, dafs die 
beiden Gleichungen (13) und (14) densdben Bang besitgen“ (ygl. 

m. 101 ). 

In der That, besitzt der Ausdruck J die Invariante = 24, so 
ist seine Klasse x gleich 24 oder 24 — 1; in beiden Fallen kann J 
auf folgende Form gebracht werden 

d = 0 [dsx -(- 1 dsx—i)^ 
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worin die Funktionen ^2 • • ^ 22—1 von einander nnabhangig sind. 
Im Falle ^ = 2A geniigt es ja zu diesem Zwecke, in dem Ansdruck 
(12) Gf statt ^22 ™d an Stelle von 02 -^/ zu setzen. Besitzt nun 

z/' ebenfalls die Invariante 2A; so lafst es sicb auf eine analoge Form 

Zl' = 6'(d0/ + 02-j-l d0x ^ h ^2 2-1 d02^i) , 

wobei 0 -[j 0 <^,. 022 —i unabbangige Funktionen der Variabeln . . Xn 
bedeuten. Dann kann man n — 2 A -j- 1 weitere Funktionen 022 , ^^ 2^1 • • 
der Variabeln x und ebensoviele Funktionen 022 , ^ 22+1 • • 0n der Variabeln 
x' derart wablen^ dafs die Funktionen 0x • . 07 i binsichtlicb der x nnd 
die < 0 / . . 0n binsicbtlicb der x unabhangig sind. Die Grleicbmigen 

0l{xlx^ . . x^) = 0t{x^x^^ . ,x^ (i == 1 . . ?^) 
lassen sicb nunmebr sowobl nacb den rr', als aucb nacb den x auf- 
losen, liefern also eine Variabelntransformation, vermoge deren augen- 
scbeinlicb die Identitat 



stattfindet. 

Der Rang ist somit tbatsacblicb die einzige Invariante einer 
Pfaff^scben Gleicbung gegeniiber beliebigen Punkttransformationen des 
Raums 

§ 3. Die Jacobi’sche Reduktion; das Pnndamentaltlieorem. 

121. Die reduzirte Form (11), die fiir einen Pfaff’scben Ansdruck 
ungerader Klasse im vorigen § aufgestellt wurde, gestattet nocb eine 
weitere Vereinfacbung. Wir wollen zu diesem Zwecke zunacbst folgende 
Frage beantworten: 

Xann man in einen Pfaff'schen Ausdnwh 

n 

(1) zl = a, {x^x .2 . . Xn) dxi 

1 

mit der Klasse % nene VariaUe i derart einfukren^ dafs 

identisch: 

n — 1 

(2) J = d W(t, y^, 2 / 2 , . . y„-i) + ^'‘Hy^y^ ■ ■ yn-i) dyt, 

1 

dafs sich also zi in die Summe aus einem exakten Differential und 
einem Ausdruck in n — 1 Variabeln verwandelt? 

Die gesucbten Transformationsformeln seien 

(3) , Xi = Xiiy^y^ . . yn-it) (* = !..«) 

Oder nacb den yi und t aufgelost: 
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Setzen wir fiir die Xi ihre Ausdriicke (3) in (2) ein^ so folgt 
diircli Vergleichung der beiderseitigen Koeffizienten von dt\ 


(5) 

( 6 ) 


a, -^51- + + • ■ + 


df’ 


, , ^Xn ^ dw , J . ^ 


{i= 1,2,. .n — 1). 

Diese Identitiiten bestehen Termoge (8) fiir jedes Wertsystem . . yn-xt 
Differentiirt man (5) nacb «/,■, (6) nacb t, so folgt: 

,^«X- ^Xk ^Xi , 

+ 2^‘o., 

1 


74 76 

22 


dx^ dt cy^ 


6-¥ 

dtdiji dtdxji 


oa-i ^Xh ^Xi 

-- dx, dt dy, 

imd dnrch Snbtraktion: 


7t 7i 

22 




^ 

dtdy. dtdiji 




CO 




2 ^{ 2 -‘^‘ 


ferner hat man wegen ajiSS — an die identische Gleichung 

“ Cl / ” 

2C(2‘“~ 


( 8 ) 


dt 


0. 


Da nun die nach y.^^..yn—it genommene Funktionaldeterminante der 
Xt nicht identisch null sein kann, so folgt aus (7), (8): 


(9J 


a, 


21 


I ^^3 I I A 

^ r ®12 'Jf + • • + ^g-f = •-* 

I I A 

« H ha2«-g^ = 0 


hi 

Jt 


+ 


1 

(.a«i 


, 2^3 I , 

+ ®»2 -| j- 


= 0 . 


Umgekehrt, erfiillen die Funktionen jjj diese Relation en identisch, 
weun man in den anc die x durch die % ersetzt, so gelten auch die 
Beziehungen (7) identisch. Bezeichnet man daher die linke Seite 
von (5) mit T, die linke Seite von (6) mit Fx; so gelten die Identitaten: 


dyi ~~ dt 


(i = 1, 2 . . n — 1). 


Bestimmea wir also mittels einer Quadratur eine Funktion ^(y^ ..yn-xt) 
derart, dafs 
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IGl 


so erlialten wir 


oT, 

dt 


— dt ^ 


dt 




Demnach besitzen die Ausdrxicke folgende Form: 

d. h. es besteht eine Identitat der Form (2). 

122. Durcb eine ganz analoge Uberlegung wie in Art. 107 er- 
balten wir nunmehr den Satz: 

Siellen die FmMionen . . rin der Yariabeln x -^ . . Xa em lelieliges 
Losimgensystem der n linearen Gleichungen 

n 

(10) ^ a,i -tjA = 0 (i = 1 . . m) 


dar, so erlildt man eine Variahelntransfonnation (4)^ vennoge deren J 
die Form (2) annimmt, indem man irgend n — 1 nnalhmgige Inte- 
grals der linearen partiellen Bifferentialgleicliung 



+ n% 


IL 

d cc^ 


+ — h 




= 0 , 


sotvie eine heliehige andere, von den (pi imahhdngige Funldion ijj aJs neue 
Variable . . yn—i, bem\ t in den Ausdruch A einfiilirt; und jede Trans- 
formation dieser Eige^iscJiaft Tzann auf dem angegebenen Wege erlialten 
tverden. 

1st eine solche Transformation (3) oder (4) gefunden^ so ergiebt sick 
W durcb eine Quadratur binsicbtlicb t^ und ist infolge dessen bios bis 
auf eine additive arbitrare Funktion der Yariabeln y^ . . y^-^i bestimmt. 
Hat man W irgendwie fixirt, so folgen die hi aus (6). 

Wir wollen die Losung des Problems^ den Ausdruck A auf die 
Form (2) zu bringen^ als eine ^Jacobi’scbe Reduktion^^ bezeichnen.^) 

Offenbar ist die Jacobi’sche Reduktion nur dann unausfiibrbar^ 
wenn die Gleicbungen (10) nur das Losungensystem 0 . . 0 besitzen^ 
d. b. wenn der Rang oc^ ^ geborigen Matrix (C) (Art. 96) 

gleicb n ist. Also: 

Im Falls eines bedingungslosen Tfaff'sclien Amdmcls mit gerader 
Varidbelnmhlj und nur in diesem, ist die Jacobi seJie BeduMon %inmbglicli. 


1) S. Jacobi Werke Bd 4, p. 424, woselbst das bier behandelte Problem in 
etwas anderer Form auftritt; vgl. aucb die historisehe tibersicht. 

Y. Weber, Daa Pfaffsche Problem, 11 
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123. Aus der Beziehmig (5) folgt, dais die Fnnktion W dann 
mid nur dami von t frei wird, wenn das bei der Jacobi’scbeii Re- 
dnktion benutzte Punktionensystem • * Vn die Grleicliimg 

( 11 ) Ea.rii^O 

erfullt. Dies ist naturlicb nur moglicb^ wenn der Rang der Matrix (A)^ 
d. b. die Klasse % \Qn /I <n ist, nnd die Jacobi’scbe Rediiktion 
kommt dann anf die Grassmann’sche kinaus. In der That, benutzt 
man beim Verfabren der Art. 114 ii. 115 ein Losnngensystem der dort 
mit (1) bezeicbneten Gleicbungen, von der Eigenscbaft, dais 0 
ist, so verwandelt sicb J in einen Ausdrnck der Form 

n — 1 

1 

der obne weiteres in der Form: 

n — 1 

dW(y^..y„^i)+^ihdy, 

geschrieben werden kann. Da im Falle — die Gleichnng (11) 
stets eine Polge von (10) ist, so liefert nns die Jacobi’scbe Reduktion 
nnr im Falle % = 2l — 1 etwas neues, wenn die i;, so gewablt 
werden, dafs die Relation (11) nicbt stattfindet. Das allgemeinste 
Losungensystena der Gleicbnngen (10), welcbes die Relation (11) nicbt 
erfullt, ist in Art. 34 angegeben worden. 

124. Wir betracbten nun den Fall % = 2/1 — 1 = d. b. einen 
bedingungslosen Ausdruck in 2 A — 1 Variabeln. Die Gleicbungen (10) 
besitzen jetzt nur ein einziges Losnngensystem, das in der Bezeicb- 
nungsweise des Art. 32 so lautet 

-P 5 1, 2 . . 1), 

worin P' wie gewobnlicb das Pfaff'scbe Aggregat (1, 2 .. 2/1 — 2) be- 
deutet. Da die Punktionen rii die Relation (11) nicbt erfullen, so 
liefern sie eine Jacobi’scbe Reduktion, vermoge deren z/ die Form (2) 
erbalt, und W von t nicbt unabbangig ist. Fiihrt man also W neben 
I als neue Veranderlicbe ein, so nimmt J folgende Gestalt an: 

n— 1 

^~dy„-j- Ef h(j/i ■ ■ Vn-i) dyi = dy^ + J'. 

Die Klasse tou ist nun nacli Art. 102 2) gleicli % — 1 ; denn sie 
kann wegen % = n nicht gleicli sc sein. Mithin ist /d' ein bedingungs- 
loser Ausdruck in n — 1 = 2/1 — 2 Variabeln und kann daher durcb 
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eine Reihe Pfaff^scher Reduktionen auf eine Form mit nur I — 1 
Differentialelementen gebracht werden. 

Bringen wir diesen Satz mit den Ergebnissen des vorigen § in 
Verbindnng^ so gelangen wir schliefslicb zu dem nacbfolgenden Theorem^ 
das den Mittelpunkt der ganzen Tbeorie des Pfaff ’scben Problems bildet^ 
und aus diesem Grimde immer als der y,F%indamentalsatz^^ nnserer 
Theorie zitirt werden soli: 

j^Ist die Klasse eines Ffaff'sclien AusdrucliS A in n Verdnderlichen 
x^. ,Xn gleicli 21^ dann und nur dann Mnn A auf die Form: 

(12) -^1+1 d^x “1“ ^;i4-2 d^2 •-]-*• -j- 02?, d0x 

gebracht tverden, worin 0x- unahhdngige FunUionen von x^ . ,Xn 
bedeuten. 

1st die Klasse eines Ffaff'sclien Ausdrucks A in n Verdnderlichen 
x^ , .Xn gleich 21 — 1, dann und nur dann kann A die Form: 

(13) d^x -j— 0x-^i d^x “1^ 0X‘^2d02 "f" ’ * ‘4" d^x—i 

erhalten, worin 0 ^ 0 ^ , , 02 X -1 unahhdngige FunUionen von x ^ . . x^ bedeuten. 

Wir wollen einen Ausdruck der Form (12) oder (13), in dem 
alle Yorkommenden Grofsen 0 entweder unabbangige Variable oder 
auch unabbangige Funktionen irgendwelcber anderer Variablen be- 
deuten, als eine ^jNormalform^^ bezeicbnen. Die Klasse ^ eines Aus- 
drucks A ist also gleicb der Anzahl der in seiner Normalform 
yorkommenden unabbangigen Funktionen. Aus unsern bisberigen Ent- 
wickelungen folgert man leicbt, dafs jedes A, dessen Klasse > 1 ist, 
unbegrenzt viele Normalformen besitzt; eine Metbode, um aus einer 
speziellen Normalform die allgemeinste zu erbalten, werden wir in 
Kap. VIII kennen lernen. 

125. Durcb den Fundamentalsatz erledigt sicb aucb obne weiteres 
die Frage, die wir in Art. 95 aufgeworfen baben; es gilt namlicb 
der Satz: 

Damit 0 wei Pfaff'sche Ausdriicke 

V 

J = FI tti (x-^x.^ . . x^ dxi 
1 

n 

A' = ^ ai {x^x ^ . . Xn) dx[ 

1 

dguivalent seien^ ist nieht nur notwendig, sondern auch hinreiehend, dafs 
beide dieselbe Klasse % besit 0 en^ 

In der That, ist diese Bedingung erfiillt, und ist % etwa gleicb 
2X — 1, so bat A die Normalform (13), ebenso A' die IsTormalform 

11 *^ 
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H h zn-id^i-i. 

Bestimmt man dann die Fnnktionen ™d so^ dafs 

% . . kinsichtlicli der x and hinsichtlicli der Yariabein x' 

unabbangig sind^ so definiren die Gleicliungen 

b[{x^x^ • • • ^n) = (i = 1 . . n) 

eine Yariabelntransformation; vermoge deren J' = J ist, und analog 
erledigt sicli aucb der Fall % — 2X. 

Die Klasse k ist also in der That die eimige Invariante eines 
Tfaff'sclien Ausdmcks gegenilber heliebigen Transformationen der x. 

126. Es ist nxitzlicb die Torstehenden Entwickelungen auf den 
Spezialfall = 3 anziiwenden. Eiii Pfaff’scher Ausdruck 
(14) A = Xixys) dx + Y{xyz) dy + Z(xyz) dz 


besitzt die Klasse 3 dann .und nur dann, wenn die Funktion 


a®) + 


(dZ 
. dx 


8X\ 

"dz) 




(dX 

\dy dx, 

nicht ftir jedes beliebige Wertsystem xyz yerscbwindet; das Quadrat 
dieser Funktion ist namlich nicbts anderes als die zu (14) geborige, 
4reibige Determinante (B) (Art. 90). 

Unter der eben gemacbten Annabme yerscbwinden aucb nicbt alle 


drei Ausdrucke 
(16) 


dz 


dZ _ 
dy ’ 


dZ 

dx 


dX 
dz ’ 


dx 

dy 


cY 

dx 


identiscb; und wir konnen, um die Ideen zu fixiren, annebmen, der 
erste dieser Ausdrucke sei nicbt null. Sind jetzt 
(17) (xys) = Cl ; (p^{xys) = 

die allgem einen Integralgleicbungen des simultanen Systems: 

dY dZ\ 

dz dy ; 


(18) dx : dy : dz 


\.(SZ 

dX\ 


gr\ 

) • [dx 

dz) ■ 

■ _ 

■ [dy 

dx) 


oder also (p-^cp^ zwei unabbangige Losungen der partiellen Differential- 
gleicbung 


^ ^ \ dy ) dx ‘ dz) dy ‘ \dy 


dY \ 
dx , 


-) l ^-0 

) dz 


so sind die Funktionen cp^cp^ hinsicbtlicb y und z unabbangig (Art. 40); 
daber stellen die Gleicbungen 

(20) x’ -= X, y' = (p^{xy 0 )] s' = (p^ (xyz) 

eine Yariabelntransformation dar; und wir wissen aus Art. 122, dafs 
vermoge dieser Transformation der Ausdruck z/ die Form 

(21) J = d W(x'y'y) + M(y'e') dy' + N{y's') ds' 
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erhalt, wobei die Punktion W in folgender Weise gewonnen wird. 
Man lose die Gleicbungen (20) nach y, e auf: 

X = x', y == y' s')] s = xlt^(x'y's') 
und ersetze in dem Ausdruck 


dlf!, C'0!, 

x+ + 

' dx ' ox 


die Variabeln xys durcb x', wodurch man die Punktion ^(x'y's') 
erhalte. Dann ist S'" durcb die Pormel 



arb. Punktion v. 


y s 


definirt, und die Punktionen If und N ergeben sick hinterber aus der 
Vergleicbung der linken und recbten Seite von (21), wenn links alles 
durcb die x'y' s' ersetzt wird. Ist dann 

(o{y' s') = c 


die allgemeine Integralgleicbung der gewobnlicben Differentialgleicbung 

Mdy' -{-X els' =Q, 

so bat man eine Identitat der Porm 


Mdy' + Ncls'^ 9{y'^') (^<^{y'^'); 

wodurcb scbbefslicb z/ die G-estalt f’F-j- Qda erbalt, in der ra 
drei unabbangige Punktionen der urspriinglicben Variabeln xys be- 
deuten. ^) 

Ist die Klasse des Ausdrucks (14) gleieb swei, so durfen wir 
annebmen, dafs zwar die Punktion (15), niebt aber die Punktion 

identiscb null ist. Aucb jetzt liefern uns die Pormeln (21) 
eine Yariabelntransformation, vermoge deren si nacb § 2 die Form: 
sl' = :B{y's')dy’+Q{y's')ds' 

annimmt, also nacb Integration der gewobnbeben Differentialgleicbung 
sl'=0 auf die Grestalt gdeo gebraebt werden kann. Wie man siebt, 
ist dies Yerfabren, das zuweilen als „Bertrand’scbe Metbode" zitirt 
wird, bedeutend umstandlicber als das in Art. 90 angegebene. 


1) Vgl. aucb das in Art. 105 bebandelte Beispiel. 
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Kapitel V. 

Die vollstandigen Systeme V and W. 

§ 1. Die voUstandigen Systeme V und W fiir den Fall einer 

geraden Elasse. 


127. Facli dem Pundamentalsatz kann ein Pfaff’scker Ausdruck 

n 

A = , 

1 

desseii Klasse % = 2l ist, auf die Normalform 


( 1 ) 




gebracht werden, worin die Funktionen f\ . . fiF^ . . Fx von einander 
unabbangig sind. Aus der Identitat (1) folgt, indem man die Koeffizienten 
Ton dx^ . . dXn links imd recbts vergleicht: 


(2) a, = 

und hieraus: 


■ -p \ V ^^'2 I a 1 ,A 


/ON ^ ^ “i 

( 3 ) 4 


df, oF K 


dxj^ dx^ '2 i dx7. sx. ~dx. 


Bilden wir demnach die beiden m J gehorigen Matrices 

(B) 


0 


^2 

. Qx.fl 


— 

0 


• (H n 

; (C) II a„ II (i, /.• = 1 . . n) 


1 

C('n2 • 

. 0 



SO zeigen die Identitaten (3), dafs die Matrix (C) entstebt, indem man 
die folgenden beiden Matrices: 


( 4 ) 


dx^ dx^ dx^ dxj^ 


Ai,.AA 

dx„ dx^ dx^ 


A 


3/i 

Sfx, 

dF, 


dxj^ 


dx^ 

dx^ 


Sfx . 

dF, 

dF, 



‘ 



zeilenweise tomponirt. Ebenso ergiebt sicb die Matrix (B) durcb 
zeilenweise Komposition der nacbstebenden beiden Schemata: 
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F, • 

• Fx 

0 • 

• 0 

1 

0 .. 

■ 0 

- F, . 

F, 

dF^ 

r 

dh 


1 

ofi 

Sfx, 

dF^ 

oFj^ 

dx^ 

dx^ 


dx^ 


dx^ 

cx^ ’ 

dx^ 

dx^ 

dF, 

oF, 

^A. 



A.. 


A3. 

dF,_ 



2 */ 

. 

1 


. 

^3 



Da in einer Matrix, die dnrcli Zeilenkomposition zweier Matrices mit 
nur 21 Spalten entstekt, bekanntlicli alle Determinanteii von koheren 
als dem Grade identisck null sind, so folgt ans dem obigen die 

sckon friiher bewiesene Tkatsacke, dafs ein Ausdruck mit einer Nor- 
malform (1) notwendig die Klasse 21 besitzen mnls. 

Nack Art. 97 diirfen wir im gegenwartigen Falle annekmen, dafs 
die Determinante 


0 . . (jji^ <j>x 






nickt identisck null ist. Diese Determinante entstekt aber, indem man 
von den beiden Matrices (4) je die 21 ersten Zeilen komponirt, und 
es folgt 


P = (1,2..2A) = + ) 

\X^X.y , . X^X/ 


Um das Yorzeicken zu bestimmen, beackten wir, dafs diese Iden- 
titat stattfinden mufs, was auck die Funktionen F, f bedeuten mogen; 
es geniigt daker, fiir diese Funktionen irgend eine spezielle Annahme 
einzufukren. Wir setzen 


Fi = x^i, ft = x^i-i (2 = 1.. A); 

dann werden die Grofsen: 


( 6 ) ^' 12 ; ^ 34 : * * — 1,22 

alle gleick 1, die ubrigen anc dagegen alle null, und P reduzirt sick 
auf das Produkt der Elemente (6), d. k. auf die Einkeit, wakrend die 
nack x^, .x^ I genommene Funktionaldeterminante der P, f den Wert 

( — annimmt. Man kat daker; 

p—f • • A \ 

^ \x^x^ .. x^xy 

Hieraus folgt zunackst: die Klasse % eines Pfaff'schen 

druckes J gleich 2 A, ^md ist das Ffaff'sche Aggregat P nicht nullj so 
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sind die 2X Funliionen F,, /*,, die in irgend einer Normalform von A 
auftreten^ hinsicMlicli der Varicibeln . . X 2 ?. von einander imabJidngigJ^ 
Hat das Symbol dieselbe Bedeutung wie in Art. 31^ so er- 
halt man ohne Weiteres die Identitat: 


\l\ . . Xj,.^tXrXjc-{.i . . X2?/ 

(y == 2X -j- 2yl 2y . , u). 

Ferner entsteht der in Art. 31 mit bezeichnete Ausdruck dadnrch 
aiis P, dafs man in der Funktionaldeterminante auf der rechten Seite 
von (7) die Zeile: 

8 J\ dF, dF\ df^ cf^ ^ 
dxj^ dxj^ dxj^ dxj, dx^ dx^^ 


dnrch die folgende ersetzt: 

F^F ^ . . P 2 0 0 . . 0. 


Entwickelt man die so erhaltene Determinante nach den Elementen 
dieser Zeile^ so folgt: 


( 9 ) = 


1 






iF^yi.,Fil\..fi \ 
. . X2)) 


128. 1st % = 2l die Klasse von A^ nnd das Pfaff’sche Aggregat 
P nicht identisch nnll^ so besitzen die linearen Grleichungen 

(10) "f" ^^ 2^2 ci^/n^n — (i = 1, 2^ . . n) 


genau n — -j- 1 linear unabhangige Losungensysteme, die in Art. 31 

angegeben vf^urden. Wir wollen diese Losungensysteme folgender- 
mafsen bezeichnen 


(11) (5 ==1,2,...^-;.) 

( 12 ) 


so dafs also gesetzt wird 


(13) 

(U) If) = 


(i = 1, 2, . . 21- s, ^ = 1, 2, . . — 2A; s ^ t) 
il,„; = |f) = -P (^ = 1..2A; h=l..n-2l). 


Wir setzen jetzt zur Abkurzung 


T f-- 


W 




Is) 


df 
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Oder ausfuhrlicher geschrieben : 

XJ ^ H F lln,0 £[- 

X},f = + • • + ■n2;.,2;.+A 




CX, 


2;. 


6 Xa 


2 2 -j— h 


(Ji = 1^2,..n — 21) 


und betracbten die folgenden beiden Systerae linearer parfcieller DijBferential- 
gleicbungen, die wir mit V und W bezeichnen^ und von denen das 
erste alle Gleicbungen des zweiten enthalt: 

(V) Xsf=0 (s=^0,l..n — %) 

(W) Z;/= 0 (Ji =1^2,,.n- k), 

Dann gelten die Satze: 

Das System V ist ein n — % + l-gliedriges vollstdndiges System, 
und die Funktionen 


(15) 


^2 


F- 


2 — 1 




F, 


F, 


tv /s? * * 


sind K — 1 unabhdngige Integrate desselben. 

Das System W ist ein n — x-gliedriges vollstdndiges System und 
besiM die x unahhdngigen Integrate 

(16) 

Im Falle % = n, d. b. wenn J einen bedingungslosen Ausdruck 
mit gerader Yariabelnzabl bedeutet, existirt iiberbaupt kein System W, 
und V enthalt bios eine Grleichung (namlich die Gleichung (20) des 
Art. 108). 

Der zweite Teil des obigen Satzes ergiebt sich unmittelbar aus 
den Formeln (7) (8); man findet: 

1 . ; ^ dx^\x^.. Xi:-iXiX+,Xt+i . . xn' 

_ of /-F'l --fi \ 

^^2X+s . . X2xf 

und demnach; 




/f,F^ •• Fif^ .. fi 

>^22-f-5^1 • * ^2^2-f'l * * ^2 2 


{s=l,2 ..n — 2 A); 


daher sind die Gleichungen W in der That erfullfc, wenn f eine will- 
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kiirliclie Funktion der Grofsen (16) bedeiitet; iiack Art. 64 ist also W 
ein n — %-gliedriges vollstandiges System. 

Dieses vollstandige System ist hinsicktlicli der Ableitungen 

df df of 


auflSsbar, und dies stebt mit der Thatsache, dafs die Funktioneii (16) 
hinsicbtlicb unabbangig sind, im Einklang. 

Um auch den ersten Teil des obigen Theorems nacbziiweisen^ 
beacbten wir, dafs yermoge (9) und (14) identiscb: 


(-1)^ 






^ 22 . 


also^ wie man leicbt yerifizirt: 


(- 1)’^ 


2(2 + 1 ) 


Xof = 


0 

F, ■ 

• Fz 

0 • 

■ 0 

df 

dF, 



^fx 

dxj^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

df 

dF, 

dF, 




^ ^2 Z 


<>Hx 



Diese 2A -j- 1-reihige Determinante yerscbwindet identiscb^ wenn 
f durcb eines der fi ersetzt 'wird. Subtrabirt man ferner die Elemente 

der mit ~ multiplizirten I 1*®^ Spalte yon denjenigen der zweiten^ 

und ersetzt in der so umgeformten Determinante die Funktion f durcb 


F 

den Quotienten so werden die Elemente der beiden ersten Spalteii 


proportional. In derselben Weise zeigt man^ dafs die Gleichung X^f — 0 
durcb den Quotienten irgend zweier Punktionen Fi befriedigt wird. 
Das System V besitzt darnacb in der That die % — 1 Integrate (15), 
und ist daber nacb Art. 64 yollstandig. 

Man erkennt gleicbzeitig: Ist das Pfaff’sche Aggregat uicbt 

identiscb null, was nacb Art. 97 immer yorausgesetzt werden darf, so 
ist das yollstandige System V nacb den Ableitungen 


df df _ ^ 

^^x+l ** 


auflosbar, und die Punktionen (16) sind daber hinsicbtlicb . . ^ 22-1 
von einander unabbangig. Ubrigens yerifizirt man mit Hiilfe der 
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Identitat (9) leicht, dafs n^x,o der mit 4:^2^' multiplizirten, nach 
, X 2 X —1 genommenen Funktionaldeterminante der 2X — 1 Funk- 
tionen (15) gleich. ist. 


§ 2. Die vollstandigen Systeme V und W fiir den Fall einer 
ungeraden Zlasse. 

129. Wir wenden iins nunmehr zu der Betracktung eines Pfaff’schen 
Ausdrucks J mit der Klasse % — 21 — 1. In diesem Falle konnen 
wir die beiden Pfaff^schen Aggregate 

P' = (1, 2, . . 2A - 2); ^ = (0, 1, . . 2Z - 2, 22 — 1) 

als nicbt identisch verschwindend voraussetzen. Denken wir uns daber 
den Pfaff’schen Ausdruck J nacb der Metbode von § 2 des vor. Kap. 
auf die Form 

F,df, + • * + Fxdfx 


gebracht; so folgt aus der Identitat (7) des vorigen da P jetzt = 0 
ist, dafs zwiscben den Funktionen . . Fxf\ . . fx eine identiscbe Relation 
bestebt, dber aucli mr eine] denn beacbtet man, dafs das Pfaff’scbe 
Aggregat Q mit — n^x^o identisch ist, so folgt aus der Schlufs- 
bemerkung des vorigen §, dafs die Funktionen 




F; 


fl, fi, 


■ ■ h 


binsicbtlich der Variabeln . . ^^ 22—1 unabbangig sind. 

Tbatsache lafst sicb offenbar auch so aussprecben: 

,^Ist der Bang einer Pfaff'schen Gleichung 





. . Xn)dXi = 0 


Diese 


gleich 22, so darf man, oJme die AUgemeinheit m 'beschrdnhen, das 
Pfaff'sche Aggregat 

^ = ( 0 , 1 ,.. 22 — 2,22 - 1 ) 

als nicht identisch verschwindend vorausseken. Hat man dann die 
Gleichung z/ = 0 auf irgend eine redtmrte Form 


(1) d^x -1- ;£^2 + ld'^l “h ^ 24 - 2^'^2 “j- * ’ 4" ^%i—xd^x — x — 0 

mit 2 Differentialelementen gebracht, so sind die Funktionen 
inslesondere hinsichflich der Variabeln x^x^-.x^x—i 'von einander un- 
abhdngigf^ 

130. Wir denken uns jetzt den Ausdruck A auf irgend eine Normalform 

(2) A=dfx + F,df, + P, + Fx^idfx^x 
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gebracht. 

(3) 


Dann gelten die Identitaten: 


„ ~ _L F _L F 


d 00^ 




ix^ 


(4) 


1—1 



lEi2k 

dx^ dx; 


SJ\K\ 

8x, dx^J 


(i, li, = 1 . .n). 


Die zu dem PfaiF’scben Ausdruck J gehorige Matrix (C) entsteht 
also diircb zeilenweise Komposition der folgenden beiden: 


dF, 




2/i 

^fx-1 

dF^ 

0 x — i 

dx^ 


dx^ 

dx^ 


dx^ 

dx^ ’ 

d x^ 


8F^ 

SFz-t K 

2/i-i 


cf^ 

ofx-x 

dF^^ 




' 




’ 


_ 


ebenso erbalt man die Matrix (B) durch Zeilenkomposition der Sebemata 


1, 

a 

F^, 

F„ ■ 

• Fx-x, 

o> 

0, • 

0 

0, 

^fx 

dF^ 

8F^ 


K 


Gfx-. 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

0, 


dF^ 

3^2 

2^1-1 


2^2 

^fx-: 





(>^n 



0, 

-1, 

0, 

0, • 

• 0, - 

F^, 

-F„ • 

■ - Fx-x 


0, 

K 

K 

dfx-x 

dF^ 




dx^ 

cx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dfx 

0, 

2/1 


Sfx-i 



dF,__, 






. 



Aus diesen Thatsachen folgert man aucb umgekebrt leicht, dafs eine 
N’ormalform (2) nur einem Ansdmek der Klasse 21 — 1 zukommt. 

Ferner erhalt man gauz ahnlich, wie im vorigen § die nacb- 
stebenden Identitaten, in denen die Bezeicbnungsweise des Art. 32 be- 
nutzt wird: 


(5) 

( 6 ) 


p, ^ /-^i ^2 • • Pa-ififi ■ • f^-t \ _ 

^2 • • «^2 Z — 2' 

-K-f. • ■ fi- \ 

\x^. . Xj,-.iX^Xk-i . . 

(Jc == 2j . . 2 X — 2* V =i 2X — ly 2 Xy . , 7^)5 
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(7) 

( 8 ) 


^ = (- 1 ) 


(h, -Fi . . Fx-ifi . . fi- 


( 


^2;. — !• 


UF, 


Qc = 1, 2, . . 2A — 1; a; = 2A, 2A + 1, . . n). 

Das Vorzeiclien in (7) wird dadurch bestimmt^ dafs man die spezielle 
Annahme 


fx = f, = ^^2,; J;- = ^2/+i (^ = 1; 2^ . . A — 1) 

einfiihrt^ fiir welche ^ = 1, die in (7) recbtsstehende Funktional- 

determinante aber gleich ( — 1)^ ^ ^ wird. 

Ans (6) nnd (7) folgt zunacbst: 

Unter den ilber J gemachten Annahnen sind die in der Normal- 
form aiiftretenden Funktionen 

(9) fx,F,F,..Fx-r,A,f„..fx-^ 

Mnsichtlich x^ , . x^x-^i, und die Funktionen 

(10) F,F,..Fx-xAf,..fx-x 

Mnsichtlich der Variaheln x^ ,, x^x — 2 unahhdngig/^ 

131. Unter den gegenwartigen Voraussetzungen besitzen die 
Gleicbnngen 

(11) aa^i *4“ -j- * * ~f" = 0 {% — 1 . . 

( 12 ) % + <^2 ^2 " i " * * 4 “ = 0 

genau n — % linear unabbangige Losungensysteme 

(5 = 1 , 2 , . . n — %). 

Dabei konnen wir nacb Art. 32 setzen: 


(13) 


(^ = 


1, 2, . . 22 — 1; s, # = 1, 2, . . M - 2A + 1; s ^ 


Die Gleicbungen (11) besitzen aufserdem nocb ein n — % + 1^®® 
Losnngensystem^ das (12) nicbt befriedigt: 




Dieses Losnngensystem kann mit dem folgenden identifizirt werden: 

(14) J7i^ 22— iTT/, 2^— 1 ^ • JT2^— 2, 2^— ij — F', 0; . . 0. 
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Wir setzen jetzt zur Abkurzung: 






0 oc-t 


d 


doc^ 


oder ausfiilirliclier gescbriebeti: 

df 


X,f=E^, 


df 


4" ■ • "i" n^x—2, 2X—1 


df 


8x, 


r 


'2X — S 


df 

d ^ 


^+’‘ dx^ 


Ey,^K 


+ *9 


df 


'3i — 1 


Q 


df 


Qi = 1, 2, . . w — 2A + 1) 


und betrachten die folgenden beiden Systeme partieller Differential- 
gleicbungen: 

(V) Z/=0 {s = 0, 

(W) x,/'=o (;i= — 4 

Dann gelten folgende Satze: 

Die Gleichungen V Ulden ein n — % + 1 -gliedriges voUstdndiges 
System mit den % — 1 mdbJimgigen Integralen 

( 10 ) 

Die Gleichungen W Ulden ein n — x-gliedriges voUstdndiges System mit 
den X unabhdngigen Losungen 

( 9 ) fx,F,..Fx-^,f,..fx-i. 

Man findet namlich mit Rticksiclit auf die Identitaten (5) bis (8) 
und die vorbin definirte Bedeutung der Koeffizienten 

//? fx, -^1 • • ■ -fx-l 

. . X21- 

//; F,.. 

\Xtx-xX^ . . Xn- 2 / 




^ (s = l,.,» — x) 


(15) (-4 




X. 




woraus nacb Art. 64 die Richtigkeit unserer Bebauptungen sofort folgt. 

Auch ersieht man obne weiteres, dafs das vollstandige System V 
nack den Ableitungen 

df df df 

und das vollstandige System W nacb den Ableitungen 

df df 



[132] 


§ 3. Verschiedene Eigenschaften der Systeme V und W. 
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anfgelost werden kann^ was mit der Thatsacke ubereinstimmt^ dafs 
die Punktionen (10) kinsicktlicli . . Xx-i, und die Punktionen (9) 
hinsicktlich unabkangig sind. (Art. 63). 

§ 3. VerseMedene Eigenscliaften der Systeme V und W. 

132. Die Resultate der letzten zwei Paragrapken lassen sick 
folgendermafsen resumiren: 

Zu jedem Pfaff’scken Ausdruck z/ der Klasse x gekoren zwei 
ganz bestimmte vollstandige Systeme V und TP; das System V ist 
n — x-\- l-gliedrig, bestekt aus alien Grieickungen 

deren Koeffizienten einem linearen Relation ensystem der Form 

(2) “h ~1“ • • “j" Ojin^n = ^) (i — , u) 

geniigen^ und ist unter den Voraussetziingen des Art. 97 nack den 
Ableitungen: 

At g/ . . IL 

auflosbar; ist oc = 2lj und 

(3) z/ = F^df^ . -I- Fxdfx, 

so bilden die f] und die Verhaltnisse der F^ ein System yon % — 1 
unabkangigen Integralen des Systems F; ist x — 2l — 1 und 

(4) J = dfx + F,df, + . . + Fx-idfx^t 

so sind F^ , . Fx—ifi . ./i-i die unabkangigen Losungen yon F 

Das System TF ist n — ii^-gliedrig, in F entkalten und bestekt 
aus alien Gleickungen (1), deren Koeffizienten den linearen Grieickungen : 

n n 

(5) ^da-lib = 0; {i==l..n) 

1 1 

genugen; unter den Annakmen des Art. 97 lafst es sick nack den 
Ableitungen 

df df df 

auflosen; seine Integrate sind die % unabkangigen, in irgend einer 
Normalform yon z/ auftretenden Punktionen; kat man im Palle 


1) bei ungeradem % ist lo = 0 eine Folge yon (2). 
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X =21 — 1 den Ausdmck z/ nacli der Grassmann’schen Methode au 
die Form 

• * ^2X—i){d0x -f- . -j- 

gebrachtj so bilden aucb die Funktionen 0 ^ . , 0^x—i sin System nn 
abbangiger Integrate von W- 

133. Fiir einen bedingiingslosen Ausdruck J giebt es kein System 


W, und V reduzirt sich auf eine Gleichung: 

(6) JT,o^+iI,o 

dx, + ■ 


beziehungsweise: 



li + w, + ■ 

• + 

df pr df 

dx„ 


je nacbdem n — 2l oder 2 1 — -1 ist. Dabei haben imd Tlii die 
in Art. 31 nnd 32 erldarte Bedeiitung. So besteht z. B. fur den 
Pfaff’sclien Ausdruck: 

(8) V = Xdx+ Ydy + ZcU 

im Falle = 3 das vollstandige System V aus der einen Gleicbung: 

^1 M ^ K — 0 

dy) dx ' dz) dy ' \dy dy) di2 

Diese Gleichung reprasentirt^ falls x = 2^ also die Gleicbung V = 0 
exakt istj das vollstandige System W, wahrend jetzt V aus den 2 
Relationen besteht , die sich durch Nullsetzen alter zweireihigfen 
Determiuanten des Schemas 



21 

K 

dx’ 

dy’ 

dz 

X, 

Y, 

z 


ergeben. Hat man den Ausdruck (8) auf die JSTormalform gdf ge- 
bracht, so sind die Funktionen p und f die beiden unabhiingigen Inte- 
grate der Gleichung (9) und f ist die Losung des zweigliedrigen 
Systems V. 

Bei der Integration von (9) kann man sich des Satzes bedienen, 
dafs diese Gleichung den Jacobi’schen Multiplikator eins besitzt (Art. 5G); 
hat man also ein Integral derselben durch eine Operation 2 bestimmtj 
so erhalt man das zweite durch eine Quadratur. Allgemein zeigt die 
Identitat (16) des Art. 131, dafs die partielle Differentialgleichung (7), 
auf welche sich das vollstandige System V im Falle % — 2X — 1 = m 
reduzirt, den Jacobi’schen Multiplikator 1 besitzt, und es lafst sich 
auch direkt leicht nachweisen, dafs die Identitat 
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, ■ oK^ 

d X. ' d X. * 053 


• 1 , 71 


71 1 


dr 

dx„ 


stattfindet. 

Im Falle % = 2 (und nur in diesem) besteht das vollstandige 
System V aus den n — 1 unabhangigen Gleicbungen^ die sick diirch 
Nullsetzen aller zweireihigen Determinanten der Matrix 


IL 

of ^ 

of 

ox^ 

dx^ ' 


»1 

% ’ 

• dn 


ergeben, also aus dem zu der Gleichung J — 0 adjungirten System 
partieller Differentialgleicbungen; das System W ist dann n — 2-gliedrig 
und entbalt alle Gleicbungen der Form: 


( 10 ) 


a,k 


dx, 




Hat nnfl.Ti etwa «i 2 geniigt es, diejenigen dieser Gleichungen 

beizubehalten, fur die i = 1, ^: = 2 ist; die Gleicbungen (10) besitzen 
die Integrale q und /’ weun q df eine Normalform von J bedeutet. 

Tm Falle k = 1 ivird V n-gliedrig, also bedeutungslos, und W 
ist mit dem zu ^ = 0 adjungirten System identisch. 

134. Aus der Definition der beiden vollstandigen Systeme F und 
TF ergiebt sicb fast unmittelbar eine wicbtige Eigenscbaft derselben. 
Fiibren wir namlicb in den Ausdruck ^ statt der rr, neue Verander- 
licbe y^..yn ein, wodurcb z! in /I' iibergebe, so verwandeln sicb die 
in der Normalform von J auftretenden % Funktionen F, f in gewisse 
Funktionen (p der Yariabeln y, d. h. die Normalform von z7 gebt 
direkt in eine Normalform von J' fiber. Da nun ein p-gliedriges 
vollstandiges System durcb Angabe von n — y) unabbangigen Integralen 
bestimmt ist, so erkennen wir, dafs die beiden vollstandigen Systeme 
F und 7F vermoge uiiserer Variabelntransformation in die zu J' ge- 
horigen vollstandigen Systeme F bezw. TF mit den Independenten 

uberbefubrt werden. Wir geben dieser Tbatsacbe dadurcb 
Ausdruck, dafs vrir sagen: Die heiden vollstandigen Systeme F und W 
sind mit dem Ffaff’sclxen Ausdruck A „invariant verknupft-‘ oder 
auch „covariant“. 

135. Unter der Annabme x= 2X bestebt eine Identitat: 

A = Fx(d^x + ^xj^xd%y + • + hx—id^x—i) 

F 

wobei = fi, Ir+i- = ^ gesetzt wurde. Dabei ist 
(11) Ax = d^x + d^i+xd^x + • • + I 21 — id'li—i 

V, "Weber, Das Pfaffscbe Problem, 


12 
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ein bedingungsloser Pfaff ’sober Ausdruck in % — 1 Yariabelin Puliren 
wir daber in mittels der Transformation 

(i = 1,2^ . .2X — 1) 

neue Veranderlicbe . . j/x—i so erbalten wir einen bedinguiigs- 
losen Ausdruck in i- Da nun die — 1 Punktionen das 

allgemeinste Lbsungensystem Yon V darstellen^ so ist der Satz bewiesen: 

Filhrt man unter der Voraussetmmg >c = 2A in den Ffaff'sclim 
Ausdrucl d irgend % — l unahhdngige Megrale 

(12) y, = (p>(oOi^^z • • ^n) (i = 1, . . 2A — 1) 

des voUstdndigen Systems V nehst beliebigen andern Funldionen 

. , yn staU der x als neue Veranderliche ein^ so erldilt d die Form: 

y. — l 

= 0 ^ liyiVt ■ ■ yy.-x)dy, 

1 

worin A' dnen ledingmgslosen Ausdrucii in den % — 1 Variabeln 
y^ . .yx—i hedeiitet, und 6 nicht dwrcli y-y . . y-y-i allein ausdriicJclar ist. 

TJmgekelirt kaim ein bedingungsloser Ausdruck A' in % — 1 
Variabeln y^ . . y^-i stets die Form (11) erbalten; man scbliefst daraus 
leicht, dafs unsere Transformation die aDgemeinste von der angegebenen 
Bescbaffenheit ist. 

Die Funktionen <py . . cpy—x sind binsicbtlicb Xy . . Xy,—i unabbaugig 
(Art. 128 und 63); also stellen die Grleicbungen (12) zusammen mit 
den folgenden: 

y?, = Xh (/t = X + 1 . . «) 


eine Variabeln transformation dar, die nacb den x aufgelost so lauten 
moge: 

(13) Xi = ^/^/(^/i^s ' ' y^)] Xjt = yji (i = 1 . . 1; = Hj . . n>). 

Aus der Identitat A = sA' folgt jetzt: 


(14) 


dx, 


^ a,{xy li{yy . . 2/;,_i) 


2 2 /, 
dx, 


ttsiXy . . X„) -jA = 0 {1=1..% — 1 ; ^ = >C, . . w) 


worin die Xi iiberall durcb ibre Ausdriicke (13) zu ersetzen sind. Da 
die Gleicbungen (14) bios die Verbaltnisse der 6,- bestimmen, konnen 
wir 6^ = 1 setzen, wodnrcb s und iibrigen hi bestimmt sind. Da nun 
die Funktionen und <py . . cpx—i ein System von x unabhangigen 
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Integralen des vollstandigen Systems W darstellen^ so ergiebt sicb 
der Satz: 

Kennt man im Falle % = ein System von % — 1 undbhdngigen 
Integralen des vollstandigen Systems V; so ergieU sick das noeJi fehle7%de 
Integral von W durch Uofse Differentiationen und JEliminationen. 
186. Durcb eine ganz ahnlicbe Betracbtung wie in der vor* ISTr. 
erbalten wir nocb den Satz: 

FilJirt man unter der Annahme oc = 21 in den Ausdruch A irgend 
% unablidngige Integrale von W als neue Variable ehij so ver- 

wandelt sich A in einen bedingungslosen AusdrucJc mit % Yariabeln 
nnd man erbalt anf diesem Wege die allgemeinste Variabeln- 
transformation der genannten Beschaffenheit. 

Hat z. B. A die Form (8) nnd ist % = 2^ so bestebt W aus der 
einen Gleicbung (9)^ nnd der vorige Satz liefert Bertrand’s Methode 
(Art. 126). Es zeigt sicb ancb jetzt wieder^ dafs diese Metbode einen 
Umweg bedentet. In der That genngt es ja nacb dem Obigen, nm A 
anf die Normalform qdf zn bringen, das Integral f des zm A = 0 
adjnngirten zweigliedrigen Systems V dnrcb eine Operation 1 zu be- 
stimmen, worauf q aus der Identitat A = Qdf obne weiteres folgt^ 
wabrend bei Bertrand’s Methode die Operationen 2, 0 (Art. 133) nnd 
aiifserdem nocb eine Operation 1 erfordert wird. 

137. Unter der Annabme % = 2l — 1 bestebt eine Identitat 

A = dfx “f" "j" • • “h Fx—idfx—i = dfx -f- Ai. 

Setzen wir nun 

yi = . . -Fj-i, /i . . fx~i) (i = l,2,..2l — 2) 

wobei die tjji irgend 2 A — 2 nnabhangige Funttionen der einge- 
klammerten Grofsen^ also irgend 2 A — 2 nnabhangige Losnngen Yon 
V bedenten^ so wird A^ ein bedingnngsloser Ansdrnek in den 21 — 2 
Variabeln y^ . . 

Fiihrt man also im Fall k = 21 — 1 irgend % — 1 unaWidngige 
Integrale 

(15) iji = g}i{xi ..Xn) {i=l ..z — 1) 

des Systems V nebst heliebigen andern ImMionm <px . . g)^ als nem 
Variable y^. .yn so erbalt J die Foi'm: 

y. — l 

A = dijj -{- zi\ = ^*‘( 2/1 ’ • 2/x— i)^2/s 

1 

ivobei A^ einen bedingungslosen Ausdruch in den 2X — 2 Verdnderlichen 
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. . 2 //— 1 iedeutetj und die Funlction ip niclit durcli . . yx—i cdlein 
ausgedrucM werden Jiann. Offenhar giebt es aucli Iceine andere Vdriabeln- 
transformation der angegebenen EigenscJiaft 

Da die (pi . . (p^^i hinsichtlich unabhanglg sind^ so 

bilden die Gleicbungen (15) zusammen mit 

tik = Xk (/i = x,x+ 1,.. n) 

eine Transformation, die, nacli den a; aufgelost, so lauten moge: 

(16) X; = {Vi ■ • yn)‘i Xh = yh (i = 1 . . ^ — 1; = 3C; . . It). 

Vermoge dieser Grleicliungen bestehen dann Identitaten der Form: 


8y, 


Qi — 1 . , n) 



wobei die a,, vermoge (16) durcb die y auszudrticken sind. Da die 
Existenz einer Funktion ip, die diesen Identitaten geniigt, nnd nur bis 
anf eine additive willkiirliclie Funktion von bestimmt ist, 

von vorneherein feststebt, so ist der Ausdruck: 


^y,dyx -f" <^A+idyy,^i -j- • • Slndiju 


worm 



H. 


gesetzt wurde, ein exaktes Differential dip, wenn die Grofsen 
als willktirliclie Konstante gelten. Die Ermittelaiig von ip erfordert 
demnacli eine einzige Quadratur. Sind an der Stelle alle a, 

regular und E und Q nicbt null^ so konnen wir unter den Funktioneii 
(pi in (15) die Hauptintegrale des vollstandigen Systems V binsicbtlicb 
X ~ xl,. . . X = x^ verstehen. Dann sind die y. und infolgedessen 
anch die £1,, an der Stelle = x-^ . . yn = x,^ regular, und dasselbe 
gilt dann nacb Art. 92 von der Funktion Tp. Da nun die Funktionen 
f, y^. . yx-x, in den x ausgedrfiekt, x unabhangige Losungen von W 
darstellen, so folgt; 

Kemt tmn iw> Fcdle eines mgeradm x die Integrate des voU- 
standigen Systems V, so Idfst sich das noch fehlende x'-’' Integral von 
W durch Differentiationm, EKminationen und eine einzige Quadratur 
ennitteln. 
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138. Wir betrachten wieder einen Pfaff'sclien Ausdruck /I der Klasse 
und gleiclizeitig einen Ausdruck z/' der Form wobei q irgend eine 

Ennktion der Variabeln bedeutet; es sei %' die Klasse von J'. 

Eerner seien V' und TF' die zu kovarianten vollstandigen Systeme. 
Dann haben wir nacb Art. 99 folgende vier Elille zu untersclieiden. 

1) = dann bat z/' die Korinalform 

1 

also stimmen die vollstandigen Systeme F und Y' tiberein, da sie nach 
Art. 128 dieselben Integrale baben. 

2) jc = 21, %' = 21 — 1; dann haben J und /i" die Normalformen 

1 • ^—1 

^ 1 ' 1 

also stimmen jetzt die Systeme TF' und V uberein. 

3) 3c = 21 — 1; y/ = 21 — 1; TF und IT^' sind identisch. 

4) 3c = 21 — 1; = 21; TF und V' sind identisch. 

Setzen wir ferner ~ J -f~ worin tv eine beliebige Eunktion 
von . . Xji bedeutet, und bedeuten F" und TF" die zu z/" kovarianten 
vollstandigen Systeme, ferner %" die Klasse von so gelten, wie leicht 
ersicbtlicb, die vier analogen Satze : 

1) 1st 5c = ^"= 21 — 1, so ist das System F mit F" identisch. 

2) 1st 5c = 21 — 1, %"=21 — 2, so ist das System V mit TF^' 
identisch. 

3) Ist jc = 21, 5c" = 21 1, so ist das System TF mit F" identisch. 

4) Ist = 21, = 21, so ist das System TF mit TF'^ identisch. 

139. Kachdem wir die Existenz der vollstandigen Systeme F und TF 
und ihre wichtigsten Eigenschaften erkannt haben, ist es von Interesse, 
Grassmann’s Yerfahren zur Herstellung einer reduzirten Eorm von unserm 
gegenwartigen Standpunkte aus noch einmal zu erlautern. 

Bei geradem % hat man nach Art. 114 die — 1 Integrale . . yn—i 
einer beliebigen Gleichung des vollstandigen Systems F, nebst einer 
Eunktion t als neue Yariable einzufuhren, und erhalt so eine Identitat 
der Eorm 


n — I 



1 


Bei ungeradem % bedeuten dagegen die . , yn—i die Integrale einer be- 
liebigen Gleichung, die in dem System TF enthalten ist, und es besteht 
wiederum eine Identitat (17). 

Es sei nun zunachst % = 21 y und besitze dieselbe Klasse; dann 
ist nach der vor. Kr. das zu gehoiige, kovariante System F' mit V 
identisch, wenn aJle n Variabeln . . yn—i ^ cils Indopendente belrachtet 
werden. Da aber von t ganz unabhangig ist, so lautet eine der Glei- 
chungen von F' augenscheinlich; 
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(1^) |l = ^ 

nnd die iibrigen n — % Gleicbungen von V' bilden fiir sich ein vollstandiges 
System 7 in — 1 Independenten. 

Hat dagegen z/' eine um eins Meinere Klasse — 21 — 1, so stimmt 
nacb dem vor. Art. V mit W' uborein; das System W' ist n — %'-gliedrig 
imd entbalt wiederum die Gleicbung (18); die iibrigen n — %' — 1=^;^ — % 
Gleicbnngen bilden fiir sich ein vollstandiges System 7 in n — 1 Inde- 
pendenten. 

Wendet man min die Grassmanifsche Eeduktion auf den Ansdrnck z/' 
von neucm an, so hat man in beiden Fallen die n — 2 Integralc .. 
einer beliebigen, im System 7 enthaltenen Gleichung ncbst einer n — 
Fnnktion u statt der . , yn—i a<ls neue Independente einznfdhren. 

Ist aber % = 21 — 1, so hat man, falls % <in — 1, die Eeduktion 
der Nr. 115 neuerdings auf qJ' anzuwendeii; da nun dieser Ausdruck von 
t nicht abhangt, so enthalt das zu qJ' kovariante System T7' die Glei- 
chung (18) und geht aus 17 direkt durch Einfuhrung der Independenten 
hervor. 

Das Grassmann^sche BeduMionsverfaliren ist demnach gleiclibedeutend 
mit der folgenden Methods: 

Man hestimme im Falk % = 2X die 21 — 1 Integrals . . ^ 2 ;.— i 
des zii A gehbrigen 'vollstandigen Systems 7 » Falls % = 21 — 1 die 
21 — 1 Integrals des Systems W, und ztva-r leideniale mit 

Hvlfe der in Art 61 auseinandergesetzten Methods successivcr Sulstitution. 
Fuhrt man dann die Zi statt ebensovieler Xt, als neue Inde])endente ein, so 
erlidlt A die Form: 

21-1 

/I = (SJ^ = . . Z2X-i)ch,, 

1 

zvorin A^ emen hedingungslosen Ausdruch in 2X — 1 Yariaheln Icdeutef, 
und 0 durch die Zi allein azisdruclibar ist, oder nicht, jenacJidem % — 2l — 1 
Oder gleich 21 isi Hinterher ist A^ nacli der Pfaff'kchen Methods auf eine 
Form mit nur 1 Differ entialelcmenten zio bring en. (Art. 110.) 

Wie man sieht, enthalt GrassmanAs Eeduktionsverfahren zugleich 
cinen Beweis fiir die Yollstandigkeit des Systems 7 im Falle % = 21, und 
des Systems T7 im Falle %— 21 — 1. Dieser Beweis beruht darauf, dafs 
durch Einfuhrung der neuen Yariabeln v/i . 1 , t das System 7 (bezw. 

T7 bei ungcradem r) eine Form annimmt, in der os die Gleichung ~ = 0 

umfafst, wahrend die n — 21 iibngen Gleichungen 7 von t ganz unab- 
hangig werden, und dafs auf das Gleichungensystem 7 wiederum eine ganz 
analoge Transformation angewendet werden kann etc. 

Benutzt man im Falle 7 : — 2X — 1 bei der Einfiihrung der neuen 
Yariabeln 'y^y^ . . 1 1 die n — 1 Integrate yi einer linearen partiellen 

Differentialgleichung, die in 7, nicht aber in dem System T7 enthalten ist, 
so erhalt man die Jacobfsche Eeduktion (Art. 122). Durch geeignete Kom- 
bination der Jacobkschen und der Grassmann^schen Eeduktion gelangt man, 
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wie leicht ersichtlicli, zii einem Verfahren, das darauf Mnauskommt , die 
% — 1 Integrale des Systems V in J als neue Variable ein- 

zufiihren, wodurcli J die Form d'lp enthillt, in der einen be- 

dingnngslosen Ansdruck in den 21 — 2 Yariabeln . . Zy^ — i bedeutet. 
Den Ansdruck kann man dann binterher nacli Pfatf s Metbode anf eine 
Gestalt mit nur I — 1 Dilferentialelementen bringen (Art, 111) und ge- 
langt so zu einer Nonnalform von J. Aucb gewinnt man anf dem biermit 
angedeuteten Wege einen Beweis ftir die Yoilstandigkeit des Systems V im 
Falle = 21 — 1. 

140. Die meisteii Satze, welcbe wir in diesem § ilber die voll- 
standigen Sysieme V und W abgeleitet baben, komien aucb oline 
Zubilfenabme des Fundamentaltlieorems bewiesen werden. Wir be- 
scbranken uns an dieser Stelle darauf, die beiden wicbtigsten Eigeii- 
schaften der Systeme V und W, namlicb ihre Yoilstandigkeit und ibre 
Kovarianz, direkt zu begriinden; dadurcb gewinnen wir die Gruiidlage 
zu einem neuen Beweis des Fundamentaltbeorems, der im nacbsten 
Kapitel geftibrt werden soil 

Die linearen totalen Differentialgleicbungen 

(19) ciiidxi di^dx^ -j- • • diiidXn, == 0 (i =5 1, 2 . . u') 


reduziren sich auf k oder % — 1 linear unabbangige, je nacbdem die 
Klasse % des Pfaff’scben Ausdrucks J gerade oder ungerade ist. Dieses 
Gleicbungensystem ist nacb Art. 79 einerseits unbescbrankt integrabel, 
andererseits im Falle z = 2X zu dem Gleicbungensystem im Falle 
X = 2X — 1 zu dem Gleicbungensystem V adjungirt. Damit ist die 
Yoilstandigkeit des Systems W im Falle eines geraden und die YoU- 
standigkeit von V fiir ungerades z bereits nacbgewiesen. 

Urn unsern Beweis zu vollenden, filbren wir eine n D® unab- 
bangige Variable Xq ein, mid betracbten den Pfaff’scben Ansdruck in 
n -f 1 Yeranderlicben 


n 



0 


Dann ist 


( 20 ) 


ci'Q I — 0^ • • j (iji 

, da' da^ 

Woi = ftio = ®A- = 1 . . 'w). 


Die unabliangigea unter den Grleicliungen 

n 

a/i dXh = 0 (i = 0, 1 . . w) 

0 
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liefern uns dann miter alien Umstandeii eiu mibesclirankt integrables 
System mit u + 1 Veranderlicben . . Xn (Art. 79). 

Wegen (20) aber scbreibt sicb dieses Grleicbungensystem so: 


n 



1st z ungerade^ so stellen die Gleicliungen (21) genau % 1 linear 

nnabliangige Gleichungen dar; eine derselben ist (IXq = 0^ nnd die 
iibrigen % Gleicbnngen erbalt man^ wenn man aus den Relationen 

n 

^ a, k dXi = 0, dxt = 0 ('8 = 1.. n) 

1 

irgend % linear unabbangige answahlt; diese k Gleichungen sind von 
Xq vollkommen nnabhangig, bilden also nacb Art. 75 fiir sicb ge- 
nommen^ ein x-gliedriges^ unbescbi'ankt integrables System in den 
Variabeln x^.,Xn^ Dieses System ist nun zu dem Gleichungensystem 
W adjungirt, und es ist somit die Vollstandigkeit von W aucb im 
Falle % — 2X — 1 erwiesen. 

Ist andererseits jc = 2/1, so ist % der Rang der Matrix (B) (Art. 96), 
also reduziren sicb die Gleicbungen (21) auf genau k linear unab- 
bangige. Ist nun etwa nicbt identiscb null, so giebt es genau 
K — 1 linear unabbangige Linearkombinationen der Gleicbungen (21), 
die Xq weder in den Differentialen, nocb in den Koefflzienten entbalten, 
namlicb die folgenden: 

n 

(22) {a ,- «! k — ai a, ^ dx^ = 0 (ii == 2, 3 . . w), 

1 


die sich offenbar auf x — 1 linear nnabliangige Gleicbungen reduziren, 
und fiir sicb genommen ein x — 1-gliedriges unbescbrankt integrables 
System bilden (Art. 76). Die Gleicbnngen (-22) sind aber zu dem 
System V adjungirt, denn aus den linearen Gleicbungen 


folgt: 


ik = = l ..n) 

n 

^ {aiCiik — ataa) I* = 0 (i = 2, 3 . . n). 
1 


Damit ist gezeigt, dafs aucb bei geradem x das System F voll* 
standig ist 
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141. Um zn erkenneii^ clafs die beideii Yollstandigen Systeine V 
und W mit dem Pfaff’schen Ausdruck z/ invariant verknilpffc siiid^ 
geniigt es offenbai-j dies fur die bezw. adjungirteii Systeme totalei' 
Differentialgleicliungen nacbzuweisen. Gekt nun vermdge der Variabelii- 
transformation: 


(23) 


= i'AUlVi ■ ■ tin) 


der Ausdruck z/ in 


J' - 


2 

1 


ilber^ so verwandeln sicb gleicbzeitig die Eelationen (19) in die nacb- 
stelienden: 


(24) 


u n 



dy, = 0 


(i = 1 . . n). 


Bezeichnet man die linken Seiten von (24) mit ViVs-.V^, so ist 
das Gleicliungensystem (24} gleickbedeutend mit dem folgenden 


(25) 


W, 




Wr 


V, + • • + 


da ja die Funktionaldeterminante 
Setzt man aber 







so folgt ganz abnlicb wie in Art. 98: 



nnd mitbin konnen die Gleicbungen (25) aiicb so gescbriebeii werden: 

“1“ hrndyn = 0 (f = 1 . . 

also ist das System (19) mit dem Pfaff’scben Ausdruck J in der That 
invariant verbnupft. 

Wir versteben ferner wie oben unter eine u -f- P® Independente^ 
nnd fugen den Transformationsformeln (23) die folgende binzii 

(26) ^0 = 2/o- 

Vermoge der Variabelntransformation (23), (26) verwandelt sicb nun 
das Gleicbungensystem (21) in das nacbstebende: 
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(27) + 

I/O 


n 


0 Xj, 


a,i di/, = 0 [?:=!.. n) 


1 1 
dx 




Die Gleichungen (27) sind aquivalent mit diesen: 


dx. ^ , dx^ ^ ^ . 
dy^ ^ ^ cy^ - ‘ 


_L V ' = 0 


(r = 1 . . ?*), 


also erhalt man schliefslich vermoge unserer Transformation (23) (26) 
aus dem System (21): 


v28) 


h 

' Vo 


+ ^n,,dy, = 0, 

1 


{i = 1 . . 


Daher verwandeln sich auch die von unabhangigen Gleicbungen^ 
welcbe man durcb lineare Kombination der Relationen (21) erbalt, in 
die von freien Gleicbnngen, welcbe durcb Linearkombination aus 
(28) hervorgeben. Nacb der vorigen bTr. sind daber die unbescbrankt 
integrabeln Systeme, die bezw. zu den Systemen V und W adjungirt sind, 
und in Folge dessen die Systeme V und W selbst mit dem Pfaff’scben 
Ausdruck z/ ko variant; m. a. W. verwandelt sicb z/ bei Einfubrung 
neuer Variabeln in z/', so verwandeln sicb gleicbzeitig V und W in 
die Grleicbungensysteme V' und TT', die zu z/' bezw. in denselben 
Beziebungeii steben, wie V und W zu J. 


§ 4. Erganzungen zu deu Frobenius’schen Satzen. 

142. Die Entwickelungen des vorigen § setzen uns in den Stand, 
die in Kapitel III abgeleiteten Probenius’scben Satze in einigen wesent- 
licben Punkten zu erganzen. 

Bs sei z/ ein Pfaff’scber Ausdruck der Klasse ferner q irgencl 
eine Punktion von . . x^. Setzen wir dann: 


so folgt: 


z/' = pz/ = ^a,'dx, , 


^tk '■ 


I dg dg 

QCtik -|- a; J— Uj, ; 


dx, 


ist nun z = 2X^ so besitzt z/' die Klasse % oder % — 1, je nacbdem 
die Matrix: 

II ^ik 


('2', Je — 1 , ♦ 
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den Rang 2 A oder 2 A — 2 besitzt. Dividiren wir aber alle Elemente 
dieser Matrix mit 9 , so erhalten wir das Schema; 

(1) II II 

worin 

^ I „ Sloge „ clog? 

" (^ik “ 1 ” Cli cik • 




C X, 


gesetzt wird. Damit nun das Schema ( 1 ) den Rang 2 A — 2 besitze^ 
ist offenbar notwendig und hinreichend, dafs das Schema: 


I 0 

6\« 


Cl ,i 




C’ti 2 

Cn-i • • 

0 


Oij 


— a.. 

— ttg . . 


0 

1 

i 0 

0 

0 . . 

0 - 

- 1 

0 


den Rang 2 A besitze. Subtrahiren wir aber hierin die mit -• 

multipizirte n -j- Spalte von der und die mit -j~ multipli- 

zirte n + R® Zeile von der Zeile, und fiihren diese Umformung 
fiir ijJv — I . . n aus^ so entsteht das Schema 


( 2 ) 


0 

ai2 * 

(hn 

ai, 

cloge 

dx^ 

am 


0 

art) 

d log (> 

— a, 

— • 

• — «« 

0 

1 

clogg 

dXj_ 

?log^ 

aioge 

— 1 

0 


Damit nun die schiefsymmetrische Matrix (2) den Rang 2 A besitze, 
ist notwendig und hinreichend, dafs dasselbe fiir dasjenige Schema gilt, 
das aus (2) durch Weglassiing der letzten Spalte entsteht, m. a. W., 
dafs die Piinktion q jede Gleichung der Form: 


3 log e , It ologQ ^ 


=1 


0 


befriedige, wenn unter den irgend ein Losungensystem der linearen 
Gleichungen 




0 


({=!.. n) 


verstanden wird. 
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JDcmiit also im Falle % — 21 der Pfaff'sclie AusdrucJv qA den Ran 
2 1 — ^ 1 hesitze^ isf nach Nr, 128 notwendig nnd hinreicliend, dafs di 
Fimktion q den Imnogenen linearen parfiellcn Bifferentialgleiclmngen 

(3) X P = 0 (^ = 2 . . n — 

imd anfserdem der niclit liomogenen linearen partiellen Differential 
gleichung: 

(4) X„Q~Q.P = 0 

geniige. 

143. Denkeii wir mis also die Funktion 

6SElog Q 

durcli eine Kelation der Form 

(5) 

definirt, so mnfs die Fimktion f den linearen liomogenen partiellei 
Differentialgleicliimgen : 

( 6 ) x,-f=o- xj+pI^^o 

genxigen^J, wenn % — 1 die Klasse von qJ sein soil. 

Die Grleickiingen (6) bilden nun ein n — % -j- 1-gliedriges voll 
staiidiges System mit den Independenten x^, x^ Xn, <5, Denn das 
adjungirte System totaler Differentialgleichungen ist das folgende: 

^akdxk == 0^ ^ajkdXk = a,d(j (i = 1 , , n) 

und die 2 1 unabbangigen unter diesen Gleicbmigen stellen nact 
Art. 140 ein unbeschi-ankt integrables Gleichungensystem dar. 
Beilanfig folgt^ dafs die Gleichungen 

(7) j-Xo/ = 0, .. = 0 

ein n — % + Jacobi’scbes System bilden. Denn znnaclisi 

stellen die n — % letzten dieser Gleicbungen ein vollstandiges System 

dar^ welches nach aufgelost ist (vgl Art. 128), bilden 

^'^71 

also fiir sich ein Jacobi’sches System (Art. 69); setzt man ferner: 

1) Dies folgert man leicht ans dem Schlufs des Art. 60, wenn man beacktet, 
dafs vermoge einer Delation (6), die a wirMich entbalt, nicht alle Funktionen 

*^10^20 • • ^2^,0’ ^ 
identisch verschwinden konnen. 
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so folgt^ da die Funktionen und P you 6 imabliangig sind: 
FoZ// - X,%7' 

und dieser Ausdrnck ist eine lineare Kombination von YJ] X^'f . . Xii^ifj 
also identiscb ni-ill. 

Kennt man % — 1 iinabbangige Integrale des voll- 

standigen Systems so erhalt man das noch feblende Integral yon 
W durcb Differentiationen und Eliminationen (Art. 135). Pukrt man 
jetzt die iienen Independenten 

eiii; so erhalt man nach Art. 51 eine Identitat der Form: 


Dafs $ die Variabeln Xy^i . . nicht enthalt^ folgt leicht ans der 
Thatsache^ dafs die Gleichnngeu (7) ein Jacobi’sches System bilden. 
Die Gleicliung (4) wird jetzt 


und man findet: 




d log 9 

^7 




Q = (arb* F. von 


. . e 



Aus dieser Form el folgt beilaufig: Kennt man im Falle x — 2X 
mei verscMedene Funldionen q imd q' von der Eigensdiaft, dafs die 
Aitsdriicice qA und q'J alle heide die Klasse x — 1 lialen, so ist der 

Quotient entweder konstant oder ein Integral des voUstdndigen Systems T7 

Bs ist dies die Verallgemeinerung eines in Art. 94 ausgesprochenen 
Satzes. 

Hat man in dem vorliegenden Fall % = 2l den Ausdrnck A auf 
die FTormalform 

A = F^df-^ • • -f- Fp,dfx 

gebracht, so findet man folgendermafsen die allgemeinste Funktion q 
derart, dafs qA die Klasse 2 1 — 1 besitzt: 

Damit letzteres der Pall sei, mufs nach Art. Ill zwischen den 
Grofsen qF^, . , qFx^ . . fx eine (und naturlicb aucb nur eine) iden- 
tische Eolation stattfinden. Jede solche Beziehung kann, wie man 
sofort erkennt^ die Form 

erhalten, und Meraus folgt: 



190 


Kap. V. Die vollstandigen Systeme F und W. 


[144, 145J 




h, -p- 


F, 


cL h. qJ lesiM dam imd nur dann die Klasse 2X 
Fimliion der 21 Grdfsen 
( 8 ) 


1, ivenn q eine 


hedeutet, die hinsicUlich F ^ . . Fx liomogen der Ordmmg — 1 ist 
In Art. 259 werden wir nachweisen^ dafs der Ansdruck 
wenn man die nenen Independenten 

F . . Fx y fi * • -f- 1 • • 

einfiihrt^ direkt in den Ansdruck 


V I V _^C L 

*^1 dF^ + dF^ + 


I 77' 

+ JW 


ubergehtj die Bedingungen (3); (4) sagen somit in der That nichts 
anderes aus^ als dafs q eine Funktion der Grofsen (8) und in den Ft 
homogen — Ordnung sein mufs. 

144. Ist die Klasse % des Pfaff’schen Ansdrucks J gieich 2 A — 1^ 
so ist die Klasse des Ansdrucks qJ = offenbar dann und nur dann 
ebenfalls gieich x, wenn die Matrix (1) den Rang 2 A — 2 besitzt. 
Durch eine ganz analoge Betrachtung wie in Art, 142 erkennt roan: 
damit x — 1 die Klasse von qJ sei^ ist notwendig und hinreichend; 
dafs Q dem zu z/ gehorigen vollstandigen System W genilgt. Dies 
folgt auch leicht aus der Betrachtung der Normalform 

2-1 


1 

und aus der Schlufsbemerkung des Art. 100. 

Darnach konnen wir die Satze des Art. 99 in folgender Weise 
erganzen: 

1) Ist die Klasse x von J gieich 21, so ist die Klasse von pz/ 
gieich x — 1 oder gieich Xy je naclidem die Funktion q den Idenlitdten 
KqQ — Q , P = 0y XiQ = 0 (i =z 1 — x) 


genugt, oder nicht 

2) Ist die Klasse x von z/ gieich 2A — 1, so ist die Klasse von 
Q/l gieich x oder gieich x 1, je nachdem q dem m A gehorigen voll- 
stdndigen System W geniigt, oder nicht 

145. Bs sei die Klasse x des Ansdrucks A gieich 2 A — 1. Soil 
dann der Ansdruck 

A' = A + dSl 


die Klasse x — 1 besitzeBj so mufs 2 A — 2 der Rang der Matrix 
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0 


%2 


«13 

n 

, gSI 

( 9 ) 

1 


O/i 2 




0 a„ + 


— — 

cSl 
‘6x^ ’ 

-a-i- 

cSl 

8 ’ 

G sii 


0 


sein. Dazu ist notwendig und Jiinreichend^ dafs die Matrix^ die ans 
(9) durch Streicliung der letzten Spalte entsteht, den Rang 2 A — 2 
besitze^ dafs also £l jeder Relation der Form 


2 0/1/ -f- 
1 1 


dSl 

GX^ 


= 0 


geniige, worin die die linearen Grleicliungen 

(10) = 0 (^ = 1...5^) 

befriedigen. Gebraucht man die Bezeicbnungsweise des Art. 130 und 
beachtet man^ dafs identiscb 

Q = ill ' 22— 1 4 “ ^^ 2,22 — 1<^2 -}-•*-[“ i 722 — 2,22 — 1 <^<^22 — 2 ■ P ^<^22 — Ij 

SO ergeben sicb fitr £l folgende Bedingungen: 

(11) XiSl = 0 (i=l,2,.n^%) 

(12) Xoii = Q. 

Denken wir uns Si durcb eine Relation 

.,Xn)=-0 

deflnirt^ so mufs f dem folgenden System linearer bomogener Glei- 
cbungen gentigen^ 

(18) Xf=0, + 

worin • Xn, H als unabbangige Variabeln figuriren. 

Das Gleicbungensystem (13) ist vollstandig; denn das adjungirte 
System 

(14) ^ aiidxj, = 0 (i = 1 . . n) 

(15) ^a,dx, + d£l = 0 

ist ein %-gliedriges unbescbrankfc integrabeles System in den n 4- 1 
Variabeln x^^ , . x^, In der Tbat^ die Gleicbungen (14) bilden nacb 
Art. 79 fiir sicb genommen ein % — 1-gliedriges YoUstandiges System 


1) Ygl. die Anmerkung p. 188. 
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in Um also unsere Behauptung zu erweisen^ haben wir nur 

zu zeigen, dafs die Bilineai'form 

n n 

22 C^ks % ; 

1 1 


die aus der linken Seite von (15) nacb den Regeln des Art. 76 ge- 
bildet wurdc; fiir jedes Punktionensystem . . u,, VqV^ . . das den 
Relationen 

^^cttkUk ~ Oj = 0, ^dk'^k 4” ^0 = ^^aiVi -j- = 0 

geniigt^ identiscb verschwindet; dies aber ist unmittelbar evident. 

Bs folgt wiederum^ dafs die Grleicbungen 

(16) i X,f= 0, A X,f = 0, . . A 0 


1 Integrale 


ein Jacobi’scbes System bilden. Fiibrt man also die % 

. . 0 y^i des vollstandigen Systems (16) (d. b. also des Systems F), 
sowie das nock iibrige Integral des Systems W neben als 

neiie Independente ein^ so erbalt man Identitaten der Form: 




df 


Q 


dx. 


{i = ly2y . ,n — %) 


und da die Grleicbungen (16) ein Jacobi’scbes System bilden^ so scbliefst 
man leicbt^ dafs vermoge unserer Variabelntransformation der Ausdruck 

Xq/‘ folgende Form annimmt: 




Zo/'-L- 


£L 

k: 


wobei ^ die Variabeln X/^i . . nicbt mebr entbalt. Die allgemeinste 
Punktion die den Bedingungen (11) und (12) gentigt^ hat also 
die Form 

SI ^ I -j- (arb. F. von 0 ^ 0.2 . . 0a^i) 
und es folgt beilaufig: 

Kennt man im Falle % = 2l — 1 0 tvei verscliiedene Funldionen !Sl 
und SI' von der Eigensdiaft, dafs die Ffaff'sdien AusdriicTie: 

jd ---f- dSS*^ jd -j— dSS' 

alle heide die Klasse % — 1 besit 0 en, so ist die Diff‘eren 0 SI — SI' ent- 
weder eine Eonstante oder eine Lbsung des 0 U J gelwrigen vollstandigen 
Systems F 

Hat man J auf die Normaiform 

j = dn + F,df, + . . + 
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gebracM; und soli die Klasse 2A — 2 besitzen^ so ist nach 

Art, 102 und 113 dazu notwendig nnd hinreicbend, dafs zwischen den 
2 A — 1 Funktionen 

eine identiscbe Eelation bestebt^ dafs also £2 die Form 
(17) si = -f,+ W(F,., F,^,, f , . . 

besitzt. In Kap. X werden wir zeigen^ dafs^ wenn man die Grofsen 

fxy F-^ . . Fx — Xj . » fx — ij Xy,^x^y.-{-2 • • 

als neiie Independente einfubrfc, der Ausdruck — -4 -Xq/* direkt in den 

o ^ 

Ansdruck ^ tibergebt. Die Bedingungen (11) und (12) drucken also 

in der That nicbts anderes aus^ als dafs £l in der Form (17) dar- 
stellbar ist. 

146. Ist % = 2A nnd soli J dSl dieselbe Klasse besitzen, so 
mnfs 2 A der Rang der Matrix (9) sein. Da jetzt die Gleicbung 

= 0 


eine Folge von (10) ist, so scbliefst man leicbt: der Ausdruck yd + 
besitzt dann und nur dann die Klasse 2 A, wenn £l dem zu J ge- 
borigen System W gentigt, eine Tbatsacbe, die aucb obne weiteres 
aus der Betracbtung der Normalform und aus der Scblufsbemerkung 
der Art. 102 erscblossen wird. Fassen wir die Resultate dieser und 
der vorigen Nr. zusammen, so konnen wir die Satze des Art. 102 in 
folgender Weise erganzen: 

1) Ist die Klasse % von A gerade, so ist die Klasse des Ausdmcls 
j d£l gleicJi % oder gleich + 1, ye nacMem £2 dem m A gehorigen 
vollstdndigen System W genilgt oder nicM. 

2) Ist die Klasse % von A ungerade, so ist die Klasse des Aus- 

drucJxS A d £2 gleich % — 1 oder gleich je nachdem £2 den Identitdten 


Xi£2 = 0 (i = 1^2 .. n — k) 
Xq£2 = Q 


genilgt, oder nicht Dabei baben die Symbole X^f die in Art. 131 an- 
gegebene Bedeutung. 

147. Die Entwickelungen dieses § entbalten, wie man sofort er- 
kennt, einen neuen Beweis des Fundamentaltheorems, Wir erinnern 
zunacbst daran, dafs die Satze der Art. 140 — 145 obne Zubilfenahme 
dieses Theorems begriindet wurden. Ist nun % der Rang der zu A 

T. Weber, Das Pfaffscbe Problem 
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gehorigen Matrix (A) (Art. 96), und ist x = 21, so kann man nach 
Art. 143 eine Funktion derart bestimmen, dafs der Ausdrnck 

die Klasse x — 1 besitzt; dann lafst sick nach Art. 145 eine Funktion 
f[ so ermitteln, dafs die Klasse des Ausdrucks — df,^ gleich 

5 t — 2 ist; ferner kann man ein finden, derart, dafs -y Klasse 

X — 3 besitzt etc. Man gelangt so der Reihe nach zu den Funktionen 
■ • h Mormalform, und zeigt dann hinterher nach Art. 127, 
dafs diese Normalform auch nur in dem Falle existiren kann, dafs die 
Matrix (A) den Rang 21 besitzt, und dafs dann die Funktionen F, f 
unabhangig sind. Im Falle x = 2X — 1 bestimme man zunachst fx so, 
dafs J — dfx die Klasse % — 1 besitzt u. s. w. 

Ist x = 2l, so erfordert die Bestimmung einer Funktion p von 
der Eigenschaft, dafs qJ die Klasse x—\ besitzt, nach Art. 143 eine 
Operation x, namlich die Ermittelung eines Ton 6 nicht unabhangigen 
Integrals des n — x-{- 1-gliedrigen vollstandigen Systems (6) mit den 
Independenten x-,_..Xn6. Ebenso verlangt im Falle x==2^~l die 
Aufsuchung einer Funktion Si von der Beschaffenheit, dafs J -j- d Si 
die Klasse x — 1 besitzt, nach Art. 145 eine Operation x, namlich die 
Bestimmung eines von Si nicht unabhangigen Integrals des w — jc -j- 1- 
gliedrigen vollstandigen Systems (13) mit den n -|- 1 unabhangigen 
Veranderlichen . .x„, Si. Daraus folgt sofort, dafs die soeben an- 
gedeutete Methods zur Herstellung der Normalform von J unter alien 
Umstanden je eine Operation 

— 1, « — 2, . . 3, 2, 1, 0 

verlangt; obwohl diese Methods damach weit einfacher ist, als das in 
Kap. IV entwickelte Pfaff-Orassmann’sche Reduktionsverfahren, so wollen 
wir doch nicht naher auf sie eingehen, da wir im nachsten Kapitel 
eine noch vorteilhaftere Methods kennen lernen •werden. 
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Kapitel VI. 

Das implicite Rednktionsverfahren. 


§ 1. Die Eeduktionsmetliode von Cletoscli. 


148. In einen Pfaff’scten Ausdruck 

n 

(1) z/ = ft; (ajj . . Xn) dXi 

1 

Ton der Klasse k denken wir uns mittels der Pormeln 

(2) a;/ = (Pi(x^x.2 ..x^ ... a:„' = . . a;„) 

statt der x die neuen Yariabeln x' eingefukrt^ wodurcb J die Form: 


(3) 


n 

hi (x^x^ . . Xn) dXi 

1 


erhalte. 

mithin 


Wir setzen nun: 

~f“ l)^dx^ -f" • • -{' hjidXyi ^ 


(4) 


J = \dx-l -f- Jij 


und woUen untersuchen^ ^velclie Klasse der Pfaff'sche Ausdruclc z/^ 
hesit^t, tvenn man darin x^x^ . . Xn cds Vamable, die Grdfse x^ dagegen 
als willUirlicJie Konstante hetracUet. Diese Klasse werde mit % be- 
zeichnet. 

Die fundamentalen Matrices (A'), (B')^ (C')^ die zu der transfer- 
mirten Gestalt (3) des Pfaff’schen Ausdrucbs J gehoreu; sind die 


folgenden: 


Dabei ist 


(AO 

h h • 

0 . 

. bfi 

• n 

; (BO 

0 \ . 

— \ 0 . 

. h 

■ hn 


Inl ln% • 

. 0 


bn bn 1 » 

. 0 


(CO \\ha\\ (i,k^l..n). 

-L — T, _ 

la — — hi — 


gesetzt worden. Nacb Art. 98 stimmen die RangzaUen dieser drei 
Matrices bezw. mit den RangzaHen der in Art. 96 analog 'bezeiclineten 
Matrices iiberein. 


13 * 
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Die Matrices (A/), (B/), (C/); die in demselben Sinne zu ge- 
horen^ wenn darin x^' als Konstante betracbtet wird^ werden erbalten^ 
weiin man in (A') die erste Spalte und die zweite Zeile^ in (B') die 
zweite Zeile und Spalte^ endlicb in (O') die erste Zeile und Spalte 
weglafst. Da der Rang einer Matrix durcb Weglassmig einer Zeile 
Oder einer Spalte entweder ungeandert bleibt oder um eins abnimmt, 
so ist der Rang Yon (A/), d. b. also die gesiwlite Klasse % enUveder 
gleiclh % — 2 oder gleicli % — 1 oder gleicli x. 

149. Soil erstens der Rang von (A^') gleicli % — 2 seiii; so mufs 
der Rang von (A') um eins abnebmenj wenn man die zweite Zeile 
daraus fortlafst. Infolge dessen miissen die linearen Gleicbungeu 

n 

(5) lie = h ^0 (» = 1 . . 

1 

nacb Art. 13 die Relation ^^ = 0 zur Folge baben. Ist nun 
( d ) ^2 * * ^0 


ein beliebiges Ldsungensystem der Gleicbungen (5), so ist nacb Art. 132 
und 141 die partielle Differentialgleicbung: 


( 7 ) 


n 




JL 

dxf 


0 


in dem vollstandigen System V' enthalten^ das aus dem zu J ge- 
liorigen System V durch die Variabelntransformation (2) hervorgeht, 
und zu in derselben Beziebung stebt, wie V zu jd. Nacb dem 
Torbin gesagten wird daber jede Gleicbung von V durcb die Funk- 
tion /■ r:: identiscb befriedigt, und infolge dessen ist die Funktion 

. .x„), die auf der reebten Seite der ersten Gleicbung (2) auf- 
trittj ein Integral des vollstandigen Systems V. 

Wir wollen nun umgekebrt annebmeu, dafs letzteres der Fall sei. 
Dann ergiebt sicb, dafs jede Gleicbung der Form (7), deren Koeffi- 
zienten einem Relationensystem (5) geniigen, durcb die Annabme 
identiscb erfullt wird, dafs also eine Folge des Glei- 

ebungensystems (5) ist. Demnacb Termindert sicb der Rang Ton (A') 
um eins, wenn man die zweite Zeile daraus fortlafst. 

Es sei nun zunaebst x = 2A; dann bat jede der Matrices (A'), 
(B'), (O') den Rang 2A. Ferner ist jetzt die Gleicbung 

( 8 ) = 0 

eine Folge von (5), und wir konnen daber sagen, dafs die Gleicbung 
= 0 eine Folge des Systems (5) (8) ist. Also vermindert sicb der 
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Rang von (B') um eins^ weiin man die zweite Spalte fortlafst^ nnd 
infolge dessen ist der Rang von [B/) gleicli k — 2; da er eine gerade 
Zahl sein mufs. Da ferner in (A') alle diejenigen ;^-reiliigen Determi- 
nanten verscRwinden, an deren Bildnng die zweite Zeile sich nicht 
beteiligt^ so vermindert sicli der Rang von (O') iim eins^ wenn man 

die erste Zeile weglafst^ d. li. der Rang von (C/) ist ebenfalls x — 2. 

Daraus folgt nnmittelbar — oc — 2. 

1st % = 2l — so sind die Koeffizienten jeder in V enthaltenen 
Gleicbnng (7) Losungen der linearen Relationen: 

n 

(9) = 0 (i=l..n) 

1 

und es ist daber nnter den oben genaacbten Annahmen 1^=0 eine 
Folge von (9), d. h. der Rang von (O'), der gegenwartig gleicb % — 1 

ist^ vermindert sicb nm eins^ wenn man die erste Zeile fortlafst. Der 

Rang von (C/) ist darnacb % — 3^ also der Rang von (A/) notwendig 
K — 2; da er einer der drei Zahlen % — 2 gleich sein miifs^ 

aber nnr nm eine Einheit grofser als % — 3 sein kann. 

150. Soil zweitens %' = % sein^ so darf die Matrix (A') beim 

Weglassen der zweiten Zeile ibren Rang nicbt andern, da sonst nacb 
dem eben bewiesenen — 2 ware. Dann mnfs sicb der Rang 

von (A') notwendig um eins vermindern^ wenn man die erste Spalte 
streicbt^ d. b. das Gleicbungensystem (8) (9) mnfs die Relation = 0 
znr Polge baben. Ist nun . . L ein beliebiges Losungensystem von 
(8)^ (9); so ist die zugeborige lineare partielle Differentialgleicbnng (7) 
in dem n — ^-gliedrigen vollstandigen System W' entbalten, das ver- 
moge der Variabelntransformation (2) ans dem zu z/ geborigen System 
W bervorgebt, und zu z/' in derselben Beziebung stebt, wie IF zu z/ 
(Art. 132^ 141). Also ist jetzt x-[ ein Integral von W' und demnacb 
(p^ . . Xri) ein Integral von IF. TJmgekebrt, ist letzteres der Pall^ 

und ist keine Losung von V, so andert die Matrix (A') ibren Rang, 
wenn man die erste Spalte weglafst; der Rang von (A/) ist also not- 
wendig % — 1, da im PaUe %' = % — 2 die Funktion (p^ dem System V 
gendgen wiirde. 

151. Indem wir die Resultate der beiden letzten Nummern zu- 
sammenfassen, erbalten wir das wicbtige Theorem: 

jjFiilirt man in einen Tfaff'schen Ausdruciv A der Elasse % mittels 
der Transformationsformeln 

(2) X-^ (p-^ (^1^2 • • ^w) • • * * ^w) 

statt der x die neuen Verdnderlichen , . Xn ein^ und erMlt dadureh 
z/ die Form 
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f 4 ) ^ (^1 *^2 ’ * 7 

1 

SO hesiUt dcr Ffaff'scJie Atisclruch ivenn man dann . Xn cds 

Variable^ x^ aher cds willkiirlichen Parameter hetrachtet, die Klasse 
% — 2^ Oder k 1, oder %, je nacMem die Fimliion (Pi^x^x^ . . Xn) ein 
Integral des m A gehbrigen vollstdndigen Systems V, oder ein dem 
System V niclit geniigendes Integral des Systems W hedentet, oder endlicli 
das System W nicht erfUlltl 

Der Satz gilt in dieser Passung nur fiir z < n, da es fiir % = n 
ein vollstandiges System W uberhanpt nicht giebt. In diesem Falle 
mtlssen wir ibn besonders anssprecben; er lautet dann: 

^^Fi'dirt man in einen bedingmgslosen Pfaff'sclien Ansdruch A mittels 
der Formeln (2) die neuen Verdnderlichen . . xl ein^ und erJidlt A 
dadurch die Form (4), so ist die Klasse von A^ gleich n — 2 oder 
gleich n — 1, ye naehdem die FunUion q^i{x^x ^ . . x^) der m A gehbrigen 
linearen partiellen Differentialgleicliung V (Art. 133) genilgt oder niclitb 

152. Wenn die Pnnktion q)^(x^..Xn) die Variabele x^ wirklich 
enthalt^ so diirfen wir die nenen Variabeln x^ . . Xn bezw. mit x^ . , Xn 
identifiziren, d. k an Stelle von ( 2 ) folgende Transformationsformeln 
benhtzen: 

(9) X-^ = * • ^7i)] x^ X 2 . • Xji = Xji^ 

Unser voriges Resultat lafst sich dann so anssprecben: 

Bruckt man mittels der Belation 

(P^{X^X2 , , Xn) = 

irgend eine der Variabeln etwa x^, als FunUion von x ^ . . Xn und der 
arbitrdren Konstanten q aus, und substituirt den so erlialtenen Wert in 
einen Pfaff^schen Ausdruck A der Klasse % (< 7^)J so verwandelt sich A 
in einen Ausdruck A^ onit n — 1 Variabeln x^. -Xn, der fiir beliebige 
Werte von die Klasse k — 2, % — 1 oder % besitd, je naehdem 
das vollstdndige, m A gehorige System V, oder das vollstdndige System IF] 
nicht aher V, oder endlich weder V noch W befriedigt, 

Im Falle % — n besiM A^ die Klasse n — 2 oder n — je nach 
dem die partielle Differentialgleicliung V erfiillt oder nicht 

Wir woUen die Variabelntransformation (9) als ^^rstd^ oder ,^meite 
Clebsch'sche Beduktionsmethode^^ bezeiebnen^ je naebdem 9 ?^ dem System F, 
oder dem System TF, niebt aber dem System V geniigt. 

153, Ebe wir an diese beiden Reduktionsmetboden weitere Scblnsse 
kniipfen, woUen wir sie an dem Spezialfall n = oc — S erlautern. Das 
System F, das zn dem bedingungslosen Pfaff’seben Ansdrnck 
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(10) J ^ Xdx + Ydy + Zch 

gehort, reduzirt sicli nacli Art. 133 auf die einzige partielle DiiFerential- 
gleichiiiig: 




K + (X, - r.) f - 0-‘) 


Nehmen wir^ um die Ideen zu fixiren, an, dafs Xy — Yx nickt 
identisch verscliwinde^ so besitzt diese Gleicliung zwei, hinsiclifclicli 
Xj y unabhangige Integrale cp^ jjj (Art. 46). Eins derselben^ etwa % 
mufs X wirblicb enthalten, und wir konnexi darnacli mittels der Gleicbung 

(12) cp{xy^) — x' 
die Variable x in der Form 

(13) x = (o {x% y, ^) 

ausdriicken. Siibstituiren wir diesen Wert von x in (10)^ so erkalten 
wir filr ^ die Darstellung: 


clx' + (r+ X'lj) dy+[z+X^) dz. 


Naeh Nr. 151 ist jetzt der Ausdruck 




(r+x|j)^!,+ (z+xfi)* 


ein exaktes Differential, wenn man sich in X, Y, Z die Variable x 
durch 09 ersetzt denkt, und x' als willkurliche Konstante betracbtet. 
Es ist nicht obne Interesse, sick davon direkt zu uberzeugen. Damit 
exakt sei, mufs man kaben; 




Die Fanktionen XYZ enthalten nun die Variabeln y und ^ sowobl 
explicite als auch implicite^ da x durch c? ersetzt ist. Mit Riicksicht 
darauf schreibt sich die Bedingung (15) folgendermalsen: 


dz ' dx dz 
dZ . dZ dco 
dy ' dx dy 


dy \dz ' dx dz) 

, dco (dX . dJC doo\ 

‘ dz \dy * dx dy) ’ 


wobei naturlich x tiberall durch co ersetzt ist; d. h. man mufs vermoge 
X — m identisch haben 

Y.-Z,+ {T.-X,)l^ + (X. - Z.) " = 0 
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fur jedes beliebige Wertsystein x, y, s. Dafs aber diese Bedingung 
tbatsacblich erfiillt ist, folgt unmittelbar aus der Bedeutung von co. 
Demnacb kann mittels einer Operation null auf die Form 

gebrackt werden^ worin aber bei der Ausrecbnung des Differentials 
J/i die Grofse x als Konstante zu betracbten ist. Fiihrt man diesen 
Ausdruck in J ein, und verstebt man unter dem Symbol d wie ge 
wobnlicb eine Diff'erentiation, die sick auf alle drei Variable x'ys 
beziebi, so ergiebt sich: 

J = df^{xyi) 4- F; {x, y, d) df^, 

worin 

74 v ^^2 

— dx 

und statt of gesclirieben wurde. Ersetzt man hinterher x' wiederum 
durcli (p(xii^), so geben in Funktionen von xyz tiber, und 

man erbalt flir /I die Normalform 

J-df^-YF^df^. 

Dafs die Funktionen /i, /j, hinsicktlioli der Variabeln xys unab- 

bangig sind^ folgt scbon daraus, dafs andernfalls J mit einem Aus- 
driick in nur zwei unabbangigen Veranderlicben identiscb ware; also 
nicbt die Klasse 3 besitzen konnte. 

Die vorstebende Metbode zur Herstellung der Normalform von ^ 
erfordert; wie man siebt; aufser Differentiationen und Eliminationen 
nur eine einzige Operation 2 und eine einzige Operation null; ist also 
bedeutend einfacber; als die bisberigen Reduktionsmetboden. 

TJnser Verfabren bestatigt aufs neue die aucb aus der Multipli- 
katortbeorie folgende Tbatsacbe; dafs nacb Ermittelung einer Losung 
9 der partiellen Differentialgleicbung ( 11 ) die zweite Losung ^ durcb 
Differentiationen, Eliminationen und eine einzige Quadratur gefunden wird. 

Beispiel: J = ydx 0 dy xd^. 

Man bat in diesem Falle 

also wird die partielle Differentialgleicbung V: 

ox ' dy ' oz 

Eines ihrer Integrale ist x — setzen wir daher: 

— y = x'-, x = y 


X 
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iind substituiren diesen Wert von x in J, so kommt: 

J ^ ydx’ + (!/ + ^)dy + (?/ + 

Man hat nun 


A (y + + (?/ + X viz ?= (I (A y^ + y^ + , 

wenn bei der Differentiation x als Konstante gilt*, betrachtet man 
aber x' als Variable und substituirt den Ausdruck fiir in z/, 
so folgt: 

zl = {y — z)dx + cl x'zj 

Oder, wenn man x wieder durch x — y ersetzt: 

J^d {^if + xz^ + (^ — s)d{x — y). 

Man wird bemerken, dafs die Fmiktionen x — y und y — z zwei un- 
abhangige Losungen der Gleichung V darstellen, was mit Nr. 131 
iibereinstimmt. 

154. Geniigt die Punktion (p in (12) der linearen partiellen 
Differentialgleichung ( 11 ) nicht, ist sie also ganz beliebig gewahlt, so 
verwandelt sich J vermoge der Substitution (13) in einen Ausdruck 
der Form (14), und besitzt jetzt nach Art, 151 die Klasse zwei, 
wenn x darin als Konstante betrachtet wird. 

Ist dann 

y> ^) = c 

die allgemeine Iiitegralgleichiing der Gleichung = 0, (die eine ge- 
wohnliche Differentialgleichung in den beiden Variabeln y und z dar- 
stellt), so hat die Form: 

x(^',yy 

wenn sich das Differentiationssymbol nur auf y, z bezieht, und es er- 
halt z/ schliefslich die Form 


7t dx' -f* 


wobei jetzt das Differential cIjIj' auf alle d|;ei Variabeln xyz m be- 
ziehen ist und 




dco 

dx' 


/ d'lp' 
^ dx 


gesetzt wurde. Indem wir schliefslich x' wieder durch seinen Wert 9 
ersetzen, wodurch bezw. in zf, ubergehen mogen, erhalten 

wir die reduzirte Form: 


z/ = %(xyz)d(p{xyz) ^ 
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Dieses Verfahreiij welches offenbar mit der ^ungeraden Pfaff’scben 
Reduktion'^ des Art. 109 ubereinstimmt, erfordert, wie man sieht, nur 
eine einzige Operation 1^ liefert aber dafilr ancli keine Normalform^ 
sondern nur eine reduzirte Form mit 2 Differentialelementen. 

§ 2. Dritter Beweis des Fundamentaltlieorems. 

155. Indem wir nunmehr zu der Betrachtung des allgemeinen 
Falles zuriickkebren^ wollen wir uns auf den Pfaff’schen Ausdruck J 
mit der Klasse % die erste Clebsch’scbe Reduktion angewendet denken, 
d. h. wir fiihren mittels der Formel 

( 1 ) 

worin /i ein beliebiges Integral des Systems Y bedentet, statt die 
neue Variable in J ein^ walirend wir die ubrigen Variabeln x^^..Xn 
aucb in der Bezeicliiiiing beibebalten wollen. Hierdurch erbalt A 
die Form 

n 

2 

:: 0i^)(x^'x^ . . Xn)dx^' -f“ A^, 

wobei A^ als Pfaff’scher Ausdruck in den Variabeln x^x^ . . Xn die 
Klasse % — 2 besitzt. 1st nun k — 2>lj so existirt nacb Art. 132 
ein vollstandiges System mit den Independenten x^ . . Xn^ das zu 
A^ in der analogen Beziehung steht^ wie das System V zu A. Die 
Anzakl der Gleickungen von ist gleicb 

n — 1 — (k — 2) -\-l — n — ;JC“f2 
und die Zahl seiner unabbangigen Integrate gleicb 
n — 1 — (^% — % + 2) = % — 3. 

Es sei . . x^ ein beliebiges Integral des vollstandigen Systems 

F^^^; die Funktion wird naturlicb im allgemeinen von dem Para- 
meter x-^j der in die Koeffizienten der Gleicbungen F^^) eingebt, eben- 
falls abbangen. Ferner diirfen wir voraussetzen, dafs die Variable 
x^ wirklicb entbalt, da wir dies notigenfalls dadurch erreicben konnen^ 
dafs wir die Variabeln x ^^, . anders nummeriren. Mittels der Formel 

^2 • • ^n) 

fiihren wir dann statt x<^ die neue Variable x^ in A^ ein^ wabrend wir 
die andern Variabeln . .Xn beibebalten. Dadurcb erbalt A^ die Form: 

n 

. . X„)dx^' 4- 

= . . Xn)dx^ + ^2) 
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WO ^ 2 ^ als Pfaff ’seller Ausdruck in den Variabeln x^.,Xn betrachtet; 
die Elasse % — 4 besitzt. 1st jetzt — 4 > 1^ so gebort zii eiii 
Yollstandiges System in demselben Sinne wie V zu und zwar 
bestebt aus n — % 8 Gleicbungen in n — 2 Independenteu 

. . Xnp besitzt also % — 5 Integrale. 1st 

. . Xn) 

eines dieser Integrale, so fiibren wir mittels der Pormel 

statt x^ die Variabeln x^' in z/g ein etc. 

Nacb V derartigen Sebritten kommen wir zu einem Ausdruck z/,-; 
der mit dem vorbergebenden Ausdruck z/,,_i folgendermafsen zu- 
sammenbangt: 

n 

A_1 = + z/,.; Jy EE 

Dabei sind und Funktionen der Variabeln . .Xy Xyj^i. ,Xny 
und z/y besitzt als Pfafif’seber Ausdruck mit den Veranderlicben XvJ^i..Xn 
die Elasse % — 2v. Die Grrofsen x ^ . . Xy bangen mit den urspriing- 
licben x durch die Pormeln 

x! = fi^^-'^\x^x^ , . xl^xXi^ x.’j^i . . Xn) (i = 1, 2 . . v) 

zusammen, und es ist allgemein ein beliebiges Integral des 

q/i — ^ i-gliedrigen vollstandigen Systems mit n — i + 1 Inde- 

pendenten, das zu in derselben Beziebung stebt, wie V zu z/. 

Wir bemerken ein fiir allemal, dafs bei der bier gewablten Be- 
zeiebnungsweise der obere Index W andeuten soil, dafs die betreffende 
Funktion ausscbliefslicb die Variabeln x ^' . . XyXyj^i . . x^ entbalt; dar- 
nacb wird statt f gesebrieben. 

156. Es sei zunaebst % = 2L Dann erbalteii wir durcb I — 1- 
malige Anwendung des soeben gescbilderten Verfabrens einen Pfaff ’seben 
Ausdruck 

n 

Jx-I ^ 2 ak^^-^^dxk, 
z 

der die Elasse zwei besitzt, wenn darin xxXxj^i . .Xn als Veranderlicbe, 
dagegen x-^ . . xi^i als willkiirlicbe Parameter betraebtet werden. Man 
kann daber mittels einer Operation 1 eine Funktion so bestimmen, 

das z /^— 1 die Form 

. . xxxxj^i . . x^dx{ 

annimmt, wenn man mittels der Gleicbung 
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( 2 ) . . xi^iXiXxJrl • • 
statt Xi (lie iieiie Variable xx einfiibrt. Es gilt daiiii also die Identitat: 

( 3 ) 

wenn mit diejenige Fiinktion der Variabeln . . Xx—iXx . • Xn 

bezeicbnet wird^ die aus entsteht^ wenn darin x{ diircb seinen 
Aiisdruck (2) ersetzt wird. In der Identitat (3) sind bei der Differen- 
tiation reckts nur Xx . . x^ als Variable zu bekandeln. Setzen wir 
daber fiir Jx-i seinen Ausdruck (3) in die Gleickimg 

ein^ so erhalten wir: 

worin gesetzt ist: 

w-i) ^ _ mx-i) . 

^ c ^ 

Setzen wir bierin fiir Xx^i seinen Wert 

^x—1 ~ 2^ ^x—i • * ^ 


so erbalt man fill* Ax — 2 folgende Darstellung: 
darin bedeuten 

p'u-2) Mi-s) m-f) 
^ X-i ’ ^ X ’lx 


diejenigen Funktioiien, die bez. aus 


rfz?, r'r", fS'-" 


dadiircb entstehen, dafs man x'x—t dnrch seinen Ausdruck (4) ersetzt. 

Setzt man die so erhaltene Darstellung von Jx—i in den Ausdruck 
fiir etc.; so erbalt man allgemein fiir {v — k — 1, ii, — 2, . . 1) 
die Darstellung: 


( 5 ) 






alle in diesem Ausdruck vorkommenden f^'X , sind Punktionen 

der Variabeln . . x,' Xvjfi . . Xn] die Differentiale rechts bezieben 

sicb ausscbliefslicb auf die Variabeln x^+i . . x„. Man erbalt aus 
indem man daraus die Variabeln a;,,'+i_ 2 , . . x^j^i 

mittels der Relationen: 


( 6 ) 
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successive we^scBafft. Ebenso entsteht , aus indem. man 

aus dieser Funktion die Yariabeln . . xj+i mittels (6) 

successive entfernt. Urn also aucb alle Koeffizienten zu kennen, 

genilgt es^ die Puuktionen (s — l^X — 1 , . 1) zu ermittelii. Diese 
letzteren ergeben sick aber mittels der Rekursionsformel : 


= 0G^‘) _ J?(^) 


df-:\ 


+1 


•^•+1 ox ' 




df^\ 


+ 2 


»+2 dx' 





df^ 

dxl ■ 


Mittels dieser Formel unci der nackstekeiiden; 




lassen sick die Funktionen F^lzl\ successive berecknen^ 

da ja die recktsstekenden Funktionen sick aus durch 

Elimination ergeben. 

Setzen wir in der Identitat (5) den Index v — 0, mid sckreiben 
wir F^ statt und f) statt f?, so erkalten wir fiir Jq oder J folgende 
Darstellung: 

(7) z/ = ^^ct/idxi = Fxdf-^ Fidfx , 


worin die F^^ f) nur mekr die ursprunglicken Variabeln x^ . . ent- 
kalten. Die Funktion f] entstekt aus und ebenso F* aus FP, 

indem man daraus die Xi mittels (6) eliminirt. Statt aber die F, in 
dieser Weise zu berecknen, konnen wir sie direkt mittels der aus (7) 
folgenden Identitaten 


(8) -^:F^-^-\- F^^-\ 1- Fx 


dx, 


{i=l .. n) 


ermitteln. In der Tkat sind ja die Funktionen /i . . /i ikrer Entstekung 
nack kinsicktlick x^ . .Xx unabkangig, also lassen sick die ersten X 
Gleickungen (8) nack F ^ . . Fx auflosen. 

157. Im Palle oc == 2 X — 1 bleibt die ganze vorige Betracktung 
giiltig^ nur mit dem Untersckiede; dafs jetzt der Pfaff^scke Ausdruck 
z/i—i; wenn man darin Xxj Xx-{-i .. x^t als Variable betrachtet, die 
Klasse 1 besitzt, also mit Hiilfe einer einzigen Operation null auf die 
Form eines exakten Differentials 


dfx^^-^\x^ x^' . . xi-ixx . . Xn) 

gebrackt werden kann, wobei die Differentiation nur auf die Yariabeln 
Xx . » Xn ZU bezieken ist. Wir kaben daker im vor. Art. die Funktion 
F;/^^ oder und infolge dessen auck alle Funktionen 
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Ff)Fx identiscli gleich eins zu setzeii, uiid erhalten so fiir den 
Qemhenen Pfaff’schen Ausdruck J die Darstelinng: 

Do 

(9j z/ = + • • + Fx-idfx-^i + 

158. Is sei vor allem hervorgekoben^ dafs die soeben anseinander- 
gesetzte Redaktionsmetkode uns einen nenen^ yon dem friibereii voll- 
koinmen unabbiingigen Beiveis de$ Fmdamentaltlieorems liefert. Es ist 
niitzlich^ die einzelnen Stadien dieses Beweises noch einmal kurz anzii- 
geben: In Art. 98 wurde gezeigt^ dafs die Klasse % eine Invariante des 
Pfaff’scben Ausdrucks z/ ist; in Art. 140 und 141 sodann^ dafs die 
beiden Grleicbungensysteme V und W vollstandig und mit z/ inyariant 
yerlmiipft sind. Auf Gruiid dieser drei Thatsacben zeigten wir sodann 
in Art. 149 die Moglicbkeit der ersten Clebsch’scben Reduktion^ und 
mit deren Hiilfe in der yor. Nr. das Besteben einer Normalform (7) 
bezw. (9) in den Mien %~2X bezw. 2 A — 1. Nacb Art. 127 und 
130 lafst sicb jetzt binterher zeigen^ dafs die genannten Normalformen 
in der That nur einem z/ mit der Klasse 2 A bezw. 2 A — 1 zukommen^ 
und dafs die daidn aiiftretenden % Funktionen f unabbangig sind. 

159. Die oben gescbilderte Reduktion liefert uns iiberdies ein weit 
einfacberes Verfabren zur Herstellung einer Normalform yon z/ als 
die bisberigen Metboden. In der That geniigt es ja, urn eine Normal- 
form von z/ zu erhalten, die A Funktionen 

{x^x^ . . x'^iXy . . Xn) (r = 1, 2^ . . A) 

zu ermitteln; die Normalform ergiebt sieb dann durcb ge'wisse Differen- 
tiationen und Eliminationen. Nun ist D ein beliebiges Integral 
des n — % i; - gliedrigen yollstandigen Systems niit den 

— y ^ I Independenten x^j^i . * Xn- Wendet man nun auf das 
System die Mayer’scbe Metbode an (Art. 87^ 88), so erfordert 

die Ermittelung yon eine einzige Operation 

^ — y \ = ^ — 2v-f"l* 

Die Herstellung der Normalform eines Pfaff’scben Ausdrncks z/ 
mit der Klasse z erfordert demnacb aufser Differentiationen und Eli- 
minationen bei geradem % nur nocb je eine Operation 

z — 1, X — 3, . . 3, 1 

und bei ungeradem % je eine Operation 

z — z — 3, . . 4, 2, 0. 

Beilaufig sei nocb bervorgeboben, dafs /j eine leliebige Losung 
des Systems F, allgemein D eine lelklige'Lomng yon be- 
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deutetj dafs also jeder Pfaff’sche Ausdruck Jj dessen Klasse %>1 
ist^ unendlicli viele Normalformen besitzt (vgi. auch Art. 124). 

160. Das Yollstandige System mit den Independenten 

Xy . . das zur Bestimmung der Fmiktion dient^ steht zii 

dem Pfaff'scken Ausdruck 


n 

^ flit*— 

V 

ill derselben Beziehung, wie V zu z/; die Koeffizienten der in 
enthaltenen linearen partiellen Differentialgleicbungen sind darnacb ge- 
wisse rationale Aiisdrticke in den Grofsen und wenn 

gesetzt wird: 

— a- — 

cx^ dXj^ 


Urn die Funktionen zu erbalten^ bat man vermoge der 

Formeln 


< = /■!; 




f(v~2j 
I I — 1 


oder^ was offenbar dasselbe ist^ vermoge der Formeln 

^1 fl7 ^2 t2 ’ * — 1 fv — l 

statt x^.. Xy -I die Variabeln . . Xy^i in z/ einzuftibren. Der Koeffizient 
des Differentials dxk in dem so transformirten Ausdruck z/ ist dann 

Demnacb hangen die Koeffizienten des Systems implicite 

ab von den Funktionen und konnen also erst angegeben 

werden, wenn die Form dieser Funktionen wirklicb bestimmt ist. Aus 
diesem Grunde baben wir das Reduktionsverfabren der Artikel 155 
bis 157 in der Ifberscbrift dieses Kapitels als ^pn^plicites^^ Verfabren 
gekennzeicbnetj und zwar im Gegensatz zu einer in Kap. IX zu ent- 
wickelnden „expliciten^^ Metbode; bei dieser erfolgt namlicb, wie wir 
seben werden^ die Bestimmung der in der Normalfoim auftretenden 
Funktion fy durcb Integration eines voUstandigen Systems Vyj dessen 
Koeffizienten die Grofsen a,** und die Ableitungen von 
explicite entbalten^ das also der Form nacb angegeben werden kann^ 
aucb wenn . . fy^i nocb niebt bekannt sind. 

161. Wir wollen aucb auf die meite Reduktionsmetbode von 
Clebscb nocb mit ein paar Worten eingeben. Bedeutet (px{xiX ^ . . Xn) 
ein beliebiges, von x^ niebt unabbangiges Integral des zu z/ geborigen 
voUstandigen Systems bezw. im Falle % = n eine arbitrare Funktion 
der Yariabeln x^ und fiibren wir mittels der Formel 
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— 9^1 (^ 1^2 ■ * ^^0 

statt die neue Variable in den Pfaff’schen Ansdruck J ein, so 
erbalt J die Form 

J -f 

woriu der Ansdruck 

n 

^ . . Xn)dXk 


die Klasse % — 1 besitzt, wenn x^..x„ als Variable betracbtet werdeu. 
Nebmen wir zunacbst % — 2X — 1 an, so lafst sich nacb Art. 156 
auf die Form 

J, = + ®3«^79)3« H h d.(px<-^^ 

reduziren, woriii die Fnnktionen von den Variabeln x^', x^ . . 

abbangeu, die Differentiale dcpif^^ aber nur auf die Veranderlichen x^ . . x„. 
Bezug baben. Es folgt dann eine Identitat der Form: 

EH H h 


■fforin gesetzt ist 


A 

EE ^ 


.( 1 ) 




und die Differentiale dcpjc^^^ sich jetzt auf alle n Variabeln . . 

beziehen. Ersetzt man iiberall durch und geht dadurch 
in und (pp-'^ in cpi ilber so erhalt man: 

(10) ^ = ^^d(pi -|~ ^^d(p^ “f” * * “h ^xd(px, 

und wir wissen aus Art. 129, dafs zwischen den Fnnktionen . 0x 
<pi . , (px eine und nur eine identische Relation besteht, die nach einer 
YOU den Grofsen ® aufgelost werden kann. 

Diese Methode zur Herstellung einer reduzirten Form (10) er- 
fordert, falls x = 2 1 — l<n ist, aufser der Operation x, die zur Er- 
mittelung der Funktion q)i{x^x ^ . . x^) notig ist, noch je eine Operation 
K — 2, % — 4, . . 3, 1, also hohere Operationen als das Yerfahren des 
Art. 159. Ist dagegen x = 2X — 1 = ^, so kann ftir eine beliebige 
Funktion gewahlt werden, und es sind nur die Operationen x — 2, 
K — 4, . . 1 erforderlieh, also niedrigere Operationen als bei der Me- 
thode des Art. 159; freilich liefert unser Verfahren daftir auch keine 
Normalform von z/, sondern lediglich eine reduzirte Form mit X 
Differentialelementen (far ;i = 2 vgl. Art. 154). Nebenbei zeigt sich 
hier neuerdings, dafs in der reduzirten Form eines bedingungslosen 
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Ausdrucks mit iingerader Variabelnzahl eiiies der Differentialelemente^ 
namlich dcp^^ ganz beliebig angenommeii werden kann (vgl. Art. 111). 

162. 1st % = 2lj so besitzt der vorbin mit z/^ bezeicbnete Pfaff’sclie 
Ausdruck die Klasse 2 A — 1^ kann also nack Art. 157 auf die Normalfonn 

dm + -j p ^pdtpP 

gebracbt werden, wobei die Punktionen der Variabeln a:/, 

x ,2 . . Xyt bedeuten, nnd die Differentiationssymbole d sich iiur anf 
x^ . . Xri erstrecken. Man gelangt so zu der folgenden Darstellnng des 
Pfaff’scben Ausdrucks z/: 

z/ mz 0j^d(p^ — |- 0 ^d(p .2 '4” ‘ ‘ *4” ^?.dcpi* 

Offenbar bestekt zwiscken den Punktionen cp eine, aber auck nur 
eine identiscke Relation. 

Dieses Verfakren erfordert aufser Differentiationen und Eliminationen 
je eine Operation — 2^ . . 2, 0; im Palle % — n nur die Operationen 
% — % — 4^ . . 2j 0. Obwokl man auf diesem Wege zu einer Form 

von z/ gelangt^ die nickt die Minimalzakl von Differentialelementen 
entkalty so ist die kiermit angedeutete Reduktionsmetkode dock fiir 
eine spatere Anwendung von Wicktigkeit. 


§ 3. Die analytische Beschaffenheit der Formalform. 
163. Die Klasse % des Pfaff’scken Ausdrucks 


z/ £ ™ ^ aiix^x^ . . Xj) dXi 
1 

sei gleick 2 A, und die Pfaff’scken Aggregate 

P = (1, 2 . , 2A); 7122 , 0 = (1; 2 . . 2A - 1, 0) 
mogen nickt identisck null sein. Es sei jetzt 

eine Stelle^ an der alle Koeffizienten regular und die beideii 

Punktionen P und Tig 2,0 nickt null sind. Nack Art. 128 kann dann 
das zu z/ gekorige System V auf die folgende Form gebrackt werden 


( 2 ) 


X — l 



(i — 1 .. n) 


und samtlicke Koeffizienten sind an der Stelle (1) regular (Art. 38, 5)^ 6)). 
Das System V besitzt daker unbegrenzt viele Integrate, die an der 
Stelle (1) regular sind. Es sei ^ x^) ein solckes Integral; die 

Punktion iIj{x^ . . Xy,^i)j auf die sick vermoge Xy = xj^ . . x^ = xj^ 

V. Weber, Das Pfaffscbe Problem. 14 
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rediizirt; kann beliebig gewablt warden (Art. 62) und infolge dessen 
diirfen wir aucb annebmen, dafs die Ableitung an der Stella (1) 

nicht null ist. Bezeicbnen wir dann mit den Wert^ den 4 der 
Stella (1) annimmt; so lafst sicb die Gleichung 

(o) 

folgendermafsen anfldsen 

(4) == cp (x\ X..2 - . Xfi^ j 

und die Funktion (p ist eina gewolinliclie Potenzreihe der n Grofsen 

(t)j X-^ ^ X'c^ • • Xji x^^*^ 

sie nimmt an der Stella 

(G) . x ^^ . . Xrl^ 

den Wert an, und es ist daselbst nicht null. Piihrt man nun 

mittels der Formel (3) die neue Variable statt in J ein, so 
erhalt man 

n 

A = a^dx^ + (Xk&Xji = a{dx^ -j- ^ 

2 

wenn gesetzt wird: 

tO « 1 ==« 1 ^; ai =a, + a,j^- 


^ /Jrt 0 /yt 0 

j t-C/g • . 


wenn gesetzt wird: 


Ersetzt man in den Funktionen die Grolse x^ iiberall durch so 
erhalt man fiir die Funktionen a/ . . an nach Art. 38; 6) gewohnliche 
Potenzreihen der Grofsen (5). Schreiben wir jetzt: 

, dad dad 

= "Fi; ~ = ~ (it = 2, 3, . . n) 

, da' d a 

— ~ = 2, . . n) 


so flndet man auf Grand der Formeln (7): 

( 8 ) aijc ~ atk ctii 

Wir betrachten jetzt die beiden Matrices: 


(BO 

0 al . 

— a{ 0 ai) . 

(X/i 

(Xln 

; (O') 

0 ai2 . 
»21 0 . 

• 

• ^%n 


(Xfi a^ix Xfi2 • ' 

. 0 


f t 

^71 2 • 

. 0 



[163] 


§ 3. Die analytische Beschaffenlieit cler Normalform 


211 


sie besitzen beide^ ebenso wie die Matrices (B) und (C), den Bang 21 
(Art. 98). Wir scbreiben nnn 

(9) (0, f/ = «; ; (i, ly — a:, (i, z- = 1, 2 . . n) 

und versteben miter (^ 1^2 . . das Pfaff’sche Aggregate das ans den 
Blementen (9) genau nach denselben Regeln gebildet wird^ wie das 
Pfaff’scbe Aggregat (A\../i 2 r) aus den Elementen (0, 

18 — 2 O 5 97). Dann sind die beiden Pfaff^schen Aggregate 


( 10 ) 


(1,2,..2A)'; (1,2,.. 21-1, 0)' 


Fnnktionen der n Variabeln a;/, und verschwinden an der 

Stelle ( 6 ) nicht. Denn diese beiden Ausdriicke sind bezw. mit den 
folgenden identiscb: 


dcp 


■( 1 , 2 . 


! 1 ); 



. 21 - 1 , 0 ); 


es folgt dies unmittelbar aus der Thatsacbe, dafs auf Grrund der Fornieln 
(7) und ( 8 ) die Determinanten, die aus (B') durck Streicbung der 
letzten n — 2^ + 1 Zeilen mid Spalten^ bezw. aus (O') durck Streickung 
der letzten n — 21 Zeilen und Spalten entsteken, den entspreckenden^ 

mit multiplicirten Unterdeterminanten der Matrices (B) bezw. 

(C) gleick sind. 

Perner diirfen wir annekmen, dafs nickt alle Fnnktionen a, 2 ^ 
. . a^x—x an der Stelle ( 6 ) null sind. In der That hat man mit 
Riicksickt auf (7): 

ajo = (i]c — o>i ; 

dx^ 


da aber die Funktion 11% an der Stelle ..w,? nicht null ist, so 
kbnnen auck nickt alle Funktionen . a%i-^x daselbst versckwinden; 


df 

ferner ist an dieser Stelle nickt null. Da nun die Werte^ welcke 

0 X-^ 


.. Sfi cf^ 

die Ableitungen ^ — 

0 Xet 




OX^ 


dx^ 


2—1 


an der Stelle . . Xn annekmen, 


ganz beliebig gewaklt werden konnen^ so lafst es sick stets erreicken^ 


dafs die Grleickungen 


3 3 * 2^2 d ^2 X 1 


• : an-i 


an der Stelle nickt stattfinden, was zu zeigen war, 

14-^ 
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Es seieu jetzt \ irgend welclie Zatlen der Reilie 

(11) 0,2,3,..2A-1; 

danii existirt, behaupten wir, unter den Pfaff’schen Aggregateii dei- Form 
(12j (7.1, /is . . fe;.-2y 

mindestens eines, das die Zift'er 0 eiitbalt, nnd vermoge 
a-, = V ■ • === nicbt null ist. Denn nacb der Festsetzung, die 

"vrir gerade iiber die Punktionen a^' . . ci^x—i getroffen haben, miifsten 
im entgegengesetzten Fall uberhaupt alle aus der Reihe (11) zu bildeu- 
den Pfaff’scben Aggregate der Form (12) verschwinden (Art. 20); also 
ware auch das Aggregat 

(0,1,2,..2A-1)' 

an der Stelle (6) null, was uicht der Pall ist. Daher konnen wir 
uns, obne die Allgemeinheit zu beschranken, die Variabeln x^, x^, . . x-zx-i 
von vorueberein so numerirt denken, dais das PfafFsche Aggregat 

(13) (2, 3,.. 2 A — 2,0)' 
an der Stelle (6) nicbt null ist. 

Da nun der Rang der Matrix, die aus (B') durch Streicbung der 
zweiten Zeile und Spalte entstebt, gleicb. 2 A — 2 ist, so reduziren 
sicb die Pfaff’scben Gleichungen: 

0 = (?2 (Ix^ "j— • • Cl, I dx,i 

cti'dXo = ai^clx^ — \- aindx,, (Jc = 2 . .n) 

auf nur 2l — 2 unabbangige, und lassen sicb, da das Aggregat (13) 
an der Stelle (0) nicbt verscbwindet , in folgender Form auflosen 
(Alt 25): 

(Ixq = I 2 ;.— |21,o( 7®2;. -j- ■ • -j- 

(14) — dx,- = 132— 1 , /daJ 2 z — 1 -p ^ 2 i,idxisx + • • + tm dx,i 

(7 = 2,3, ..24-2), 

und die sind Punktionen der n Variabeln XiX. 2 . . x„, die sicb an 
der Stelle (6) regular verbalten. Bezeicbnen wir demnacb wie im 
Torigen § mit dasjenige n — jc 2-gliedrige vollstandige System 
mit den Independenten % . . Xn, das zu in derselben Beziehung 
stebt, wie F zu z/, so bilden die Gleicbungen (14) ein unbescbrankt 
integrabeles und zu F^^) adjungirtes System, also bat F(D die Form 
(Art. 72): 
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1G4. Es sei jetzt die Klasse % des Aiisdrucks z/ gleich 2A — 
mid eine Stelle^ an der alle a, regular sind and die Aggregate 

P':-2a2,..2A-2), ^fO,l,..2A-l) 

niclit versckwinden. Dann kat das zu z/ gehorige vollstandige System 
V wiederiim die Form (2), worm alle an der Stelle re- 

gular sind. Infolgedessen besitzt V unbegrenzt viele^ an dieser Stelle 
regulare Losungen; ist .. x^ eine solcbe^ so konnen wir annebmen^ 

dafs an der Stelle . x,^ niclit null ist. Filbren wir dann 

mittels (3) die Variable j?/ statt in z/ ein, und behalten wir alle 
Bezeicbnungen des letzten Artikels bei^ so zeigt sicb wie oben, dafs 
die beiden Aggregate 

(1, 2, . . 22 - 2); (0, 1 . . 22 — ly 

an der Stelle . . x^ nicht null sind. Infolgedessen verschwinden 
an dieser Stelle, wenn wir 2^3 annebmen, nicbt alle Aggregate 

deren Ziffern aus der Reibe 2, 3, .. 22 — 2 entnommen werdeii. 
Daber konnen wir die Variabeln x^^x^ . . ^ 21-2 von Yorneberein so 
numeriren, dafs das Pfaff’scbe Aggregat 

(2,3,..2A-3y 

an der Stelle (6) nicbt will ist. Da % — 2 die Klasse von z/^ ist, so 
reduziren sicb die Pfaff*’scben Grleicbungen 

n 

^ XiclXk = 0 (i = 2,.. n) 

auf nur k — 3 = 22 — 4 unabbangige, und lasseii sicb nacb dem 
eben Gesagten in der Form 

dXi = ^27, — 2, — 2 “i-* ^22 — 1, — 1 “j— * * *“1“ ^n,i^Xyi 

{i — % — 2) 

auflosen, wobei alle ^ik an der Stelle (6) regular sind. Aucb in diesem 
Falle bat also die Form (15). 

165. In alien Fallen diirfen tvir dalier, olme die AUgememJieit m 
hesclirdnUn^ annehmen, dafs das vollstandige System das bei der 
Bedtddion des vor. § auftritt, nach den AUeitmgen 

of d£_^ d£^ 

auflosbar ist, unci dafs die Koeffigienten dieser mfgelbsten Form, als 
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Fiuiktionen der Variabehi x^, .r^ ' . . hetracJitet, an der Sfelle 
xj' . . Xn^ regular sind, icemi ./•/ = 

Darnach besitzt V^^'> unbegrenzt Tiele Integrale, die an der Stelle 
(G) regular sind; ist .. x,) ein solcbes Integral, so diirfen 

vrir annebmen, dais -F - an der Stelle (6j iiicht null ist; benutzen wir 

dann bei der nacbsten; nach dem vor. § auszufiilirendeii Reduktion 
die Forinel 

y ^2 * * 

SO zeigt eine Uberlegung^ die der in den letzten beiden Artikelu durcb- 
gefiihrten genau analog ist: Man darf ohne Bescbrankung der All- 
gemeinheit annebmen^ dafs das n — % -f- 3-gliedrige vollstandige System 
mit den Independenten . . Xn, welcbes wir im vorigen § mit 
bezeicbnet baben, nacb den Ableitungen: 

of df _ 


anfgelost werden kann, und dafs die Koeffizienten dieser aufgelosten 
Form, als Fnnktionen der n Variabeln x^x^x^..Xn betracbtet, an 
der Stelle 

siuntlicb regular sind. 

Allgemein diirfen wir liber die Formelnserie: 

( 16 ) Xi =/i a-'g =f<^^^{xi x<^>.xf!),.Xi ^ 

die bei der Metbode des Yor. § benutzt wurde, folgende Annabmen 
macben: 

1) Wenu gesetzt wird: 

= Afe® ■ ■ *■«"); V • • '^ 3 ' = • •) etc., 

so ist die Fiinktion 

(xi . . X/LiXi . . x„) 


an der Stelle 




af.t'-i) 

regular, und die Ableitung — — ist daselbst yon Null verschieden. 

2) Das System mit den Independenten x.^j, . . x„ ist 

nach. den Ableitungen 

g/ gf _ _ ^ 
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auflosbai*; und die Koeffizienten dieser Auflosung sind, als Funktioneii 
der n Grofsen . . Xn betraditet^ an der S telle (17 ) regular; 

/;(^ — 1) ist ein Integral dieses Systems. 

Es sei noch hervorgehoben^ dais alle n — z + i Gleichungen 
enthalt; die sich aus dem System ergeben^ Avenn man darin 

vermoge der Formel 

statt Xf die neiie Indepen den te x/ einfilhrt; anfserdem entbalt Fd> noch 
eine weitere Gleichung. 

166. Ist nun zunacbst z = 22^ so erhalten wir durch das Ver- 
fahren des vor. § X Gleicbungen der Form (16): durch geeignete Sub- 
stitutionen lassen sich diese Gleichungen^ wie man nach Art. 38^ 6) 
leicht erkennt^ auf folgende Form bringen: 

*G , JLx /^. (^1 • * 

dabei sind die Funktionen t\ ^ -fi an der Stelle . . Xn alle regular, 
und die Punktionaldeterminante 

71 A • • /A 

. . XxJ 

ist an der Stelle x ^^ . . xA nicht null. Daher lassen sich die ersten X 
unter den Gleichiingen 

ill h -Pa A (a = 1 . . n) 

nach den Unbekannten . . Fx auflosen, und liefern fur dieselben 
augenscheinlich Funktionen, die an der Stelle x^ , . regular sind. 
Aus der Identitat (7) des Art. 127 und aus den Annahmen, die wir 
liber die Stelle x^ . . Xn gemacht haben, folgt liberdies, dafs die nach 
Xi . .X 2 1 genommene Funktionaldeterminante der F^ f an der genannten 
Stelle nicht Null ist. 

Ist zweitens z = 2A — 1, so erhalten wir X — 1 Gleichungen (16), 
also durch passende Substitutionen ein Gleichungensystem der Form 

= f\(x^x ^ . . x«) . . x/_i = . . Xn); 

die Funktionen f\ . . sind an der Stelle x/ . . x^^ regular und die 
Funktionaldeterminante 

fi • • A-i 

Xj . . XI-.1 

yerschwindet daselbst nicht. Der Pfaff’sche Ausdruck, der im vorigen § 
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mit bezeiclinet wurde, mid der^ wie wir wissen^ eiiiem exakteii 

Differential 

gleicli iist^ besitzt nuninelir Koeffizienteii^ die, als Piinktionen von 
j‘/ . . xx^iX ;^ . . Xn beti’aclitet, an der Stelle 

. . Xn^ 

regular sind. Also ist aiicb an dieser Stelle regular (Art. 92), 

verwandelt sick also, wenn die x' daraiis mittels (16) eliminirt werden, 
nach Art. 38, 6) in eine an der Stelle regulare Pnnktion 

fx(x ^ . . a:«). Die I — 1 ersteu uiiter den Relationen 




(i . n) 


lassen sich jetzt nacli den Dnbekannten aufldsen, nnd liefern 

fur dieselben oifenbar Funktionen, die an der Stelle X-^ . . Xn regular 
sind. Aus unsern Annalimen iiber diese Stelle und aus den Identitaten 
(5) und (7) des Art. 130 ergiebt sich ferner, dafs die naeh 
genommene Punktionaldeterminante der % Funktionen F^ f sowie die 
nach genommene Funktionaldeterminante der Funktionen 

F^ , .Fx-~i,t\ • • h-i Stelle . . x^ von null verschieden sind. 

167. Damit haben wir den nachstehenden Doppelsatz gewomien, 
der eine funktionentheoretisch scharfere Formulirung des Fundamental- 
theorems darstellt: 

yjBesiM ein Pfaff'^scher Ausdnick 





X^X^ . , Xn)dXi 


die Klasse % — und ist insbesondere das Pfaff'sche Aggregat 

P=(l, 2,..2A) 

nicM idenfiseli null, ist ferner xfxf ^ . . x^^ eine Stelle^ an der alle a, 
regular sind und P nicht vcrscliwindet, dann und nur dann Icann J, 
imd mar auf unendlich viele Arten, awf eine Normalform 

X 

A ^ ^ Ff(x^x^ . . Xn)df(x^X2 . . Xn) 

1 

gebraclit werden, von der EigenscJiaft, dafs an der Stelle xf ^ . . xF alle 
FunJctionen 


/A../; 
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sich regular verhalten, unci die FiinMoncddeterminante 

/ ..fx\ 

^ OL\ . , . . X2/J 

daselbsf von Null verscldeden isV^ 

ein Pfaff'sclier Aiisdruclc J die Klasse % = 2l — 1, und 
vcrschtvinden inshesondere die beiden Pfaff'sclien Aggregate 

P' (1, 2, . . 22 — 2); Q (0, 1 . . 22 — 1) 

nkld identiscli, ist ferner x^^ , . xP eine Stelle, an der alle cit regular 
und P', Q niclit mdl sind, dann und nur dcinn Icami J, und mar auf 
unendlich viele Arten, auf eine Normcdform 

x~i 

A = df\{x^ . + FI • • *«) 


(jebraclit iverden, von der Eigenscliaft, dafs an der Stelle ..x,^ alh 
Funldionen 

F,F,..Fx-, 

rcgiditr und die heiden Funldionaldeterminanten 


F,F, . . Fx-xA • • fx-i \ . /F, . . Fx-xA • • A \ 

\ X-^ X^ • * • ■ • • X^X — 2 '^ ^ • » • • . * 4 ^- 2^ ~1 


von Null verscliieden sineV^ 

168. Sind im Falle k — 2X die Bedinguiigen des vorliergehenden 
Satzes erftillt, so diirfen wir, oiine die Allgemeinheit zu beschranken; 
annehmen, dafs das Aggregat 

i72;.,o = - 2, ..22-1, 0) 


an der Stelle xf ^ . . x,f niebt null ist. Dann konnen an dieser Stelle 
niebt alle Punktionen F^, .Fx versebwinden, da andernfalls daselbst 
alle a,:, und infolge dessen aucbil 2 ;.,o null waren. Es sei etwa Fi(xf .,Xn) 
von Null verschieden. Nacb Art. 38, 5) sind dann die Punktionen 


(18) 


F ’ 


F- 

t — 

~F 


F. ’ 


F. 


A, ■ ■ A 


an der Stelle samtlich regular. Naeh der ScUufsbemerkung 

des Art. 128 ist nun 112 x,o gleich der mit + (FxY multiplizirten, nacH 
Xj ^ .. X 2 X —1 genommenen Funktionaldeterminante der 2 A — 1 Funktionen 


Fx 


Fx-i 
Fx ’ 


A- -A, 


Oder auch, wie man leicht erkennt, gleich der mit + multiplizirten, 
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2 IS 


nach clenselben Variabeln genominenen Funktioiialdeterminante der 
Funktionen (18). Diese letztere Determinante ist daber iinter den 
gegenwartigeii Voraussetziiiigeii nicbt null. 

Aus dein soeben Bewiesenen und aus dem zweiten Satze des 
vorigeii Artikels folgfc danii unmittelbar der Satz: 

JBesitzt ein T faff' seller Ausdruclv 


J--Er 



. . Xn) (lx, 


die Elasse 2 1 oder 21 — 1, ist ferner . . Xyf eine Stelle, die den JBe- 
dimjmigen der vorigen Nr, geniigt, so I'ann man die Glekhung A — 0^ 
und zwar aiif imendlich viele Arten, in der Form: 

. . x„) — ^ . . X„)dl,(Xj . . Xn) = 0 

1 


sekreibm, derart, dafs sich die FmJdionm n:,, I; an der Stelle ..x^ 
samtlich regiddr verhalten, md die FunJdiondldeterminante 

/t, \ 

. » . . . . X^X 

daseTbd von Null verscMeden ist. 


§ 4. Lie’s Eeduktionsverfahren. 

169, Es seien an der Stelle . . Xn wiederum alle Koeffizienten 
at regular, und im Falle % = 2K die Aggregate P, ™ Falle 

% = 2k — 1 die Aggregate P', Q an dieser Stelle nicht null. Dann 
liat das Yollstandige System F, welches zu /I gehort, die Form: 


(1) 





{i = K, % . n) 


und alle l/i sind an der Stelle . . xj^ regular. 

Will man, urn eine Losung /i des Systems (1) zu bestimmen, die 
Mayer’sche Theorie (Kap. II, § 5) zur Anwendung bringen, so hat man 
mittels der Formeln: 


( 2 ) 


. = OOrf + {Xy, — Xy!^) IJn 


1) Anstatt — xj^ durch zu ersetzen, wollen wit der bequemereu Be- 
zeiclmungsweise halber beibehalten. 
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statt . . Xn die neuen Variabelii . . ?/« einzuiiiliren. Bezeicbnet 
(lann [cp] diejenige Funktion der Variabeln die aiis 

(p(x^,.Xn) durcb die Substitution ( 2 ) bervorgehtj so rediizirt sick 
iiacb Art. 85 die Integration des vollstandigen Systems V auf die- 
jenige der einzigen linearen partiellen Differentialgleichung 

A — l 

[^1 J + + • * + 'Unions Ij 

A 1 

die wir kurz als die Grleichung [V] zitiren wollen. 

Wir betrachten nun andererseits den Pfaff’schen Ausdruck der 
aus z/ dadurch hervorgebt^ dafs wir darin Xx+i . . Xn durcb ibre Werte 
(2) ersetzen, und die Grrofsen • • i/n als Konstaiite behandeln. Es 
ist also identiscb 



wobei gesetzt ist: 

j = [«l] ; «2 [« 2 ] . . flr - 1 K- 1 ] 

[Sy. ~ [aj + yy^l\ayj^\\ + • • + 2/n[««] 

Wir fragen zunacbst, welcbe Klasse der Ausdruck 2 besitzt, wenn 
man darin nur als Variable bebandelt. Den Fallen % = 2l 

bez. 21 — 1 entsprecbend, denken wir uns z/ auf die eine oder die 
andere Normalform 

x-i 

1 1 


gebracbt, die wie in Art. 167 definirt sei. Dann gestattet J die eine 
oder die andere Darstellung 

i z-i 

(4) + 


wobei das Differentiationssymbol d sicb ausscbliefslicb auf die Variabeln 
. . Xy beziebt. Ist nun 9 eine beliebige Funktion von x ^ . . Xnj so 
bat man: 


dx. d 






di + ^='+1 




dx, 


x-f"! 




(P(P 
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Betracliteii wir daher^ um die Ideen zti fixiren, den Fall % — 2 A, so 
iiimmt die Fuiiktionaldeterminante 


fo) 


[/il •■[/;] 

. . Xz • • ^‘ 2 ;. 


) 


7 


wenii man darin die Substitution: 

H) ) = x^^ . . = xf; y/.+i = 0 , , pn — 0 

ausfiilirt^ eiiien Wert an^ den man andererseits aucb erhalt^ wenn man 
in der Fiuiktionaldeterminante 

(F, ..F f\ .. fx \ 

e ) 

\x^ . . Xi . . X%1/ 

zuerst die Substitution (2) imd hinterlier die Substitution 

/y» 0 /y 0 

iX/ J ‘'^/C 


ausfiibrt, oder^ was offenbar dasselbe ist^ wenn man in (7) die Grofsen 
. . Xn bezw, durcb x ^^ . . a?/ ersetzt. Nacb den Annabmenj die in 
Art. 167 liber die Stelle x^^..x^ gemacht wurden^ ist sonacli der 
Wert^ den die Determinante (5) vermoge der Substitution (6) am 
nimmt, von Null verscbieden^ und da analoges aucb im Falle % = 2 A — 1 
gilty so folgt, dafs der eine oder der andere der beiden Ausdrticke (4) 
eine Normalfomi von 2 darstellt^ dafs also der Pfaff'sche Ausdrucl^ A 
mit den % Variabeln x^x^,,Xy, hedingungslos ist 

Das vollstandige System V mit den Independenten x^ . . Xy, welches 
zu J in derselben Beziehung stebt wie V zu A, reduzirt sicb sonacb 
auf eine einzige lineare partielle Differentialgleicbung; es ist dies, be- 
baupten wir, keine andere als die Gleichung, die vorbin mit [F] be- 
zeicbnet wurde. In der That besitzen ja alle beiden Gleichungen [F] 
und F, ibrer Definition nacb, die ^ — 1 unabbangigen Integrate 








im Falle % = 2A, bezw. die x — 1 Integrale 


[F]..[Fx-xl 


im Falle x ~ 2l — 1 und sind daber notwendig identiscb. 

170. Nacb der Mayer’scben Tbeorie (Art. 87) lafst sicb aus einem be- 
kannten, nicht nur von 2 /;,+ 1 . . y,, abbangenden Integral q){x^-,Xyyy^i., y,) 
der linearen partiellen Differentialgleicbung [F] durcb blofse Differen- 
tiationen und Eliminationen mindestens eine Losung des Systems F 
ableiten. Wir nebmen an, dais auf diesem Wege eine Losung fi(xi 
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von V gefunden sei^ die iiberdies den in Art. 1G3 bezw. 1G4 for- 
mulirten Bedingimgen geniigen moge. 

In derselben Weise wie anf V lafst sicb die Mayer’sche Theorie 
nun aucb anf die successiven vollstandigen Systeme etc. den 

§ 2 anwenden. Da das vollstandige System Fd nach den Ableitungen 

8f of _ ^ cf_ 


auflosbar, und die Koeffizienten dieser aufgelosten Form als Funktionen 
von . . xf X(j^i . . x^, betracbtet, an der Stelle . . xf . . x^ 
regular sind^ so konnen wir auf F^'^ etwa die folgende Mayer’scbe 
Transformation ausiiben: 


( 8 ) 


(a) + (a;, — K)-h-,+k 

1 b) = K.+S + — K) 


(h = 0, 1, 2 . . 'i - 1) 

(s = 1,2 , .n — %) 


und die Aufsiichung einer Losung des Systems ist so nacb 
Art. 87 auf die Bestimmuug einer Losung einer gewissen linearen 
partiellen Differentialgleicbung [F^'^] mit den k — 2i unabhaiigigen 
Veranderlicben x^^ix.j^i, . . Xy,-.i-i, Xy zuriickgefuhrt. 

Macbt man andererseits in dem Pfaff’scben Ausdruck^ der im 
§ 2 dieses Kapitels mit /J, bezeicbnet wurdej die Substitution (8) und 
betracbtet die y als Konstante^ so erhalt man eiuen Pfaff’scben Aus- 
druck Ji, der als Ausdruck in den Variabelu x, j^i , . Xy die 

Klasse % — 2i besitzt, also bedingungslos ist; das zu z/^ geborige voll- 
standige System F- reduzirt sicb daber auf eine einzige Gleicbung, die 
mit [F^'^] identiscb ist. 

Die Herstellung der Normalform von z/ veiiangt also die Er- 
mittelung je einer Losung der partiellen Differentialgleicbungen 

[v], m, 

mitbin die in Art. 159 angegebeiien Integratioiisoperationen^ und aufser- 
dem nur nocb gewisse Dififerentiationen und Eliminationen. 

171. Die Koeffizienten des PfaflP’schen Ausdrucks 

y. 

A = 

1 

sind ihrer Entstehung nach Funktionen der n Variaheln 

. * Xfi , • yn} 

die an der Stelle 
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(9) 


regular sind. Setzen wir 
c a. 




' 8, Tj 


. . x-^^ 0 . . 0 
^ o;Z' = i,2...) 


uud Terstelien wir unter P, P', Q diejenigen Pfaff’schen Aggre- 

gate, die aus den Elementen a,, a,k genau ebenso gebildet sind, wie 
die entspreebenden Aggregrate P etc. aus a,-, so sind, wie man 
nacb Art. 169 leicht erkennt, im Falle jc = 21 die Aggregate P, n 2 x,o, 
im Falle 5 c = 21 — 1 die Aggregate P', Q an der Stelle (9) von 
Null verscbieden. Besitzt daher diesen beiden Fallen entsprecbend, 
die eine oder die andere der beiden Normalfonnen: 

(10) s 0i(x^ . . Xy., ijy+i . . yn)d(p,(x ^ . . a;,,, y-y+t . . «/„) 

1 

2-1 

( 11 ) dfxis^i • • 2/») + ^ • • yn)d(p,(x^ . . Xy, yy+i . . y„), 

1 


SO diirfen wir iiach Art. 167 voraussetzen^ dafs alle Punktioneu 0^ 9 
an der Stelle (9) regular sind. Es bestelit nun die bemerkenswerte 
Tbatsacbe: 

^^Aus einer heliebigen Normalform von z/ Imnn man hei geradem x 
durch Uofse JDifferentiationen und Eliminationen, lei ungeradem x dwelt 
Differentiationen, Eliminationen imd eine Quadratur eine Normalform 
des urspriinglichen Pfaff’sehen Ansdruchs J herstellen}^ 

Es seien \ - -Ih—i die Haiiptintegrale des Yollstandigen Sy- 
stems V hinsicbtlicb Xy, = . .Xn-= (Art. 62) ; dann sind die 

Punktionen [\~\ . . [Jiy-{\ die Hauptintegrale binsicktlicb Xy = xj^ von 
der linearen partiellen Differentialgleichnng [F] (vgl. Art. 85). 

Wir betraebten zunaebst den Pall % = 2/1. Plibrt man statt 
x^ . . Xx-i die neuen unabbangigen Yariabeln \ . . hy^i in A ein^ so 
erbalt man nacb Art. 135 eine Identitat der Porm 

y. — l 

jA ZZZZ 0 hg Ql-^h^ • • Ity — 1 ) dhg . 

1 

Setzt man darin Xy = Xy^ . . und vergleicbt die beiderseitigen 

Koeffizienten von dx^ . . dxy^i^ so folgt 

ag(x^ . . Xy^^^ xj ^ . . xj^) 0ls(x ^ . . Xy^i) 

und mitbin 


h Qt-Jk — QaXh ■ • K-t, . . xj>). 



223 


[t71] 


§ 4. Lie’s KeduktionsTerfaliren. 


Also kann z/ in der Form 

— 1 

( 12 ) J = Q ^ a,(h^ . . hy.-i, tJ^ . . x,P) dJi, 

1 

dargestellt werden^ wobei q eine gewisse Funktion you . . Xn bedeutet. 

Macbt man ferner in dem Ausdruck z/ die Substitution cJL^y ■ ■■■■■' J 

SO erhalt er einerseits mit Riicksicht auf (3) die Gestalt 

y. — l 

(13) as (a?! . . Xy-i, Xy° . . Xn°) clx^ 

1 

und andererseits die aus (10) hervorgebende Form 

(li) 2 . . Xy^l, Xj>, tjy + l . . Pn) dcp,(x^ . . Xy-l, xj’, IJy+X ■ •)• 

1 

Die Identitat der beiden Ausdrtlcke (13) und (14) lebrt, einmal, dafs 
der Ausdruck (14) die Grofsen yy,j^i . . jjn uur scheinbar entbalt^ dafs 
also samtlicbe % ~ 1 Funktionen 



von den Parametern yy^^i . ,yn vollkommen unabbangig werdeii^ wenn 
man Xy = xl setzt, und ferner, dafs der Ausdruck z/ wegen (12) die 
folgende Darstellung zulafst: 

^ = P ^ Qk ■ • y^+i ■ • ?a) x/ yy.+i . . ij„). 


Da die recbte Seite dieser Identitat von j/x-f i . ^ yn nicbt abbangt, 
konnen wir dieseu Grofsen irgendwelcbe bestimmte numeriscbe Werte 
erteilen. 

Nun stellen die % — 1 Funktionen 


(15) 


®i(*i • • yy.+i --yn)’ 

(i = 1, 2 . . A — 1 


y^kiXx • • Xyj 2/x-|-l * • 2/«) 

; /c == 1, 2 . . A) 


ein System Yon % — 1 Mnsichtlich. x^x^^ . . Xy—i unabhangigen Integralen 
der linearen partiellen Differentialgleicbung [F] dar, da diese G-leiehuag 
zu dem Pfaff’schen Ausdruck z/ in derselben Beziebung stebt, wie das 
Tollstandige System F zu z/. Verstebt man daber in der Gleicbung 

(16) tl^(Xj^ . . Xy — lj Xyj + l ■ • 2/®) ^(Pbl • • 2/>! + 1 • • y») 

unter ip der Reibe nacb die x — 1 Funktionen (15), und lost die so 
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erlialteuen % — 1 Relationen nacL den Unbekannten [ht] auf^ so erhalt 
man diese letzteren als Fiinktionen der Variabeln . . Xy, yz+i • • Vn 
ansgedriickt^ uiid damit ancli die Haiiptintegrale hi, iiidem man die 
Parameter yyj^i . . y,, ans den [k] mittels der Formeln (2) eliminirt 
(Art. 47^ 85). Setzt man nunmehr: 

0XKK • ■ K-i > 

<pXhA • ■ ^ («' = i • • a) , 

bestimmt man ferner die Funktion . . x,i) aus irgend einer der 

Identitaten: 

. _ ^sn . .A 




(s = 1 . . w) 


und sckreibt schliefslieli F, statt qW,, so erhalt man fur /I in der 
That die Normalform 




womit im Falle % = 2X iinsere obige Bebanptung erwiesen ist, 

Man yerifizirt leicht, dafs das vorstebende Theorem im Falle 
% = 2 die Metbode des Art. 91 liefert. 

Es sei jetzt % = 2X — 1 und (11) eine beliebige ISTormalform 
von z/j derart^ dafs die cp^ an der Stelle (9) alle regular sind. 
Dann werden die [A] und damit aucb die Funktionen \ . . hy,^i dadurch 
ermittelt, dafs man in der Relation (16) unter tjj der Reibe nacb die 
Funktionen 


(17) . . 0)^^ yy,^i . . 2/«); . . Xy, . . y^) (^ = 1 . . A — 1) 

verstebt^ und die so erbaltenen k — 1 Relationen nacb den [/^J auf- 
lost; in der That bilden ja die Funktionen (17) ein System von % — 1 
binsicbtlicb x ^ . . Xy^t unabbangigen Losungen der partiellen Differen- 
tialgleicbung [FJ. 

Fiibrt man nun die so gefandenen Funktionen \ . . liy^i statt 
x^, . Xy^i als neue Variable in J ein^ so erbalt man nacb Art. 137 
eine Identitat der Form 

y~l 

A = dW(Xj^X2 ••««) + ^ hQiilh • • • 

1 

Macht man hierin die Substitution Xy, = xj‘ . .Xn = x^ und vergleicht 
links und rechts die Koeffizienten von dx^ . .dx^-i, so folgt: 


a, {x^ ..Xy^ijXj’ .. xj’) = 

hieraus ergiebt sich: 



+ 'b,{rj_x^^ . . Xy-i) 


7 
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h,{\ . . hy.^i) Z£ a,{h^ . . . . a:,®) — 

Schreibt man demnaeli 


A'/ .a;, O') 


dll, 


Sl{x^x^ . . Xn) = W(x^x.j . . a-,,) — T’(Ji^ . xj' . . 


so folgt fur z/ die Darstellimg: 


z/ = fZii + ^ . . K.-1, . . x^) dll,. 

1 

Macht man nun in dem Pfaff'schen Ausdruck z/ die Substitution 
= Xy\ so verwandelt er sicb einerseits in den Ausdruck (13), 
andererseits in den folgenden: 

ijyj^i . . ij,) + 

( 18 ) 


I 


2 — 1 


l+? ^'(^7 2/ji+l • • 'I/n) dept {pi • • • 

Aus der Identitat der beiden Ausdriicke (13) und (18) folgt 
erstens, dafs der Ausdruck (18) die Parameter , y^ niebt mehr 

entbalt, und zweitens, dafs z/ auf die naebstebende Form gebraebt 
werden kann: 

2 — 1 

J ~dfx-\- ^ Fidfi . 

1 

Dabei wird gesetzt: 

^ K.> y^i • • ^ ^ 

= <PiQh ■ ■ K-i’ K’ 2/"+i • • yl)> ~ 

obei di 
bat man 

+ cpxQh ■ ■ K-i> yUi ■ ■ y'n'^’ 

und es lafst sicb fi entweder dadurcb bestimmen, dafs man aus der 
Identitat 


wobei die y^j^^ irgend welcbe numeriseben Werte bedeuten. Perner 


X— 1 


dSl \ 


\ a^dx, — . . 7ik-i, xJ^ . . x^) dh, 


durcb eine Quadratur ermittelt, oder aber direkt durcb Quadratur aus 
der Identitat 

n 1 

dfx = a,dx, — Fidfi, 


•wenn die Funttionen Fi, ft bereits bestimmt sind. 

Damit ist unser Tbeorem aucb fur den Pall % — 2k — 1 als 
riebtig erkannt. 

Y. ‘Weber, Das Pfaffscho Problem, 15' 
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172. DurcJi dds vorsteliefidc TIicovcm ist die IIevstelluu(j eiviev 
NoTiHcdfoDJi fuT deu A-usdrucIo jd dev Slcisse % ctuf die Ef'^vittehifig 
eitier NoTHicdfoT'iU' filv ciuoi hedingufic/sloseu AMsdTUclv Zl 'lu k VuTicibeh^ 
mrnekgefTilirt 

Uro diese letztere Aiifgabe zix loseii^ l)estimmen wir irgend ein 
an der Stelle (9J regiilares Integral fiipi . . ^‘y?jy+i • • ^ler zii J ge- 
liorigen lineareii partiellen Differentialgleichung [V]^ derart dafs 
an der Stelle (9) nicht verschwindet. Fulirt man dann mittek der 
Formel 

9^1 (X • ‘ • • 2/^0 

die Variable statt x^ in ^ ein, so erlialt dieser Ausdruck iiach 
Art. 151 die Form: 

zJ : X2 * . • • l/rt) H" X? 

worin gesetzt ist: 

y 

V dl . . yil} 

3 

und Vi, als Ausdruck in den Variabeln x^. .x,. betraektet, die Klasse 
X — 2 besitzt. Durch uusere Transformation ist sonaoh das Problem 
der Herstelhing einer Normalform fur /I auf das analogs Problem fiir 
zuruckgefiihi-t. Auf lalst sick nun aber das Theorem des vorigen 
Art. yon neuem anwenden. Nach Nr. 163 durfen wir namlich voraus- 
setzen, dafs das zweigliedrige yollstandige System mit den Indepen- 
denten x^. .Xx, das zu Vj in demselben Sinne gehort wie Y zu z/, 

hinsichtlich der Ableitungen ^ auflosbar sei, und dafs die 
Koeffizienten dieser aufgelosten Form an der Stelle 

== ^1! ^3 = x^ ..Xx== IJyJ^x = 0 . . = 0 

regular sind, wenn mit x^ die Konstante 

{x.^ . . x^, 0 . . 0 ) 

bezeichnet wird. Nach Art. 169 verwandelt sich daher vermoge 
der Substitution: 

(19) = V + (*^_i — *"_i) ^x , 

wenn y-y als Konstante betrachtet wird, in einem bedingungslosen Aus- 
druck V;, mit X — 2 Yariabeln x ^ . . Xx—x, und aus einer beliebigen 
Normalform von Vj erhalt man bei geradem % durch blofse Differen- 
tiationen und Eliminationen, bei ungeradem x durch Differentiationen, 
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Eiiminationen und eine Quadratur eine N’ormalform des Pfaff’sehen 
Ausdructs und damit cine solclie von A. 

Bezeiclinen wir jetzt mit die partielle Differentialgleichungj die 

zu in demselben Siniie gehorfc wie das System V zu so be- 

/* 

sitzt J'[ die Iiidependenten . . av— i und ist iiacli — auflosbar; 

die Koeffizienten dieser aufgelosten Form sind Funktioneii der ^ 2 - Variabeln 

und an der Stelle .x^_^,0 . .0 aiis- 

nahmslos regular. Daher kann man auf dieselbe Reduktionsmetbode 
anwenden wie vorlier auf z/ etc. und gelangt so^ wenn % gleicb 2 1 
oder gleich 2 A — 1 ist^ zu einer Serie Pfaff'scher Ausdriicke 

Z, Vi, V, . . V;._i 

mit bezw. :i(,% — 2, x — 4, . . Variabeln. Alle diese Ausdriicke sind 
bedingungsloS;, und aus der Normalform des Ausdrucks V;._i kann 
man die Normalformen aller vorbergehenden ermitteln; dazu sind nur 
Dififerentiationen und Eiiminationen, und bei ungeradem x aucb nocb 
gewisse Quadraturen erforderlicb. Der Ausdruck entbalt im 

Palle % = 2A nur zwei Variabeln; die Herstellung seiner Normal- 
form erfordert darnacb eine Operation 1. 1st x = 2l — 1, so entbalt 
V;i_i nur eine einzige Variabele, und die Normalform dieses Ausdrucks 
wird durcb eine Operation null ermittelt. Die Bestimmung der suc- 
cessiven Ausdriicke . . gescbiebt nacb dem obigen durcb Auf- 

siicbung je eines Integrals einer linearen partiellen Dififerentialgleicbung 

(20) [VIV^V,.., 

bezw. mit x, x — 2, % — 4 . . Variabeln, also im Falle eines geraden x 
durcb je eine Operation 

X — ly X — 3, . . 5, 3, 

bei ungeradem x durcb je eine Operation 

X — 1, X — 3, . . 4, 2. 

Das vorstebende, von Lie berriibrende Reduktionsverfabren erfor- 
dert sonacb dieselben Integrationsoperationen wie die Metbode des 
Art. 170, bei ungeradem x aufserdem nocb gewisse Quadraturen, die 
bei der Metbode des Art. 170 nicbt erforderlicb sind. Ein wesent- 
licber Vorzug der Lie’schen Metbode bestebt dagegen darin, dafs bei 
dieser die Integrale der suecessiven Gleicbungen (20) unmittelbar zur 
weiteren Reduktion benutzt werden, wabrend nacb dem Verfabren des 
Art. 170 fur jeden Index i = 1, 2 . . zunacbst ein Integral der linearen 
partiellen Differentialgleicbung [F^d] bestimmt und aus diesem dann 
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durcli (lie Metliode des Art. 87 eiiie Ldsung des vollstiindigen Systems 
hergeleitet werden mufs. Bei der Lie’schen Metliode wird ferner 
die Substitution (2) ehi fib' alleBicd ausgefiihrt^ und weiterhin sind nur 
iiocli Substitutionen Yom Typus (19 j erforderlicb^ wiibrend nach Art. 170 
eine Reibe von Substitutionen der Form (8), darunter die Substitu- 
tioiien (8 a) immer wieder von neiiem anzuwenden sind. 

173. 1. Beispiel.^) 

6 

(21) J a,dxi 

1 

= 1 + 

(h = '^6 4“ + ^4 + + *^1^6 + 

Bildet man die Ausdrucke a,i imd aus ibnen die Matrix (B)^ die 
zu dem Pfaff ’scben Ausdruck /I gebort^ so findet man, dafs das Pfaff’scbe 
Aggregat (1, 2^ 3, 4^ 5^ 6) an der Stelle 0^ . . 0 yon null verscbieden ist, 
dafs also /I die Klasse 6 besitzt. Ferner zeigt sicb^ dafs der Rang 
von (B) um zwei Einbeiten sinkt^ wenn man die Zeile und die Spalte 
mit dem Index 1 weglafst. Daraus folgt leicbt^ dafs eine Losung 
der zu geborigen linearen partiellen Differentialgleicbung V ist. 
Daber besitzt der Ausdruck 

(i2dx2 “j“ • * “f" (i^dx-Q^ 

wenii man darin als willkiirlicbe Konstante betracbtet^ die Klasse 4 
(Art. 151). 

Da die beiden Aggregate (2 3 5 6) und (2 3 5 0) an der Stelle 
0..0 nicbt null sind; verwandelt sicb bei der Substitution: 


^6 = ^‘42/4 


in einen bedingungslosen Ausdruck 

E£= Xr^dx^ + (1 + *^42/4) + 

+ (2^42/4 + + 2/4^5^ + ^'1^42/4^ + dx ^ + x ^ xr , y ^ dxr ^ 


mit den Yariabeln X 2 X.^x^x^. Das zugeborige vollstandige System 
reduzirt sicb daber auf die eine Grleicbunsr: 

o 


11 

dXi 


(^52/. + 


IL 

dx. 




Diese Gleiclmng besitzt das Integral jc^ + vermoge der Sub- 

stitution 


1) Es ist nattirlich aufserst leieht, far die Anwendung der Methoden dieses 
Kapitels einfacbe Beispiele in beliebiger Anzabl zu konstruii-en. 
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nimmt die Form an: 
xr,(lx,' + (1 + j\y^) (Ixo^ + + 2x/y/ + 

die beiden letzten Terme bilden filr sicb einen Pfaff'scben Ansdruck 
in 3 Variabelu x^x^Xr^ mit der Klasse 2; die Iformalform dieses Ans- 
drucks ist: 

(1 + d(x\ 4" 

worin d sich nur auf die Variabeln x^ beziebt. Daraus erbalt man 
fiir die Normalform 

X ^^ d {,)\2 + + (1 + 

wobei d sicb auf x^x.x^x- beziebt^ und endlicb eine bTormalform fiir 

(x^ 4" 4“ 4" 4" (1 + ('^3 ■+" 4“ 

2. Beispiel.^) Wir betracbten einen Ansdruck der Form (21)^ 
worin: 

CL-^ = X-^X,2 4 ” ^* 2 ’'^*6 5 4 ” "I ^^3 

% = ^1^6 4“ ^2^; CIq X^Xr, + X^X^. 

Dieser Ansdruck besitzt die Klasse 4^ und die Pfaff’scben Aggregate 
(1,9 5,6) und (1,2, 5,0) 

sind nicbt identiscb null, Es sei x^^ . . Xq^ irgend eine Stelle, an der 
diese Aggregate nicbt verscbwinden. Dann yerwandelt sicb ^ vermoge 
der Substitution 

(22) ®3 = afg® + ik{Xg — ,Tg®); = a’/ + (x^ — a’s®) 

in einen bedingnngslosen Ansdruck mit 4 Veranderlichen x^x^XyT^: 

J ” {x^x.-^ -|- x^Xq) dx^ + {x^ + ^^'^3 ■+■ (■^'I'^e 4" 

+ [x^x^ + 4- 4 ^sc^y^yii^s ~ V) + 

Die zugeborige lineare partielle Differentialgleicbung [V] besitzt die 
Losung x^Xq 4“ Daraus erbalt man leicbt fiir J die Normalform: 

^^dcp-j^ 4“* ^2 ^9^2 

(p^ = X^Xq 4 " ^ 2 % ? ^ ^2 ; ^2 = 

92 = x^x.^ 4 x^Xg 4 (y^x/ 4 2/1X3®) a^e 4 — 2xg®Xg). 

Wir mussen nun zunachst fur die zu J gehorige lineare partielle 
Differentialgleichung [F] die Hauptintegrale [/ij, [/ij], [Aj] bestimmen, 

1) Porsytb II § 149. 


»«»#■% oariTi-v-w 
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<Ii(^ .sich lur = .•'V,*' auf .f.,, j'-, recluziren. Die [//,] bestimmen 
sicli aus den 3 Gleicliungeii 

i £=_P'=1 

IK] 


(23) ‘''rb! 


=[A].b"4-r/^lL/iJ 


1 •'^2 "f" V) ^^6 “f" ^ 'h "1“ h !Ji ^ '^'e) I Uh i ~l~ 

+ ^r,^[h] + 0fs^^.^ + 

Aus den so bestimmfceii Funktionen [h,] ergebeii sicli die Haupt- 
integrale h, hinsiclitlicli ,i\ = ;r/ von clem zn J 

gehorigen Yollstandigen System F; indem man und durch. ilire 
aus ( 22 j folgenden Werte ersetzt. Statt dessen aber konnen wir die 
Ausdriicke fill* y. und y^ auch direkt in die Relationen (23) einsetzen^ 
imd erlialten so 


\ ' + ^2'%; 
li^u, + hryC^^ - : + av Xg + 

Die auf den linken Seiten dieser Gleichimgen stekenden Ausdriicke 
ergeben sick aber anck^ wenn man in den Funktionen 




die Grofseu x^x.jXr, bezw. durck ferner durck Xq und 2/4 

durck Null ersetzt. Darnack besitzt z/ eine Normalform von folgencler 
Gestalt (ygl. S. 223) : 


Q\d{x^x^ + Aj-rg + di:ry^ + x^Xg)] 

und die Yergleicbung mit J liefert scMiefslicb also 

jd Tzz X-^d{X-^X^ “j- “1“ ”1” X^d^X^X^ “|— 


Kapitel YIL 

Die Integralaquivalente einer Pfaff’schen Dleiclinng. 

§ 1. Flaclieiielemeiite und Elementvereine. 

174. Die Frage nacb den Integralaquivalenten einer Pfaff’scben 
Grleicbung wollen wir zunachst unter der Yoraussetzung erledigen, dafs 
die gegebene Pfaff’sche Dleicbung folgende Form besitzt: 


1 ) Lie II kap. 3 und 4 . 
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(1) V ^ (Iz — (h\ — dx^ — dx,a = 0 , 

worin die Grofseii 

( 2 J , , Xi„y p>i • • P/n 

irgend 2 m -j- 1 unabhangige Variable bedeuten. Es sei 

(3) ^,(^5 x ^ . . x,^, . . j;,;,) = 0 (s= 1,2,.. r; r < 2w + 1) 

ein Integralaqiiivalent der Gleichmig ( 1 )^, d. h. ein r-gliedriges 61ei- 
cbungensystem (Art. 40, 82) von folgender Eigeiischaft: Lost man die 
Relationen (3) nacb r von den Yariabeln (2) auf^ nnd snbstitnirt die 
erbaltenen Ausdrilcke in V, so versch-windet das Resnltat dieser Sub- 
stitution identisch fiir alle Werte der 2m-^l — r librigen Variabeln 

( 2 ) nnd ibrer Differentiale, 

Aus den Relationen (3) mufs sicb nun mindestens eine Relation 
ableiten lassen, die nur die Variabeln ^jX^..Xjn, nicht aber 
enthMt. Andernfalls konnte man die Grleicbungen (3) nacb r von den 
Variabeln p, auflosen, nnd durch Substitution der erbaltenen Ansdriicke 
in V v^iirde sicb kein identiscb verscbwindendes Resnltat ergeben, da 
der Koeffizient von ch mit 1 identiscb ware. 

Wir konnen daber annebmen, dafs sicb aus (3) genau v 1 urn 
abbangige Grleicbungen der Form 

(4) ^2; • • ^>n) (^ = 1, 2, , . v + 1) 

ableiten lassen, wobei v eine Zabl der Reibe 0, l,..m bedeutet, und 

dafs jede andere, aus (3) folgende Relation in 0,x^.. Xm allein eine 

Polge des Systems (4) ist. Aus demselben Grunde wie soeben ergiebt 

sicb; dafs die Gleicbungen (4) nicbt auf eine von jz unabbangige Form 
gebracbt werden konnen. Daber ist das System folgendermafsen 
auflosbar: 

j ^‘a,r_{.2 7 * * 

(pf ‘ * (^ = 1 . . I'); 


wobei die Zablen . . ccm eine gewisse Permutation des Indices 

1 . . m bedeuten 5 die Determinante 


(6) 


i dip^ 

I ^ 


GTpl d'Tpl \ 

dx cz \ 




dx„ 


C X, 


«2 


g » r+l ^^..+1 

d X d 2 


Terschwindet also niclit vermoge (4) identiscb, Wenn wir nun mittels 
der Eelationen 
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r t/' 
c:! 


: 0 (/;=!,.. r) 


(lie Ditferentiale rh\ . . dXa^, als lineare homogene Ausdriicke in 
deii Dififerentialen 


( 8 ) ** 

darstellen nnd in V snbstitiiiren, so naiissen in dem so erbaltenen 
Substitutioiisresultat die Koeffizienten der Differentiale (8) vermoge (3) 
null sein; es miifs also die Gleicbmig (1), als lineare homogene Glei- 
chiing in d^, dx^ . . dXm betrachtet^ yermoge (3) eine Polge der Re- 
lationen (7) sein^ d. h. es mussen insbesondere die Relationen 





■ • IK 

Ih 

H'l 


Cfi 


Cfi 

cz 





H'r+l 



a’ • 

t • 


cs 



Uy 



yermoge (3) stattfinden. Umgekehrt, sind die Gleicbungen (9) eine 
Polge des Systems (3j, und beachtet man, dafs die Determinante (6) 
vermoge (4) der Annabme nacb nicbt verscbwindet, so yerscbwinden 
uberhaupt alle v -f- 2-reiliigen Determinanten der zu dem Gleicbnngen- 
system (1) (7) gehorigen Matrix yermoge (3) (Art. 7), also bilden die 
Gleichungen (3) wirklicb ein Integralaquivalent der Gleicbung V = 0. 
Damit sind folgende Satze bewiesen: 

Jedes Integralaquivalent der Gleichung 

( 1 ) dB—p^dx^ Pmdx,,, = 0 

enthdlt mindestens m -j- 1 Relationen ^wischen den Variaheln 


(2) 0,XJ,s;^..x„,p^p2..p,u 

und mindestens eine Relation zwischen ZjX^..Xni cdlem. 

Das allgemeinste m -[- 1-gliedrige Integralaquivalent der Gleicbung 
(1) wird folgendermafsen gefanden: 

Ilan verstelie unter v irgend eine Zalil der Reihe 0, 1, . . m, wdhle 
V 1 leliebige Relationen der Form 

(4) ^1? ^2? • * 0 (i = . . V -j- 1) 

die sich nacU 0 und nacli v von den Variaheln x^ eUva nach Xc^Xa^..Xa^^ 
aiif Ibsen lassen, und filge die m — v Relationen Mn 0 itj die durcTi Eli- 
mination der Grbfsen qi aus den Gleiclmngen 
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[ 175 ] 


( 10 ) 


Pr- 
- 1 : 


Pi + P2 


cx^ 

dll’. 


cx. 


”1 h Pi'-f 


Cip. 


r-f-1 


CX^ 
rt\ I 


(?■ = 1 . . HO 


g 


'1 I ^ ''^2 , I 

1 T7 + ^2 77 i h P.+i -7, 


Oder, was dasselbe hesagt, diircli Elimimtion dor Verhdltnisse der q, aus 
d.en Gleiclmngen 


■p. = 


, 

c>i *1= r 

^ €X. 


+ 9. 


el'll) 


4-1 


>4-1 

C X, 


Pi -T,' + 


-i- = 1 . . m') 


+ ^r 


4-1 




CZ 


hervorgelien. 

Das so erhaltene m + 1-gliedrige Gleicliungensystem ist offenbar 
nacb den Variabein 


(1-1) ^7 

auflosbar. 

Das allgemeinste aus + r + 1 (< 2m + 1) Grleichungen be- 
stehende Integralaquivalent der Pfaflf’seben Gleicbung (1) ergiebt sicb 
dann folgendermafsen: 

Man hestimme nacli dem vorigen ein lelicbiges m 1-gliedriges 
Integraldqtiwalent, das nacli den Variaheln (11) cmfidshar sein moge^ 
imd wohei v'^t geivdliU werden mufs, imd filge ein System von r will- 
liiirliclien Relationen 


X, (j’cci • • P«,., . . XaJ = 0 (i = 1, 2 . . r) 

Unm, die Jeeine neue Gleichung in den x allein liefern, also nacli x von 
den Variadeln • • Pa,, aiifgelost tverden konnen. 

175. Indem wir uns das Gleichungensystem (4) Yon vorneherein 
in der Form (5) aufgelost denken, lassen sich die vorstebenden Satze 
aiicb so aussprechen; 

Jedes m 1-gliedrige Integralaquivalent der Gldclmng (1) liann 
aiif die folgende Form gehracM xmrden: 

(12; d<i> , . 

~ ~ ■■ (® ~ 

Darin hedeuten cci . , cc,n irgend eine Fermutation der Indices 1 , .m ; 
V ist eine Zalil der Reihe 0, 1 . . m; die FmMionen % cf, sind 'beliebig, 
Jedes m 4- 1 1-gliedrige Integralaquivalent der Gleiclmng (1) 
kann nachsteliende Form erlialten: 
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fiPr I I \ 

■ “ ? *, + ^'"1 "I f" ^ “‘'+^ ■ ■ 


^V/, 


'-UVr+lJ • -iV'.'? ^'“.+1 • • "*'“m) 


bedeuten . . a.,,, cine Pcriimtation der Zahlen 1 . . m, v eine 
Zfdil der Peihe 0,1.. »i, miche 'i>r gewaliU tverdm mufs, endlich 
irfjcnd fine Permutation der Indices Ci . . a,.; die FtmJdioneu 
q)j (ffj G)h shul arhitrdr, 

IJm die Gleicliimgen (12) in einer eiiifacheren Form zii schreiben^ 
setzen wir: 


D • •pti^ 



~ Pci^^ 2 ’ * Pety^v’ 

Dann schreibt 

sich das allgemeinste 

m + 1-gliedrige Integralaquivalent 

von (1) folgendermafsen: 




0 Xcc^2}cil 

^ctypa^, 

= w 


dW 


cW 

(13) 

^“1 - 

OCcXy 

II 

1 


3TF 


_ dW 


IK+i— 

\ “r+1 


~ '^Pex ‘ 


Darin bedeutet W eine Punktion der Variabein 


(14) ’ '^ccmy 

die in Pai--I>a.^, ganzlinear, im iibrigen aber beliebig ist. Dock ist 
hervorznbeben, dafs die Gleicbungen (13) auch dann ein m -f- 1-gliedriges 
Integralaquiyalent von (1) darstellen, wenn W eine ganz beliebige 
Funktion der m Variabein (14) bedeutet. Aus (13) folgt namlicb: 


d2^ dW-\- ^ {XaAlla, la, dXu) 
1 

V V 



Substituirt man fur d^, und fur ihre 

Ausdriicke (13) (15) in V, so erkalt man ein identisch versebwinden- 
des Resultat, was zu zeigen war. 

Das allgemeinste m + 1-gliedrige Integralaquivalent der Gleichung 
V = 0 hat also die Form (13), worin W eine arbitrare Punktion der 
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Variabeln (14) bedeutet; insbesoiidere lafst sicb stets erreicben^ dais 
W eine ganze lineare Fimktioii Yon 

176. Um fur die Yorstehendeii Resultate eine geometrische Aus- 

drucksweise zii gewinnen, woUen wir die 2)n 1 Variabeln (2j nicM 
als Puiiktkoordinaten eines sondern im Eaum --^7//) 

folgendernaafsen interpretiren : 

Es seien die Koordinateu irgend eines Punktes P des 

Wir betracbten dami eine beliebige^ durcb P gebencle Ebeiie 
JT; deren Grleichung^ in laufenden Koordinaten gescbriebeii; so 

lautet: 

(16) I ^ =Pl(il — -^ 7 ) + • * + Pm{ini 

Der Inbegriff des Punktes P und der diircli ihn gehenden Bbeiie 
% bezeicbnen wir als ein ^.Flaclienelenmif des Raums Emi-i 
die 2 m + 1 Grofseii 

( 2 ) Xu, Pi • . pm 

heilsen die ,, Koordinaten^^ dieses Placlienelements. Der Punkt P lieilst 
„der zu dem Flaclienelement (2) geborige Punkt^^ oder aucb kurz „der 
Punkt des Placbenelements (2)“, die Ebene tc wird ,jdie zu dem Placben- 
element (2) geborige Ebene^^ oder aucb: ;,die Ebene des Placbenelements 
(2)^^ genannt. 

Zwei unendlicb benaclibarte Flacbenelemente e, die bezw. die 
Koordinaten 

(^) j Pi • • Pm 

(e) 0 + d0j Xi + dx^ . . Xu + Pi + dpi . . pm + d2)m 

besitzen^ beifsen ^pereinigt liegenF^ wenn die Bedingung (1) erftillt ist; 
letzteres kommt darauf binaus, dafs der Punkt des Placbenelements e 
auf der Ebene you e gelegen ist. In der That gebt die Grleicbung 

(16) in (1) tiberj wenn man bezw. durcb 0 dz^ Xf + dx^ ersetzt. 
Zwei benacbbarte Flacbenelemente liegen stets Yereinigt, wenn zu 

ibnen derselbe Punkt gebort^ wenn also die Inkremente dZj dxi alle 
verscbwinden. 

177. Es giebt 00- "^+1 Placbenelemente in Ein 2m -f- 1 ~ 

gliedriges Gleicbuiigensystem 

(17 ) Xi . . Xu, Pi “ • pni) 6 (i = Xy . . 2m -j— 1 ^) 

definirt eine p-facb ausgedebnte Schar von Flacbenelementen. Ist das 
Grleicbungensystem (17) ein Integralaqui valent der Pfaff’scben Gleicbung 
(1), dann und nur dann bat die genannte Scbar die Eigenscbaft, dafs 
jedes Placbenelement der Scbar mit alien unendlicb benachbarten und 
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gleickfalls cler Schar angehorenden Flachenelementeii vereinigt liegt. 
Eine derartige cx:>^?-Scliar nennen wir dann eine p-facli ausgedehnte 
.^Elenientmamiigfaltiglieit^ oder j^o-fach ausgedelmten Elementverein^^ 
Oder aiicli kurz eine ^^Element des Raums JRm+i- Di^ Grleichungen 
(17) keifsen die ^^Definitionsgleichungen'^^ des Element verei ns. 

Es ist min leickt^ die Resultate des Art. 174 durch begriffliche 
Ubeiiegungen wiederzugevrinnen. Zunackst ersiekt man sofort^ dafs 
die Definitionsgleickungen einer Element-Af^ mindestens eine Relation 
in . 3 ’, . . Xni entkalten miissen. Andernfalls namlick wiirde jeder 

Pnnkt des mindestens zu einem Plackenelement der Element- 

gekoren. Ist dann e ein Flackenelement derselben^ P der zugekorige 
Piinkt^ jr die zugekorige Ebene^ so giebt es zu P stets Nackbar- 
piinkte, die nickt anf tc liegen^ andererseits aber zu je einem Flachen- 
element der Element-ilfo gekoren; d. k. e kdnnte nickt mit alien be- 
nackbarten Flackenelementen der Element- vereinigt liegen. 

Es moffen demnack die bez. zu den Flackenelementen unseres 
Elementvereins gekorigen Punkte P eine m — i'-fack ausgedeknte 
Punktmannigfaltigkeit H erfiillen, die durck (4) definirt sei. Dabei ist 
V eine Zakl der Reike 0, 1 . . in, Unter einer 0-fack ausgedeknten 
Punktmannigfaltigkeit versteken wir insbesondere einen einzelnen Punkt 
des Pw+i. Nack der Scklufsbemerkung der vorigen ifr. erkalten wir 
dann jedenfalls eine Element - (q < m), wenn wir irgend oo? Flacken- 
elemente betrackten^ die alle zu demselben Punkt . . Xn!^ gekoren^ 

die also durck ein Gleickungensystem der Form 

^ = 0^, Xi = • • Pm) = 0 (7 = 1 . . m; 5 = 1 . . m — ^)) 

definirt werden. 

Es sei jetzt v < m; sind dann die Grofsen (2) die Xoordinaten 
eines beliebigen Flackenelements unserer Element ferner P der 
zugekorige Punkt^ % die zugekorige Ebene, so ist P auf der Punkt- 
mannigfaltigkeit TL gelegen^ und die Ebene % mufs^ der Definition 
eines Elementvereins entspreckend^ nickt nur P, sondern auck samt- 
licke auf U gelegenen Nackbarpunkte entkalten^ d. k. die Relation (1) 
mufs fiir jedes beliebige Wertsystem dz, dXt erfullt sein, das den 
Gleickungen (7) geniigt. Wir sckliefsen daraus wiederum^ dafs die 
Gleickungen (4) nickt auf eine von 0 freie Form gebrackt werden 
konnen; denn andernfalls wiirde das Gleickungensystem (7) durck die 
Annakme dx^ = 0 . . dXm — 0 und durck beliebiges d 0 erfiillt^ was 
fiir die Gleickung (1) nickt zutrifft. 

Die soeben gefundene Bedingung liefert uns fiir die Koeffizienten 
]^i der Ebenengleickung (16) wiederum die m — v Relationen, die 
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durcli Elimination der q, aus flO) entstelieii^ d. ii. es giebt durcb 
jeden Punkt P der Mannigfaltigkeit TI geiiau oc^' Ebenen von der ge- 
forderten Eigeiiscbaft; es sind dies offenbar die cx/*' zu dem Punkte P 
geborigen Tangeiitialebenen der Puuktmaiinigfalfcigkeit II (A.rt. 44). 
Sie bestimmen mit P zusammen ebensoviele Flacbenelemente^ die sicb^ 
wie wir sagen wollen, j^im Punkte P an die Punktmannigfaltigkeit II 
anschliefsen‘\ oder anders ausgedrtickt, sie bilden einen Biiscbel, dessen 
j^Axe^^ die zu P geborige Tangential-|a-,,t_i der Punktmannigfaltigkeit 
n ist (Art. 44). Lafst man P auf II alle moglicben Lagen annebmen^ 
so erbalt man Placbenelemente^ die einen Elementverein bilden. 
Die Dimensionsmlil q einer Element-3Io id also hdclisteiis (jleicU m. 

Die Gerade^ die im durcb die Gleicbungen 

= 0 . . a ill = 0 

definirt wird^ ist nacli Art. 43 als die j/-Axe^^ unseres Koordinaten- 
systems zu bezeicbnen. Die Gleicbungen 

X X ^ X X ^ 

stellen dann eine „zur ^-Axe parallele Gerade^^ dar. Eine m — i/-facb 
ausgedebnte Punktmannigfaltigkeit, die durcb v 1 Gleicbungen 
zwiscben den A^ariabeln . . x,n allein definirt ist, werden wir dem- 
gemafs im Falle v < m als y^eine mr 3- Axe parallele cylindrisclie Dimht- 
mannigfaltiyheiD^ im Falle v = 0 insbesondere als ^^einen mr ^-Axe 
pamllelen Cylinder^^ bezeicbnen, da sie offenbar zur ^-Axe 

parallele Gerade entbalt. 

Nunmebr konnen wir die Ergebnisse des Art. 174 so aussprecben: 

Im 1 giebt es m -f- 1 verschiedene Kategorien von 

Element- M, a j je nacMem die zugehorige F'unldmannigfaltigleit m- facia 
— l^fachj . . 1-fach, 0-fach ausgedehit ist Die allgemeinste Element- 
M,u der P®'' Kategorie bestelit aiis alien c5o"^ Fldclienelementen, die sicli 
an eine heliehige ni — Ji -j- 1-facli aiisgedeJinte PitnJdmannigfaUigJieif des 
Bni~ai ameJiliefsen; diese letzfere darf aber Imne zur z-Axe parallele 
cylindrisclie ManmgfaUigkeit, im Falle h = m insbesondere lidne zur 
z-Axe parallele Gerade sein. 

Eine Element- der Kategorie wird kurz als ein „Element-- 
bezeicbnet: eine Element- bestebt aus alien Flacben- 

rn ^ m 

elementen, die sick an eine „Placbe^^ des anscbliefsen, ist also 

durcb ein Gleicbungensystem der Form; 

K C(p d(p 

X^X^ • . Xjn)y Pi • * Pm 


definirt. 
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Filr jeden Index q der Reihe 0, 1 . . ni giebt es ^» + 1 Ter- 
scbiedeno Kategorien von Elemeut-ii^,, je naehdem die zugeborige 
Pnnktmannigfaltigkeit p-facb, q — 1-fach, .. 1-facb, 0-facb ausgedebiit 
i.st. Eine Elcinent-JI/jL wird anch ein „Streifht genaunt. 

178. Im dreifacb ausgedebnteu Ilaum (yy.?) babeu wir uuter 
eiiiein Placbenelement den Iiibegriff eines Punktes x%j0 uiid einer durcb 
ibn gebenden Ebene 

§ — ^ =p(l — + «(’? — y) 

zu versteben; die 5 Grofsen xys^iq sind die Koordinaten dieses Placheu- 
elements. Es giebt drei Kategorien von Element- , d. b. von drei- 
gliedrigen Integralaquivalenten der Pfaff’scben Gleicbung 

cU — pdj‘ — qdy = 0; 

eine Element-iffo tier ersten Kategorie testelit aus den Punkten uiid 
zugehorigen Tangeiitialebenen einer beliebigen Flache, die aber kein 
zur 0-Axe paralleler Cylinder sein darf^ ist also durcb ein Gleicbmigen- 
system der Form 

0=^<p(ry),p = ^^, 2 = .- 

definirt. Die Flacbenelemente einer Element- der zweiten Kategorie 
scbliefseii sick an eine beliebige Raumkurve an^ die keine zur 0 -Axe 
parallele Gerade ist; die 3 Definitionsgleicbungen einer solcben ilf^ 
baben also die Gestalt: 

^ = 9 (ir); y = ^(^J; (p' {x) 

worin (p und arbitrare Funktionen, (p\ 4^' ibre Ableitungen bedeuten. 

Endlicb bestebt eine Element-ilfs der dritten Kategorie aus alien 
oo^ Flachenelementen^ die denselben Punkt entbalten. 

Eine Element-ilf^^ oder ein Streifen des B. ist entweder definirt 
durcb Gleicbungen der Form 

^ = <p(^l y = t(*); S' = p = (p’ — 

entstebt also, indem man jedem Punkte P einer beliebigen Raumkurve^ 
die keine zur 0 -Axe parallele Gerade ist^ nacb irgend einem Gesetze 
eine von den oo^ durcb P gebenden Tangentialebenen der Raumkurve 
zuweist; Oder die 4 Definitionsgleicbungen der Element- baben die Form : 

(18) = Xo, 2/ = y^, s = f(p, g) == 0 

d. h. der Streifen bestebt ans cx)'- Elementen, die zu demselben Punkt 
gebbren, also einen Kegel mit der Spitze P iimbullen. Dieser Kegel 
kann anch in ein Bbenenbiisebel, dessen Axe durcb P gebt, oder in 
mebrere solcbe Biisebel degeneriren. 
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Ein Streifeii^ dessen Definltioiisgleicliungen die Form (18) haben, 
lifcilst aiich ein ^^ElementarliegeV^, 

179 Im Rauine II, (.r?/)^ d. h. in der Ebeiie mit deii cartesisclieii 
Koordinateii .r/y versteben wir nnter einem j,Liiiieiielemeiit^^ den Li- 
begriff eines Punktes :ty imd einer durcli ihn gebeiiden^ ziir ;?/-Axe 
iiicht parallelen Geraden 

n — y = y{i — ^) 

lind nemien xyy' die 3 ^^Koordinaten^^ des Linienelements. Zwei be- 
nackbarte Linienelemente xyy nnd x + y + dy^ y + dij beifsen 
^vereinigt liegend^^^ weiin die Relation 

(19) dy — ydx = 0 

erfullt ist, wenn also der Punkt des zwei ten Linienelements auf der 
Geraden des ersten liegt. Es giebt zwei Arten von Element- im 
d. b. von zweigliedrigen Integralaquivalenten der Pfaif scben 
Gleicbnng (19). Fine Element-lfj^ der ersten Kategorie bestebt aus 
den oo^ Punkten und zugeborigen Tangenten einer beliebigen Kurve, 
wird also durcb zwei Gleicbungen der Form 

y = y == 

definirt. Eine Element- der zweiten Kategorie bestebt aus alien 
Linienelementen durcb denselben Punkt der Ebene. 

180. Wir wollen nun im Raume insbesondere 

alle diejenigen Element-lf^, ins Auge fassen, deren Definitionsgieicbiingen 
die Relation ^ = 0 entbalten; die Pimktmannigfaltigkeit^ an die sicb 
eine solcbe Element-ilf^ anscbliefst^ ist also ganz in der Ebene ^ — 0 
gelegen. Werden die Gleicbungen^ durcb die ein Elementverein dieser 
Art definirt ist^ auf die Form 

0 :=0 

(20) . . oc,ni\P2 • • Pm) = 0 (i 1, 2j . . 2m — q) 

gebracbt;, so bilden die Relationen (20) offenbar ein Integralaquivalent 
der Pfaff’scbeii Gleichung 

(21) p^dx^ -f p,Jx^ pn4x^,, = 0. 

Umgekebrt, genugen die Gleicbungen (20) dieser Pfaff’scben Glei- 
cbnng; so definiren sie mit 0 = 0 zusammen eine Element- 31^ der 
oben erwabnten besonderen Bescbaffenbeit; durcb die Aufsucbung aller 
dieser Elementvereine ist also die Frage nacb dem allgemeinsten Inte- 
gralaqui valent von (21) miterledigt. 
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181. Urn zunaclist alle m-gliedrigen Integralaquivalente: 

(22) 0^ = 0, = 0n, = 0 

der Pfaff’sclien Gleichung (21) zu erhalten^ iiehmen wir erstens an^ 
dais sich ans (22) keine Relation in allein ableiten lafst. Die 

Gleichmigeii (22 ) siud dann ofienbar mit den folgenden identiscli: 

(23j == 0^ = 0^ . . = 0. 

Es mogen sich zweitens ans (22) genan v unabhangige Relationen 
der Form 

(24) {x^ x.^ . . x,n) = 0 (i = 1^ 2, . . 1 ^) 

herstellen lassen^ die iiach Xu^Xa,y ^ > x^^ auflosbar seieii. Ersetzen wir 
die Gleichnngen (4) durch 0 = 0 und das System (24)^ so nehmeii die 
Relationen (9) nachstehende Form an: 


0 (S • • ^?n) 


die sich auch durch Elimination der aus den Beziehungen 
(26) = = 

ergeben^ und mit (20) und mit ^ = 0 zusammen im Raume eine 

Element- Jf;,, der oben geforderten Beschaffenheit darstellen. 

Lost man die Relationen (24) nach Xa ^ . . x^^^^ auf: 

(2 i ) Xc(^ = (i = 1 . . 2/) , 

so schreiben sich die Gleichnngen (25) so: 

3 (p 3 (p 3 

(28) 0 p, -j- -{ H Pa, (p = a,.+i , Cl,+ 2 , • . Kw). 

Unter Gebraucli der Abkurzung 

^(.Pai ■ ^ ' Paj^ + % ’ Pa.^ + ' ' -f" 'Pa, 

lafst sich das Gleiehungensystem (27) (28) ersetzen dnrch das nach- 
stehende; 

/qqn 3TJ 0 JJ /j 7 

( ) Xji 3pj''^ 3 [Jl= d-^ ^ , CCy*^ I = OiJy-l-l . . O^m)’ 



Pu^ 

JP «2 • 

P«„ 

P^ 


ofi 

oi'i 

Oip^ 

1 

jC 

' 25 ) 



dx 

«V 

ox^ 


ol>. 





dx. 

8x„ 

3 

3x. 



aL-} 

CCry 

& 
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Dabei bedeiifcet U eine Funktion der Variabelii 


(30) 

die hinsiclitlicli pa^ . . 2)a^ ganz, linear nnd bomogen ist, Docli liefern 
die Gleichungen (29) anch dann ein m-gliedriges Integralaqiiiyalent 
der PfafF’schen Gleichung (21), wenn U eine beliebige Fiinktion der m 
Variabeln (30) bedeutet, die nur der einen Bedingnng zn geniigen 
hat, dais sie hinsichtlich • • Pa^, homogen erster Or dining ist, also 
die Enler’sche Identitat 


( 31 ) 


dU , dU , , 




dU 


IE U 


befriedigt. Zum Beweise unserer Behauptung bemerken wir, dafs ver- 
inoge (29) (31) identisch: 

Pui^Xu^ -f- • • -\-^Pc(jdXa^, ^ ^ 

— Xccplpa^ Xa^dpa^ 


__ du , 



Ferner hat man nach (29): 


dU 


dx, 


dXa, 




V-f-1 


Durch Addition der beiden letzten Identitaten folgt, dafs yermoge (29) 
identisch: 

p^dx^ ^ pmdXni = dU — dU^Oj 

was zn zeigen war. 

Demnach ist folgender Satz bewiesen: 

Ein Integraldquivalent der Ffaff'sclien Gleichung 

(21) Pidx^ ‘ PmdXtu — 0 

entJidU mindestens m Gleichungen. Bas allgemeinste m-gliedrige Integral- 
dguivalent, das niclit die Form 

(23) p^ = 0, jig = 0, . . p.r,i = 0 


hesit 0 t, wird erhalten, indem man m einem belieUgen v-gliedrigen Glei- 
chmgensystem der Form 

(24) i)i(x^x,^ . . Xj,,) = 0 (i==l, 2, ..v) 

diejenigen m — v Gleichungen hinmifugi, die sich durch Elimination der 
aus 

V WflIiAr TJah PfflfPsKAhA Pm^hlAm 1 ft 
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(2i;i 


J>‘ = 



(/ = 1 . . m) 


Eiu solchos lutegraliiqiiivalent kann stets die Form: 
f 211 1 ./> — ; Pi — — -- = «i . . I = a,.+i . • ««») 

erlialten^ worin JJ eiiie arbitiiire Funktion der Variabeln 


bedeutet, die in der liomogen erster Ordnung ist. Insbesondere 
liUst sicb stets erreicben, dais TJ in den pa, ganz, linear und bo- 
mogeu wird. 

Das allgemeinste ni -j- r-gliedrige Integralaquivalent von (21) 
wird erbalten, indem man entweder zu den Gleicbungen (23) irgend 
r. lielationen in . . x,„, oder zn einem Glejcbnngensystem der Form 
(29) noeb % beliebige Relationen 

('32) Xiipu^ ■ . = 0 (i = 1 . . t) 

liinziiftigt, die keiiie iieiie Kelation in den x allein liefern. 

Alle diese Resultate liatteii wir natiiiiicli aiicli ohne Bezugnahme 
anf die Pfaff’sche Gleicliung (1); direkt ans der Form der Gleichimg 
(21) ableiten koiinen. 

Iy2. ’\Yir betrackten jetzt gleichzeitig den Raum 
und den Raum der aus dem durck die Gleickung 

(y3 ) ^ = 0 

ausgescknitten wird, der also mit der ^^Ebene s = 0^^ identisck ist. 
Die Ebene des die zu dem Flaekenelement mit den Koordinateii 

0^ , , Xjupi ^ • Pm gekort^ sckneidet die Ebene (33); d. k. also den 

Raum Ii,a iiack einer linearen m — 1-fack ausgedeknten Punktmannig- 
faltigkeit, die im Bm durck die Gleickung: 

(34) p^ (Ij. — ^‘j-) -f- * * 4" Pmiim — ^*m) = 0 

mit den laufenden Koordinaten dargestellt wird. Es ist dies eine 
durck den Punkt . . Xm gekende ^^Ebene^^ des Bm- 

Wir bezeicknen nun allgemein den Inbegritf eines im Bm gelegenen 
Punktes . . Xm und einer beliebigen durck ikn gekendeU; im B^ ge- 
legenen Ebene (34) als ein ^^Flaekenelement des Bm^] die Grofsen 

(35) 

sollen die ,Jionwgenen Eoordimtm^^ dieses Flackenelements genannt 
werden. Die 2 m Grofsen (35) sind naturlick dann und nur dann die 
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liomogeuen Koordinaten eiiies ITachenelemeiits des 11^, wenn nicht 
alle p, verschwincleii^ und das Flaclienelement ( 35 ) ist schon diircli 
Aiigabe cler m — 1 VerlirdtnisvSe der p, bestimint; es giebt also 
Flachenelemente in Wir erkeiinen jetzt mimittelbar: 

Jedem Flacbenelemeiit des das die Koordinateii 

(36) 0, . . XmPi^p^ • 

besitzt, imd fiir welcbes nicbt alle pi null sind^ ist in der gescbilderten 
Weise ein und nur ein Flacbeneleinent (35 j des Bm zugewieseii. Um- 
gekebrt bestimmt jedes Flachenelement (35) des Bm einfach unendlicb 
viele Flacbenelemente des Bm+iy deren Koordinaten die Form 

(37) Xi ' ' Xmp 62\, om • • 0l)m 

besitzen, wo 6 eine arbitnire Konstante bedeutet. Wir konnen dieseii 
Sacbverhalt kurz so ausspi-ecben; Jedes Flachenelement (36) des Bm-^i 
fiir das nicht alle p, null sind^ sclineidet aus dem Raum Bm ein ganz 
bestimmtes Flachenelement (35) aus^ and umgekehrt geheii durch jedes 
Flachenelement (35) des Bm einfach unendlich viele Flachenelemente 

(37) des hindurch. 

So schneidet z. B. ein Flachenelement y, 0, p^ q des B.{xy.z) 
aus der a’;y-Ebene ein Linienelement aus, bestehend aus dem Punkt 
y und der durch ihii gehenden Geraden 

— x) + q{ri — (2) = 0; 

umgekehrt gehen durch dieses Linienelement die oo^ Flachenelemente 
X, y, 0, 0 pj aq des B^ hindurch. 

183. Die homogenen Elementkoordinaten des Bm bieten den Vor- 
teilj dais sie jeden Punkt des Bm und jede belieMge durch ihn gehende 
Ebene des Bm darzustellen erlauben^ wahrend bei dem Gebrauch 
der nichthomogenen Elementkoordinaten x^ . , pm im Bm^i alle die- 
jenigen Flachenelemente ^ deren zugehorige Ebenen zur ^-Axe parallel 
sind, von der Betrachtung ausgeschlosseii sind. Es liegt daher nahe, 
auch im Bm+i homogene Elementkoordinaten einzufiihren, indem wir 
setzen : 

q, 

(38) Xm+1 = =p. ('i = 1 . . w) 

-i/7/ -f- 1 

und die Grofsen 

(39) • • • !Z<«+i 

als Koordinaten desjenigen Flaclienelements bezeiclinen, das aus dem 
Punkt . . XmJ^i und der durck ihn gehenden Ebene 

(Zl(ll ^i) + h %n+\(^m + X — = 0 

16 * 
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ties Uaiuii.s Iwsteht, vorausgesetzt, clafs nieht alle q, 

vcrsi'invinden. Di<* friilier von iler Betraclituug ausgesehbssenen FlaclieE- 
idomonte siinl jetzt einikch diirch die Bediiigung qm+i = 0 charakterisirt. 

XidiUiifli kann man aneh andererseifa von den homogenen Koor- 
dinateii doi im ll„. za inclithoinogenen dadurcli iikergelien, dafs man 

ebva — ~ dnrcli j),' niul ,i.\ . . Xm-iX,,, durch xl . . ersetzt, wo- 

(liircli iiber alle Fluelieiielejnenie des 11,, ^ deren Koordinate jv gleich 
null istj von dei* Bet-raclitimg ausgesclilossen werdeii. 

ls4. Die in Art. ITT) xmd 177 gegebenen Definitionen nebmen im 
Gebniiicli der liomogenen Elementkoordinaten folgende 

Form an: 

Zwei beiiachbarte Flachenelemente . ih, und -f- dx ^ . + dpn, 

beifseii vereinigt liegoiidj wenn die Bedingmig (21) erfiillt ist^ "wenn 
also die Ebene des ersten Flacbenelements den Punkt des zweiten ent- 
halt. Eine Scbar von oo? Flacbenelemenien des B,, von der Eigen- 
scbaft;, dais jedes Element mit alien benacbbarten, der Scbar angeborigen 
Flacbenelementen vereinigt liegt^ beifst ein p-facb ausgedebnter Element- 
verein oder eine .^Eleinent-JX/^ des JR„iy iincl ist defiiiirt durcb ein 
2 m — Q — 1-gliedriges Gleicbungensystem zwiscben den Grofsen (35)^ 
das Idmclitlich der Variaheln . . jhu homogen ist, die Pfaff’scbe Glei- 
chniig (21) befriedigt nnd nicbt alle Relationen = 0, . . = 0 

enthalt. Dann folgt aus den Entwickelungen des Art. 181 sofort 
der Satz: 

Die Dimensionszabl q einer Element-lf^ des iR,, ist bocbstens 
m — 1. Die m Definitionsgieicbungen jeder Element-Jf^__i konnen 
auf die Form (29) gebracht werden^ worin U in den pa. bomogen 
erster Ordniing ist; die allgemeinste Element- (p < ni — 1) vt^ird 
erbalten^ wenn man zu einem Gleicbungensystem (29), in dem q 

zu wablen ist, iioeb m — q — 1 weitere Relationen: 

= 0 (^* == 1 ^ 2 . . m — Q — 1 ) 

hinzufilgt; die nacb m — q — 1 von den Verbaltnissen 

Pu. Va, 

anfgelost werden konnen. 

Um anf diese Weise alle Blement-if^ des in bomogenen 

Koordinaten (39) aiisgedruckt zu erbalten, braucben wir luir in den 
Gleicbungen der Art. 174 und 175 die Substitution (38) auszufubren. 


Pa. 



Pec., 




? 1 ' * 
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Die Relationen (4) koiinen jetzt auch eiue zur 5- Axe parallele cyliu- 
drische Mamiigfaltigkeit darstelleii, d. h. voii =' (bezvr. frei sein; 

(lie Defiiiitionsgleichuiigen einer Element -ilZ,,, die sick an eine solclie 
c^dindriscke Maniiigfaltigkeit auscliliefst, entkalten otfenbar die Relation 

Die Relationen (29), (32) definiren ein Integralac|ui valent der 
Pfaff’scken Gleickung (21) auck dann, wenn die Gleickungeii (32) in 
den nickt komogeii sind. In diesem Falle konnen wir die Glei- 
ckungen (32) immer auf folgeiide Form gebraekt denkeu: 


(40) Of 

/X, 

ik.j 









iA/ 

"«f+i ■ 


1 = 0 (i = 1 . . r 

(41) 


= ^ hr 

Pc, 

’ ’ 




Jetzt liefern die Relationen (29), (40) zasammen einen ni — r-fack aus- 
gedeknten Elementverein des ist ein beliebiges Flacken- 

element dieses Elementvereins, und substituiren wir statt der x, und jj, 
die Grofsen xt nnd in die Gleicknng (41), so liefert uns diese 
fiir <r einen ganz bestimmten Wert, d. k. die Relation (41) ordnet 
jedem Flackenelement . . p,u der durck (29), (40) definirten Ele- 
ment M,n—t des Bm ein ganz bestimmtes Flackenelement 0, a?!®..®,,,® 
(jpjL® . . des jRm+i zu. 

Wir diirfen daker sckliefslick folgende Satze aussprecken: 

Jedes m-gliedrige Infegraldguivalent der Bfaff'sclim Crleiclmng 

( 21 ) \-pmdXr„ = ^ 

ist in den hotnogcn, und hat entiveder die Form 
(23) = 0, . . == 0 

Oder es stelU in Imnogenen Elementlioordinaten x,pi eine Elemnt-M,u-i 
des Baimies Bm{x-^_ . . Xm) dar. 

Enilidlt ein Integraldgukalent der Pfaff’scJmi Gleklmng (21) mehr 
als m Qleiclmngen, und ist es in den p, homogen, so hesteht es entweder 
ms den Belationen (23) ioid heliehigen Gleichmgen in x ^ . . odcr es 
stellt im Bm einen Elementverein dar, hat also die Form (29), (32). 
Jedes in den p^ ndcht homogene Integraldqmvalent entsteht aus den Befi- 
nitiorngldchmigen eines Elementvereins des jR,„ durcli Mimufiigiing einer 
in den p^ unhomogenen Gleichmg. 



i; 1'. Die Intogralaquivalente einer beliebigen Pfaff’schen Gleiehung. 

isri. !)i(‘ Entu-iclveliaigen tl(‘s vorigeii S setzen iins in den Stand, 
die Frage naidi alien lut(?gi-aliir]uivak‘iiten einer beliebigen Pfaff’scben 
(ileichuiig 

li 

il> J . . .r^td.r, — 0 


zii erledigeii, Wir iielunen zuniiehst dais die Klasso k des Aus- 
drueks J 2/1 sei^ dais also J aiif die folgende Normalform 

gehracht werden kann: 

’ / 

( 2 ) ^ 1 2 * ‘ I 1 2 * * 

1 

uiid wir durfeii nacli Art. ld)7 die Existeiiz einer Stelle 
voraiissetzeii , an der alle F;, f, regular sind und die Funktionak 
determiiiaiite 

/ Pj . . \ 

/*>;/ 

nicht verscbwindet. Fiiliren wir jetzt statt x ^ . . x^ mittels der Formeln 

die iienen Veranderlicheii ein^ so nimmt die Pfaff sche Grieichung 

(1) die nachstehende Gestalt an: 


(3 ) 2h' + Ik H h F = 0* 

Auf diese Gleiehung lassen sich jetzt unmittelbar die Resnltate des 
vorigen § iibertrageu; indem. man daselbst die Zalil ni durch A, und 
die .Variabeln x^p, durch ersetzi Darnach besitzt die Pfaff’sche 
Gleiehung (oj insbesondere lutegralaquivalentej die aus I Gleichungen 
besteheUj und die Form haben 



X) = 

0 

fi = 1, 2 .. V, < A) 

2^1 * 

• X, 


1 

cPi C4>^ 

dil’i 

C>l)j 





0 (ji p 

?</>,, Clp,. 









Oder in aufgeldster Form 


X((J^ 2 • • 1? 

. , , C<p.y ^ Cqp^, 

■ “ ^’"1 Fx / + -^^“2 fw ; + • • + iK ? 7 / 


(I = a,,+i • • ax). 
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Darin ist v eine ZaU der Reihe 1 . . A; ferner bedeiiteii . . a; 
irgeiid eine Permutation dieser Indices; endlicli sind miter den (p, 
•willkilrliche Funktionen zu verstehen. Ersetzt man in den Relationeii 
(4) oder (5) die x!, p' bezw. durch die in der Normalform von z/ 
auftretenden Funktionen so erbalt man ein A-gliedriges^ in den 

urspriinglichen Variabeln . .Xn ansgedriicktes Integralaquivalent der 
Pfaff’scben Gleichung (1). 

18G. Weitere Integralaquivalente der Pfaff^’scben Gleicbiing (1) 
oder (3) erbalten wir nacb. den Regeln des vorigen §, indem wir zii 
einem System der Form (4) oder (5) nocb andere Relationen in den 
Xt'pi' binzufugen^ die mit den vorbergebenden ziisammen keine weitere 
Beziebung in den x,' allein liefern. Da aber gegenwartig nicbt nur 
die sondern ancb nocb die Grofsen Xy,^i^ • • x^ als Variable 

zu betrachten sind^ so entstebt die Frage: Welches ist das allgemeinste 
Gleicbungensystem der Form 

(C) . .px, XyJ^i . . Xn) = 0 (i = 1, 2^ . .) 

Welches die Gleichung (^3) befriedigt? 

Wir nebmen an, dais sicb aus den Gleichimgen (6) genau v -f- r 
Relationen der Form 

^7j ipii^x^ . . Xx j Xyj^x . . Xj^ == 0 {% == \ . V 

ableiten lassen; x dieser Relationen mogen nur die Variabelen Xyj^i.. Xn 
enthalten, so dafs das Gleicbungensystem (7) durch Auflosung folgende 
Form annimmt: 

(8) Xaj^ = 7 • • (Jb = 1 .. v) 

(9) {1 = 1,2,.. t) 

wobei • . /3n— ;; irgend eine Anordnung der Indices % k 2^ , xn 
bedeutet. Die Zabl v muls ofifenbar mindestens gleicb 1 sein. Da~ 
gegen kann x verscbwinden; dann kommen die Gleicbungen (9) in 
Wegfall und die recbten Seiten der Gleicbungen (8) konnen samtlicbe 
Variable Xyj^i . . Xn entbalten. Setzt man fur die Xaj^ ibre Ausdriicke 
(8) in die linke Seite von (3) ein, so mussen in dem entstebenden 
Substitutionsresultat die Koeffizienten aller Differeiitiale 

dXci^.j^^ .. dXai\ ** — 

verscbwinden, wenn das Gleicbungensystem (6) ein Integralaquivalent 
unserer Pfaff’scben Gleichung sein soli, d. b* die Relationen (6) mussen 
folgende Gleicbungen umfassen: 



Ivap. Vn. Die IiitegraKiquivalenle einer Pfatf'sflien Gleieiiuug. 


I^S + "r 




lilt f .'D’l'l + • • + P< , — ^ — /^'' + l • • §n-x}- 

IHe Gleieliiiiigen ill) liraiiclien lucht voii einancler iinabliaugig zu sein; 
aber offeiibar liefem sie ziisammen mindestens eine Gleicliung, die 
keine Folge von (10) ist, weim die Funktionen cp^ . . cpy von den Va- 
riabelii nicbt Yollkommeii unabbangig sind. Indem wii’ die 

bisberigeii Kesultate ziisammenfassen, nnd von dem spezielleii Glei- 
cliiiiigensystemo ij/ = 0^ . . j)/ = 0 vorlaiifig abseheii^ erbalten wir 
folgende Siitze: 

Es sei X = 21 die Klasse des Pfaff ’schen Ausdrucks 


J ^ a; X2 . . Xn)(l ‘X, , 


F,df, 4 - • • + F,clf\ 

eine Normalform von xl, die den Bedingungen des Art. 167 gentigt. 
Dann entbalt jedes Integralaquivalent der Pfaff 'schen Gleichung z/ = 0, 
das aiif die Form: 

(12) I\ . . Fxy .r^a.1 . . jv/j = 0 (i = 1, 2 , .) 

gebracht werden kann^ mindestens A Gleichungen. 

Jedes A-gliedrige Integralaquivalent dieser Art kann nachstehende 
Form erbalten: 

f^<h ~ 1 ? Qi == 1 . , v) 

(13) ' 7 9 ?, ^ ccp^^ cw 

Ft + vy^- F,,^ + yyK -1 h yD’ F^^, = 0 (Z == . . aj), 

Darin ist v irgend eine Zabl der Reibe 1 . . A; die ax be- 
deuten irgend eine Permutation dieser Zahlen; endlicb sind miter den 
(pt willkurlicbe Funktionen zu versteben. 

Jedes andere Integralaquivalent von der Form (12) bat entweder 
folgende Gestalt 

Aot (ji — 1 . . v) 

1^1= tiji (Z == 1^ 2 . . t) 




4.-HF 


a = 1, 2 . . r) 

(s = ^,.^- 1 . . ax) 


^ Ocp,. 

7? I I 


= ^ (ii = /3r+, . . 
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wo r eine Zalil der Reihe 0, 1 . . — z, feraer irgend 

cine Anordnung der Indices y. \ . n, endlicli die cpn, il;i willklirliclie 
Funktionen bezeichnen; oder es entsteht aiis einem Gleicbimgensjstem 
der Form (13) oder (14) durcb Hinzufugung beliebiger Relationen 
zwiscben den Variabeln Fi^ die mit den Yorbergebendeix 

vertriiglich sind^ iind mit ibnen zusammen keine weiteren Relationen 
zwiscben den Grolsen f [ . . fi^ . . Xti alleiii ergeben. 

Ill dem System (14) miissen die Funktionen (p^ so gewablt werden^ 
dais die Gleicbungen, die in der letzten Zeile von (14) steben, keine 
Relationen in den Grofsen 


allein liefern. Scbliefsen wir also solcbe Systeme (14), vermoge deren 
alle Grolsen und infolge dessen ilberbaupt alle F^ ver- 

scbwinden , vorlaufig von der Betracbtung aus , so mtissen , falls 
V -j- r <Cn — y in der n — k — r-zeiligen Matrix: 


8^1 

^ 92 

0<p,. 

8^ 


dXf 




alle i/-reibigen Determinanten identisch verscbwinden. 

187. In ganz analoger Weise erledigt sicb nacb dem vorigen § 
die Frage nacb den Integralaquivalenten fiir den Fall, dais die Klasse 
yon J ungerade ist, und es ergeben sicb die Satze: 

1st die Klasse y des Pfaff’scben Ausdrucks /I gleicb 21 — 1, und 
bat J die Normalform 

(15) dfi -f- F^df^ 4“ ' ’ *4" Fx^idfx—i 

die den Bedingungen des Art. 167 geniigen moge, so entbalt jedes 
Integralaquivalent der Gleicbung z/ = 0, das auf die Form : 

(16) £1, (fi . . fx, I\ . . Fx-i, Xy.+i . . Xn) = 0 ({■ = 1, 2, . .) 

gebracbt werden kann, mindestens I Gleicbungen. 

Das allgemeinste 2-gliedrige Integralaquivalent dieser Art bat 


die Form 






■ ■ 

(17), 


+ 

A 

II 

f..-d ft - 1 ■ . 

0 = 


+ ^ + 1^- (s = «„+ 1 . . a^_i). 
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Jedes audere Integralaquiyalent (16) hat entweder die Gestalt: 
fl — (p • • /«;,_!? — ^ 

foij^ ~ ^h{fc(yj^l • • fux^l ? — ^ ‘ 

^Vz = (? === 1 . . t) 

F. + + • • + ^ = 0 


^8) 


C<p 


cx, 


K 

dXf 


K 


r^«x + -- + ^^«. + l5 = 0 


(s = CCr + i . . ax^l) 
(t == — 



S<Py 

dap 

dx^ 

Wf 

dXf 


Oder es entsteht aus einem Gleichungensystem der Form (17) oder 
(18) diirch Hinzufiigung beliebiger Relationen in /}^ Fi, Xy,^i . . Xn^ die 
mit den vorhergehenden vertraglich sind^ und mit ihnen zusammen 
keine nene Eelation in . .fx, Xyj^i . . Xn allein liefern. 

Die Fnnktionen cp und cpk in (18) sind so zu wahlen, dais im 
Falle V + 4” 1 ^ ^ ^ ^^1* Matrix 


(t /jf-f'S • • — x) 


alle V 1-reihigen Determinanten identisch verschwinden. 

In den Formeln (17) (18) ist v eine Zahl der Reihe 1 . . A — 1; 
. ax-^i bedeuten eine Permutation dieser Indices; x ist eine Zahl 
der Reihe 0^ 1 . — %, die . . ^n--x bedeuten irgend eine Anord- 

nung der Zahlen % + 1 • • ^5 ™ Falle r = 0 fallt in dem Formel- 
systeme (18) die dritte Zeile fort; endlich sind (p^^ ijji arbitrare 
Fnnktionen. 

188. Aus den in Art. 186 und 187 ausgesprochenen Satzen ergiebt 
sich ohne weiteres folgendes Korollar: 

Es seien x^x^-.Xn irgend n unabhangige Veraiiderliche, und 2 A 
eine Zahl < ferner 

(19) ^i{x^x^^ . ,Xn) = 0 (i == 1, 2^ . . A) 

ein beliebiges A-gliedriges Integralaquivalent der Pfaff'schen Gleichung 

xx-j^idx^ Xx~\~%dx^ “f" * * “h x^xdxx = 0^ 

so koimen die Relationen (19) stets auf eine Form gebracht werden, 
in der sie nur von den Variabeln x^x^ . , X 2 Zj nicht aber von x^x+i ^.Xn 


Bilden ferner die Gleichungen (19) ein A-gliedriges Integral- 
aquivalent der Pfaff’schen Gleichung 
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dxx “|- * • -j— x^x — idxx — i == 0 (^X — 1 <C 

so konnen sie eine Form erhalten, in der sie nnr von x^x<^ , , Xu-~ij 
nicht aber von x^x • abbangen. 

189. Ans den Ergebnissen der Artikel 186 nnd 187 beben wir 
nocb das folgende beraus: ,^Jede JPfaff'sclie Gleichung vom Mange 21 
liifst sicli ditrch X Relationen in . . Xn lefriedigen!^ Unter den k~ 
gliedrigen Integralaqnivalenten der Pfaff’scben Grleicbung J — 0 er- 
w'abnen wir nocb besonders diejenigen^ die ans X Relationen in . . fx 
allein besteben^ also die Form 

(20) = c ,2 • • fx ~ 

besitzen, worin die Ci Konstante bedeuten. Die Relationen (20) be- 
zeicbnen wir als ^^vollstandiges^^ Integralaquivalent oder als ein ,j,voll- 
standiges Integrak^ der Pfaff’scben Grleicbung (1), wenn unter den c, 
arhitrlire Konstante verstanden werden. 

Stellen die Relationen (20) fiir jedes beliebige Wertsystem der 
Konstanten ein Integralaquivalent der Pfaff’scben Gleicbung z/ = 0 
dar^ so mufs J augenscbeinlicb in der Form 

^ Qi{Xi . . X„)df! 

1 

gescbriebeii werden konnen, also ist der Rang der Gleicbung ^ — 0 
sicber nicbt grofser als 2X (Art. 119, 3)). 

190. Wir bebandeln nunmebr die Frage, ob sicb jedes Integral- 
aquivalent der Pfaff’scben Gleicbung (1) in der Form (13) oder (14) 
beziebungsweise (17) oder (18) darstellen lafst. 

Sollen die Gleicbungen 

(21) '0i{x^X2 . • Xri) = 0 (i=l, 2..) 

ein Integralaquivalent der Gleicbung (1) darstelleUj so mtissen wir 
nacb einer Bemerkung des Art. 82 die Existenz einer Stelle x^^x ^^ . , Xrf^ 
voraussetzen, an der sowobl samtlicbe Koeffizienten . . an unserer 

Pfaff’scben Gleicbung, als aucb das Gleicbungensystem (21) im Sinne 
von Art. 40 regular sind. Wir setzen jetzt iiberdies voraus^ dafs an 
der genannten Stelle nicbt samtlicbe jc-reibigen Determinanten der zu 
J geborigen Matrix 




- 


(A) 

0 


• ^In 

i 

(^nl 


. 0 
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und aueh uickt alle Koeffizienten ct, verscliwmden. Darni diirfen wir, 
ohne die AUgemeinlieit zu bescliranken, aanehmen, dafs an der Stelle 
Xj ^ . . Xn° im Falle %=: 2 1 die Pfaff’sehen Aggregate 

P :: (1, 2, . . 2A)-, nu,o ^ (1, 2,.. 21-1, 0) 
und im Falle k = 21 — 1 die Pfaff’schen Aggregate 

P' = a2,..22-2); (2 = (0;1;..2A-1) 

von Null verscHeden sind^ und es lafst sicli jetzt nach Art. 167 immer 
eine Normalform von J zu Grunde legen^ derart^ dafs die % in iiir 
auftretenden Funktionen an der Stelle regular sind, und 

dafs ihre nach . . Xy, genommene Funktionaldeterminaiite daselbst 
nicht verschwindet Betrachten wir^ um die Ideen zu fisiren^ den Pall 
X — 2L Mittels der Formeln 

fi f I (XiXi^ • • Ft == F i(x^ . . X/^ 

kann man dann statt x^ . .x^x die neuen Independenten f[ . .fiF^, ,Fx 
in das Gleichungensystem (21) einfiihren; dieses erhalt so die Form 
(12); und zwar sind diese Gleichungen an der Stelle 
(22) 

regular, wenn wir mit /i®, Ft die konstanten Werte bezeichnen, die 
die Funktionen /} bezw. Fi an der Stelle . . Xn annebmen (Art. 45). 
Das Grleickungensystem, (21) kann sonack auf die Form (13) oder (14) 
gebracht 'rerden. 

1st umgekebrt ein Gleicbungensystem (13) oder (14) an der Stelle 
(22) im Sinne Ton Art. 40 regular, so verwandelt es sick, wenn die 
Fi, fi durck die betreffenden Funktionen der Xj, ersetzt werden, in ein 
Gleickungensystem mit den Variabeln x^-.x^, das an der Stelle 
x^ . . regular ist (Art. 82), und die Pfaff’scke Glleickung z/ = 0 
erfullt. 

Es ist leiekt zu seken, wie man iiber die willkurkcken Funktionen 
<fh, (pi verfugen mufs, damit ein Eelationensystem (13) oder (14) an 
der Stelle (22) regular sei. Dm dies z. B. fOr das System (13) zu 
erreicken, brauckt man nur die Funktionen 

so ZU waklen, dafs sie an der Stelle . . fa\ regular sind, daselbst 
bezw. die Werte fa\ annekmen, und dafs ikre ersten Ableitungen an 
der genannten Stelle den Bedingungen 

+ (ri ); «.: + ■ ■ + _ 0 (! _ 

geniigen. 
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Da ganz analoge Betrachtungen auch unter der Annahme % — 2/1 — 1 
angestellt werden konnen^ so folgt der Satz: 

Befriedigt das Gleichingensystem: 

(21) . Xn) == 0 (^ = l, 2..) 

die Pfaff'sclie Gleicliung J 0 und existirt eine Stelle x^ . . x^^ an 
der dieses Gleichmgensystem sowie sdmiliche Koeffimnten ai regular 
sind, ohm dafs alle x-reihigen Determinanten der Matrix (A) oder alle 
ai daselbst verschwinden, so lafst sicli das Gleichungensystem (21) durch 
Einfuhrmg neuer Variabelen auf die Form (13) oder (14) hemlmngs- 
weise (17) oder (18) bring en, 

Abifser den Integraldquivalentenj die mit Eiilfe einer Normdlform 
von J nach den Begeln der Art. 186 und 187 hestimmt iverden, hann 
es also nur noch solche gelen, vermoge deren entweder sdmtliche %- 
reihigen Determinanten der Matrix (A) oder alle Koeffimnten a^. .an 
verschwinden. Der letztere Fall ist nnter der Annaiime x==2l — 1 
als Spezialfall in dem ersteren enthalten und brauckt also nur bei 
geradem % besonders erwahnt zu werden. 

Jedes Integralaquiyalent, welches einer der beiden zuletzt genannten 
Kategorien angehort^ werde als ^^singuldr^^ bezeichnet. 

Die nichtsingularen Integralaquiyalente einer Pfaff’schen Grleichung 
J = 0 konnen somit alle nach der Methode der Art 186 und 187 
gef unden werden; doch darf man nicht erwarten^ dafs eine md dieselbe 
Normalform yon J ausreicht, um alle nichtsingularen Integralaquiyalente 
zu ermitteln. Vielmehr liefert eine bestiminte Normalform yon A, 
die den Bedingungen des Art 167 genligt^ im Allgemeinen nur die 
Gesamtheit derjenigen Integralaquiyalente^ die an einer gewissen Stelle 
xf ^ . . XrP im Sinne yon Art. 40 regular sind. 

191. Um alle singuldren Integralaquiyalente der Pfaff^schen Glei- 
chung ^ == 0 zu findeUj hat man bei geradem x zunaehst zu untersuchen^ 
ob das Eelationensystem 

a^ — Op a^ — Op . . an — 0 

im Sinne yon Art 40 ein r-gliedriges (r < n) Gleichungensystem dar- 
stellt, oder wenigstens, ob es durch passende Umformungen in ein 
solches yerwandelt werden kann. 

Sodann bestimme man alle Gleichungensysteme, die den Bedingungen 
des Art. 40 geniigen^ und yermoge deren alle jc-reihigen Determinanten 
der Matrix (A) null sind. Es sei (21) ein 5-gliedriges Gleichungen- 
system dieser Art; und es existire eine SteEc; an der dieses System 
und alle ai regular sind. Druckt man jetzt mit Hiilfe yon (21) s yon 
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den Grofsen x, als Funktionen der n — 5 ubrigen aiis und substituirt 
die erbaltenen Werte in J ^ so entsteht ein Pfaff’scher Ausdrnck z/' 
mit n — s Yariabeln, VerscFwinden alle Koeffizienten von A' identiscby 
so ist (21) ein Integralaqui valent, und man erhalt weitere Integral- 
aquivalente durcb. Hinzufiigung beliebiger, mit den vorigen vertrag- 
licher Relationen in den Andernfalls suche man das allgemeinste 
Relationensystem, das z/' = 0 befriedigt, und fiige es zu den Glei- 
cbungen (21) liinzu. Es ist dabei zu bemerken, dais die Gleicliung 
A' = 0 selbst wiederum singulare Integrate besitzen kann. 

Eine gegebene Pfaflf’sche Gleicbung braucbt nicbt notwendig singu- 
Pare Integralaquivalente zu besitzen, d. h. es braucbt nicbt notwendig 
ein Gleicbungensystem (21) von der Bescbaifenbeit zu geben, dafs das 
Gleicbungensystem selbst und alle ai an einer gewissen Stelle 
regular sind, und dafs vermoge (21) alle %-reibigen Determinanten von 
(A) Oder alle verscbwinden. Wablt man beispielsweise unter der 
Annabme eines geraden n die Funktionen . . an ganz beliebig, so 
lafst sicb, wie man leicbt erkennt, durcb Integration einer nicbt bo- 
mogenen, linearen partiellen Differentialgleicbung mit den Independenten 
. . Xn und der imbekannten Funktion a-^ diese letztere so bestimmen, 
dafs das Pfaff’scbe Aggregat 

(1, 2, . . n) 

den Wert 1 erbalt. Hat man nocb etwa a<^ ~ 1 ge wablt, so besitzt 
die Pfaff’scbe Gleicbung A — 0 keine singularen Integrale. 

Ist die Klasse % eines PfafiP’scben Ausdrucks A gleicb 2 1 oder 
gleicb 2X — 1, d. b. 2/1 der Bang der Pfaff'sclien Gleicliung (1), 
so ist jedes Integralaquivalente das tveniger als X Gleiclamgen entldilt, 
notwendig singular. 

Es kann vorkommen, dafs ein bedingungsloser Ausdruck A in n 
Variabeln durcb eine eimige Relation zwiscben den Xi annullirt wird; 
diese Relation ist dann notwendig ein singulares Integralaquivalent 
der PfafiP’scben Gleicbung A = 0. So wird die Gleicbung (1) z. B. 
durcb die Relation x^~0 befriedigt, wenn die Koeffizienten a^, a^^ - 
die folgende Form baben 

x^h^ix^x.^ . . Xfi^e . . X-Jjfiipi * * 

und wenn die Funktionen %, ^ . l)n an einer gewissen Stelle 

0, x^ . . Xr^ alle regular sind. 

192. Im Falle ;c = 2A baben wir nocb diejenigen Gleicbungen- 
systeme zu betracbten, die samtbcbe Relationen der Form 

( 22 ) Fx = 0 
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enthalten. Es ist aber leichfc zu sehen, dafs diese Relationen im all- 
geineinen kein Integralaquivalent der Pfaff’scben Gleicbung z/ = 0 
liefern. Zunachst namlicb braucht es liberhaupt kein Wertsystem 
. . Xn zu geben, fiir welches alle verscbwinden; man denke z. B. 
an die Annahme F^ Nehmen wir aber an, es gebe ein seiches 

Wertsystem, und es lasse sich das Gleiehungensystem ( 22 ) auf eine 
Form bringen, in der es an der SteUe ® im Sinne von Art. 40 

regular ist, dann giebt es notwendig Wertsysteme von derselben 

Beschaffenheit. Waren nun alle Funktionen a^, .. a„, fi-.fx an 
der Stelle . . Xn regular, so wiirde aus den Identitaten 

(23) = 

folgen, daJCs alle Funktionen a,- an den FTullstellen der Funktionen 
F^. . Fx gleicbfalls verscbwinden, und die Gleichungen ( 22 ) bilden so- 
nacb ein singulares Integralaquivalent der Pfaff’schen Gleicbung ( 1 ), 
das andrerseits aucb ohne jede Integration in der Foi'm % = 0 . . = 0 

erhalten wird. Es ist aber klar, dafs n Funktionen a, nur unter be- 
sondern Voraussetzungen gemeinsame Nullstellen haben konnen, 

dafs also im allgemeinen entweder die Relationen (22) kein 4-gliedriges 
Gleiehungensystem im Sinne von Art. 40 darstellen, oder aber, falls 
dies dennoeh der Fall sein soUte, dafs dann an einer Stelle . . a;*®, 
an der das Gleiehungensystem (22) und alle as regular sind, nieht 
aucb samtlicbe Funktionen fi- -fx der Normalform regular sein werden; 
dann aber lafst sich aus den Identitaten (23) nieht mehr sebliefsen, 
dais die Relationen (22) die Pfaff’sche Gleicbung Fi — 0 befriedigen. 

Ist % = so fiihrt diese Brorterung zu der aus der Theorie der 
gewohnlichen Differentialgleicbungen bekannten Thatsache, dafs eine 
Differentialgleichung 

M(xy)dx + N(xy)dy — 0, 

deren linke Seite mittels der allgemeinen Integralgleichung co == c in 
der Form 

Mdx -p Ndy = Q{xy)dm{xy) 

dargestellt wird, durcb die Relation 9 = 0 im Allgemeinen niebt er- 
fiiilt wird. 

Analoge Bemerkungen gelten iibrigens aucb fiir aUe diejenigen 
Integralaquivalente (13), (14) bezw. (17), (18), an denen eine oder 
mehrere Relationen der Form FI- = 0 beteiligt sind. 
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Kapitel VIIL 

Beriihrungstraiisforinationeii and aquivalente Normalfomen. 

§ 1. Beruhrungstransformationen. 

193. Die Pfaff’sche Gleicliung 

(1) cU — Pi dx-^ — P 2 ^^2 Pra dXm = 0 

mit den 2m-f- 1 unabhangigen Veranderlichen 

(2) Xrr,^ Pi . . p,n 

liegt bereits in rednzirter Form vor; ibr Rang ist gleicb 2'm -f- 2. 
Nacb Kap. IV besitzt die Gleicbang (1) unbegrenzt viele andere reduzirte 
Pormen mit w + 1 Differentialelementen. Es sei 

(3) dZ— F,dX^ — P,JX, P^ndXm = 0 

eine solcbe Form. Dann wissen wir aus Art. 118, dafs die Funktionen 
Zj Xij Pi binsicbtlich der 2m -j- 1 Variabelii (2) von einander unab- 
hangig sind, dafs sick also die Formeln 

(4) x' = Xi{z, ^ 1 . . Xm, Pi . . P;^) (^* = 1 . . m) 

p/ = Pi X^,,Xrrt, Pf Pw) (i = 1 . . m) 

folgendermafsen auflosen lassen: 

3 == Z (0 j Xj^ . . X^^ p-j^ . . Pm) 

(5) * Xi == Xi(0 , ^1 , . Xniy Pi , . Pm) 1 • ‘ ^2’) 

Pi(^^ 3 Xj^ . . Pi • • Pm) (j' 1 • * m). 

Die Gleicbtingen (4) definiren sonach eine Transformation der 2^^^ + 1 
Variabeln (2), vermoge deren sich die Pfaff’sche Gleicbnng (1) in eine 
Gleicbnng derselben Form 

d^ Pi dx-^ * * PmdXyii == 0 

vei'wandelt, d, b. es existirt eine nicbt identiscb verscbwindende Funktion 

• • ^rtL} Pi • ‘Pw) 

von der Eigenscbaft, dafs vermoge (4) folgende Identitat bestebt 

(6) ds Pi^^^l ■ * PmdXm = 0 (d 0 — " p^' dx^ — ■ • — Pmd^m) 


1) Lie II, 1 , Abteilung. 
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dafs also die Koeffizienten der Differentiale dxi^ dpi beiderseits 
gleich werden, wenn man die /x/p' durch ihre Ausdriicke (4) ersetzt. 

Wir wollen nun zeigen^ dafs sich die allgemeinste Transformation 
(4) dieser Eigenschaft ohne Integration bestimmen lafst^ m. a. W. dafs 
man die allgemeinste reduzirte Form (3) der Pfaff’scben Gleichung (1) 
durcb blofse Differentiationen und Eliminationen ermitteln kann. 

Zu diesem Zwecke scbreiben wir — q/ statt (5'_p/ und — Qf statt 
und betrachten die Pfaff’scbe Gleichung 

(7) ds —p^dx^ PmdXni — ed/ — q^dx^ qmdx'n = 0 

worin die 4w7- + 3 Grofsen 

(8) 8^X^.. Xm^ x^ . . x'my O- . . Prrt, 

fur den Augenblick als ebensoviele unabbangige Veranderlicbe be- 
tracbtet werden sollen. Damit nun vermoge der Transformation (4) 
die Identitat (6) bestebe^ mufs das Relationensystem 

{z = Z{^,x^ . , jp,,,); x! = X Xj ^ . . p,n) (i=l . ,m) 

(S(^^X^ . . Pjn)] q[ = Qi (^; % . . Pn) (^ = 1 . . m) 

ein Integralaquivalent der Pfaff’scben Gleicbung (7) bilden. Umgekebrt, 
ist letzteres der Pall^ und kann man das System (9) nacb x-^ , .pm, <3 
auflosen, yerscbwindet ferner die Funktion 0 ( 0 ^ . .pm) nicbt ideiitiscb, 

so liefern die Relationen (4)^ wenn darin — Pi^^ Qi gesetzt wird, 

eine Transformation der gewxinscbten Bescbaffenbeit. 

Es entstebt demnacb die Aufgabe, das allgemeinste Relationne- 
system zwiscben den Am -\- ?> Variabeln (8) zu bestimmen, welcbes 

1) aus 2 m 2 Gleicbungen bestebt und die Pfaff’scbe Gleicbung 
(7) erfullt; 

2) ebensowobl nacb den Grofsen 

0 j X-^ . . Xmy Qx • • Qmi ^ 

als aucb nacb den Grofsen 

0j X^ . . Xmp Pi • • Pm j ^ 

auflosbar ist; 

3) die Relation (^ — 0 nicbt zur Folge bat. 

194. Das allgemeinste 2m + 2-gliedrige Integralaquivalent der 
Pfaff’scben Gleicbung (7) entstebt nacb Art. 174, indem man zu g'-j-l- 
Relationen der Form 

(10) £li{0, x^ . . x^\,x^') = 0 (i = 1, 2, . . g -{7 1) 

diejenigen — q Gleicbungen binzufiigt, die sicb durcb Elimi- 

nation der Xi aus den Relationen 

Y. Weter, Das Pfaffsclie ProTalem. 


17 
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(11) 

dsi, , 

1 = 17 + • 

1 ; ^^2+1 




(12) 

d Sl^ 

■ + ^2+1 8z' 




(13) 

dsi 

0ii 1 , 

+ '>+> 

(h==l. 

. m) 


(14) 

8Sl^ 

■ + ^2+^ 0a:/ 

(h==^l. 

. m) 


ergeben; die Si; sind dabei vorlaufig nur der 

einen Bedingung 

unter- 


worfen, dafs sicli die GrleicliungeD. (10) nach s und nach q von den 
Variabeln . . Xm, • ■ oc'm auflosen lassen. 

Die obige Bedingung 2) lafst sicb jetzt so aussprecben: 

Die 2m q '6 Relationen (10) bis (14) sollen ebensowobl nacb 
den Variabeln 

(15) B . . Xm^ ^7 ^2? * ‘ 

als auch nacli den Variabeln 

(16) X^ . . (Tjn; Px • • pTfl ) ; ^2 ; • * 

auflosbar sein. Setzen wir zur Abkiirzung: 

W = Aji^Six + + • • + Aj + lfij-j-l ; 

also z, B.: 

2^2,. 8^W _ SHi 

~ 2j^ dx, ’ ■ dx.dxj; — dx.8x{ 


so schreibt sicb das Gleichungensystem (10) bis (14) so: 

(10) = 0, . . ‘iij-fi == 0 

8W 


(17) 

(18) 


1 




(W) 15 + 5.' 


02 

dJW 

0a' 

dx, 


n I A 


(A = 1 . . ■ 


und der erste Teil obiger Bedingung kommt darauf hinaus, dafs die 
Gleicbungen. (10) (17) fiir sicb genommen nacb den Variabeln 

j • • *^2 “hi 

auflosbar seien, dafs also die nacb diesen Grofsen genommene Pimktional- 
determinante ihrer linken Seiten niebt yermoge (10) (17) verscbwinde. 
Die genannte Pmiktionaldeterminante hat nun die Form: 



im 


( 20 ) 
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d 9.^ 
dz' 

dSl^ 

dx^' 

0 

0 ■ 

• 0 

dz' 

dxf 


0 • 

• 0 

d^W 

dzdz' 

d^w 

dzdx^ 

izdx'^ 

dSi^ 

dz 

^^5 + 1 

dz 

d^W 

d^W 

Z'^W 



dx^fiz’ 

dxjix[ 
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sie ist demnacli eine ganzrationale homogene Fiinktion voin 

Grade m — g[ in den Yariabeln die Koeffizienten von ® 

sind gewisse Funktionen der Veranderlichen 

Die Gleicbungen (10) bis (14) sind also dann nnd nur daiin hin- 
sicbtlicb der 2m + 2 + ^ Variabeln (15) auflosbar^ wenn der Ans- 
druck ^(X-^ . . Xqj^i) vermoge des genannteii Gleickungensystems nicbt 
null ist. Da nun 0 die Yariabeln g/j 0 gar nicbt entbalt, so ist 
die eben genannte Bedingung damit aquivalent^ dafs 0 vermoge der 
Gleicbungen (10) (11) nicbt verscbwinde. 

Bam ist nun niclit nur notwendig^ sondern auch Jiinreichend , dafs 
vermoge der GleicJiungen (10) nicht alls Koeffimnten von den in 0 
auftretenden Botemen und Potemprodzdcten der Xi null sind. 

Urn dies zu zeigen, baben wir offenbar nur nacbzuweisen, dafs 
die ganzrationale Punktion 0, falls sie infolge der Gleicbungen (10) 
(11) verscbwindet^ scbon auf Grund der Gleicbungen (10) allein iden- 
tiscb null ist^ d. b. lauter vermoge (10) verscbwindende Koeffizienten 
besitzt. 

Es sei i'^/ ein Wertsystem, das die Gleicbungen (10) er- 

dSi, 

bezw. in die nicbt samt- 
oz 

licl^yerscbwindenden Konstanten ai, ferner die Punktion 0(X^, . 
in ^(A^ .. Ag-j-i) ubergeben moge; 0 ist also eine ganzrationale homo- 
gene Punktion der Xi vom Grade m — g und mit konstanten Koeffi- 
zienten. Der Yoraussetzung nacb verscbwindet 0 fiir jedes Wert- 
system X^ . . Xqj^x, das die Relation . 

( 21 ) cc^X^ aq^xXq^i ~ 1 

erfiillt. Ist dann AJ . . A^_^^ ein Wertsystem^ das die Relation 

( 22 ) + 

nicbt befriedigt^ so kann man eine nicbt verscbwindende Konstante ft 


fiillt^ und fur welcbes die Ableitungen 
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derart bestimmeDj dafs die 2 "f" ^ Grofsen Xi == ft A,® der Gleichpng (21) 
geniigen; dann ist aber der Voraussetzung nacb 

• • ^,+i) 0 ^ ■ • \%i) 

d. h. es ist . .) = 0, mit andem Worten: die Funktion ® ver- 
schwindet auch fiir jedes Wertsystem AJ . . das die Gleicbung (22) 
niebt befriedigt, ist also liberbaupt identisch nail, -vvas zu zeigen war. 

Ans der Tbatsacbe, dafs die Determinante ® binsichtlicb der beiden 
Variabelngruppen . . Xm nnd s' ..x^ ToUkommen symmetriscb ist, 
Oder ancli durch direkte tTberlegung folgt nunmebr sofort, dafs das 
Gleicbungensystem (10) bis (14) aucb nacb den Grofsen (16) aufgelost 
werden kann, falls fur # obige Bedingung erfiillt ist. Den Ausdruck 
fur e erbalt man aus (12), wenn auf der recbten Seite dieser Gleicbung 
die Grofsen A,-, s, durch ibre aus (10) (11) (14) folgenden Ausdriicke 
in zxlgl ersetzt werden, und es ist klar, dafs die so erbaltene Funktion 
G nicbt identisch verschwinden kann. 

Andernfalls batte man namlicb wegen (7) eine Identitat der Form: 

ds — jPi 'pm.dXn. = q^dx^ + • • + q^dx^ 

worin die ^/a;/ die durch das System (10) — (14) definirten Funktionen 
der Variabeln sx-^ . .pm bedeuten; eine solcbe Identitat aber ist un- 
moglicb, da nacb Art. 119 ein bedingungsloser Pfaff ’sober Ausdruck 
in 2 m -j- 1 Variabeln nicbt auf eine Form mit weniger als m -\-l 
Differentialelementen gebracbt werden kann. 

Die Bedingung, die wir oben der Funktion . . Ag+i) auf- 
erlegten, bat u. a. zur Folge, dafs in keiner der beiden Funktional- 
matrices 






da. 

dSi, 

da. 

dz 




dz' 

dx{ 





7 

S^q+l 



dz 




a/ 

dx^ 



alle q -f- 1-reibigen Determinanten vermoge (10) verscbwinden konnen; 
andernfalls ware namlicb die Determinante (20) offenbar vermoge (10) 
identisch nuU. Ferner konnen in keiner der beiden Matrices (23) alle 
Elements derselben Spalte vermoge (10) null sein; dies folgt unmittel- 
bar aus dem System (11)— (14), wenn man bedenkt, dafs keine der 
Relationeu 6=0, pi == 0, ql — 0 eine Folge dieses Systems sein kann. 
Man scbliefst bieraus leicbt, dafs die Relationen (10) einerseits nacb s 
und nacb g von den Variabeln andererseits aucb nacb z und nacb 
q von den Variabeln Xi auflosbar sein miissen. Ferner erkennt man, 
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clafs diese Gleiclinngen aiich nach x^k und nach g von den Variabeln 
^ und ebenso nacb x{ und nacb g von den Variabeln 

xl . . Xm. auflosbar sind, wo 'k einen beliebig gewablten Index der 
Reihe 1 . . m bedeutet. 

Dies sind indes nur notwendige^ niebt aber hinreicbende Bedingungen 
dafiir, dafs $ vermoge (10) niebt identiscb null sei; sie konnen z. B. 
alle erfiillt sein, wenn die ii/ ganze^ lineare Punktionen der 2m + 2 
Variabeln ^^x^. . x^^ . . x<^ bedeuten^ wabrend in diesem Pall die 

Punktion ® fiir g < m stets versebwindet. 

195. Indem wir alle bisberigen Resultate zusammenfassen, und 
die Bezeiebnungsweise modifiziren, erbalten wir das folgende funda- 
mentale Theorem : 

allgemeinste Transformation 

(4) x' = x ^ . . Pi . (i = l , ,m) 

p[ = x^ . . _Pi . . (i = 1 . . m), 

vermoge deren ftir jedes beliebige Wertsystem der Variabeln x^ ,,pm 
und ibrer Differentiale eine Identitat der Form 


(24) d^—pfdxf PrndX^,^Q{0,X^,.p,t) {ds~p^dx^— Prr^dXrf) 

stattfindet; wird folgendermafsen erbalten: 

Man wdlile eine Zalil q der Reihe 0, 1 . . m und g + 1 'beliebige 
Gleichungen der Form 

(10) x ^ . . x,n, d, xf . . xff) = 0 (i = 1^ 2^ . . 2 + 1)^ 

filge diejenigen 2 m — q Relationen hinm, welche aus den Gleichungen 


?+i 




2':r, 

( 26 ) 




dxj! 




; P?i 2_j_i 


(h = l. 


dz 




dz' 


hervorgehen, indem man daraus die Verhdltnisse der h eliminirt^ und 
lose das so gewonnene 2 m 1-glied/rige Gleichungensystem nach den 
Variabeln dj xf . . in der Form (4) auf JDamit diese Auflbsung 
mbglich $e% haben die SI;, nur der einen JBedingung m geniigen, dafs 
nicht sdmtliche Koeffzienten einer gewissen gam-rationalen homogenen 
FunUion , A^+i) vom Grade m — q in den Variabeln 1; vermoge 
der Gleichungen SI, — 0 null sind, und das Formelnsystem (4) ist dann 
auch nach p^ auflosbar, stellt also wirldich eine Transformation 

dieser 2m + 1 Variabeln dar. 
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Sind die Fimktionen Z, X,, P; bestimmt, so ergiebt sich die in 
der Identitat (24) auftretende Funktion p ans der Gleichnng 


Q 


= ^ _ p 
cz ^ dz 


Pm 


dz 


Eine Transformation der Form (4), vermoge deren eine Identitat (24) 
besteht^ lieifst eine j^Berillirungstransformation^^ der 2m + 1 Variabeln 


. .pnn 

Oder anch ^^eiiie Beriilirungstransformation des Eaums 
Alls Art. 118 folgt ohne weiteres: 

jyPestelit vermoge der Formeln (4) eine Identitat der Form (24), in 
der die FunUion q nicht identiscli verschwindet , so sind die Funldionen 
Xj Pi 'oon einander unalohdngig ^ also definiren die Gleiclmngen (4) 
eine Beruhnmgstransformation der 2 m 4“ 1 Variaheln 0 . 

196. Aus der Definition der Beruhrungstransformationen folgt sofort: 
1st die Varidbelntransformation (4) eine BeruJirungstransformation, 
so ist anch die dazn inverse Transformation (5) eine Beriihrmgstrans- 
formation. 

Es roogen ferner die Grleichungen 

(26) s’ = Z' {s', xl . .p«); xl' = xt{s . .p,;); p/' = P/(/ . . j)„;) 

eine beliebige Beriilirungstransfonnation der 2jw-[- 1 Variabeln s' 
definiren. 

Dureb Elimination dieser Grofsen aus (4) und (26) erbalte man 
die Formeln 


(27) z ^{s, Xji ti(^) ■ • Prn)', Pi — ^i{s, . ■ Pni)- 

Vermoge der Pormebi (26) bestebt nun der Voraussetzung nacb 
eine Identitat der Form 

(28) M'—fl'ix" pi dxi^Q'{s - -pi) {ds'—pidxi pidxi). 

Indem man die Variabeln s' xip,' dureb ibre Ausdriicke (4) ersetzt, 
verwandle sicb das Produkt qq' in die Funktion 6{s,..p„{)- aus der 
Vergleicbung der Identitaten (24) (28) folgt jetzt sofort, dafs vermoge 
der Formeln (27) die Identitat; 

ds”~pi'dxi' pi dx'i =e{s,x^- -p^i) {ds —p^dx ,^ — • — pmdx„) 

bestebt, dafs also die Formeln (27) ebenfalls eine Berubrungstrans- 
formation definiren. Dieser Tbatsaehe geben wir dadurcb Ausdruck, 
dafs wir sagen; 
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^^Zwei BeriihnmgstransformaUonen des R,n+ i(^i •• hinter- 

einander ausgeiiht, tvieder eine JBeriilirungstransformation des 

197. Deiiten wir die 2m + 1 Variabeln . .p^ wie in Art. 176 
als Elementkoordinaten des so koniien wir das Wertsystem 

0 .. Pm, welches die Beriihrungstransformation (4) dem Flachenelement 

S,X^, , XmPi . . Pm 

zuordnet^ entweder gleichfalls als Koordinaten eines Flachenelements 
des Oder aber als Elementkoordinaten in einem andern Raum 

‘ • denten. Indem wir der letzteren Auffassungsweise 
den Vorzug geben, erkennen wir aus der Identitat (24) unmittelbar^ 
dafs jede Beriihrungstransformation (4) irgend zwei benachbarte^ ver- 
einigt liegende Flachenelemente des wiederum in zwei benacb- 

barte, vereinigt liegende Flachenelemente des JSJz+i uberfiihrt^ nnd dafs 
auch umgekehrt diese Eigenschaft fur die Berilbrungstransformationen 
charakteristisch ist. 

Ferner ergiebt sich ohne weiteres, dafs jedes s-gliedrige Glei- 
chmigensystem 

X-^ . . XmPx * • Pi'n) (J' 1 ^ 2 ^ . . 8 ) 

welches die Pfaff’sche Grleichung 

ds — p^dx^ — , — PmdXm = 0 
befriedigt^ yermoge (4) in ein s-gliedriges Grleichungensystem 

$/(/, X^ . . Xmj p^ . .pm) =0 (^ = 1 . . 5 ) 

iibergefiihrt wird^ welches die Pfaff’sche Gleichung 
dz — l\dx^ PmdXm = 0 

erfullt^ m. a. W,: dafs jede Element-Jfefv des vermoge (4) in eine 

Element- Jfr des insbesondere also jede Element des 1 

in eine Element-ifef^^ des J?m+i ubergefiihrt wird. 

Anm. Man zeigt auch umgekehrt leicht^), dafs eine Transformation 
( 4 ), die jede Element- wieder in eine solche verwandelt, eine Beruhrungs- 
transformation ist, dafs also die eben genannte Eigenschaft ftir die Be- 
riihrungstransformationen charakteristisch ist. 

Insbesondere folgt aus der Betrachtimg der Gleichiingen (10) (25) 
leicht die folgende Thatsache: 

Vermoge der Beriihrungstransformation (4), die durch Elimination 
der ki aus (10) (25) erhalten wird, verwandelt sich die Element-il/i;^^, 
deren Flachenelemente alle denselben Punkt 0 X 1 . . Xm enthalten, in eine 


1 ) Lie II p. 58. 
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des Raums i, die sich an eine gewisse m — g-fach 
ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit anschliefst; diese wird 

definirt durch die Grieichnngen (10)^ wenn darin . . Xm, als Konstante 
betrachtet werden, Ebenso gebt yermoge (4) jede Element-i!f„, des 
deren Plachenelemente alle denselben Rannipnnkt b'x . . x,a ent- 
halten, in eine Element- des Bm+i liber, deren ziigeborige Pnnkt- 
mannigfaltigkeit w — ^-fach ausgedebnt ist und durcb ( 10 ) dargestellt 
wird, wenn / . , x^ als Konstante gelten. Wir wollen diesen Sack- 
yerbalt kurz so ausdrucken: 

Die Berubrungstransformation (4) yerwandelt den Pnnkt ^x ^ . . x,,, 
in die durcb ( 10 ) deflnirte Punkt-fi ^_5 des ™d umgekebrt den 

Raumpunkt / . x^ des in die durcb ( 10 ) dargesteUte 

des Raums Rw-hi* 

Aus diesen Bemerkungen ergiebt sieb ftir die Bedingung, die wir in 
Art. 194 der Punktion (^(A^ . . Ag_|.i) auferlegten, eine einfacbe begrifilicbe 
Deutung.^) Offenbar liefern n§.mlicb die Eelationen (lO) (25) nur dann, 
aber aucb stets dann eine Transformation (4), wenn sicb aus ihnen die 
Variabeln i nicbt elinainiren lassen, d. b. wenn aus 

ibnen keine Relation der Form 

(29) ^(^, ‘ . jpm) == 0 

folgt. Damit also die Gleicbungen (10) wirklicb zu einer Beriibrungs- 
transformation (4) Anlafs geben, ist notwendig und hinreicbend, dafs die 
m ^ 1 -facb unendliob vielen Element-M^ des -Em-f-i) die sicb bez. an die 
m 4“ 1 -facb unendlicb yielen, durch (10) dargestellten Punktmannigfaltig- 
keiten 3 des -Bm+i anscbliefsen, nicbt alle einer und derselben Relation 

(29) gentgen, m. a. W. dafs die genamiten Elementvereine msam- 

mengenommen sdmtliche 00 ^”^+^ Fldchenelemente des Baums umfassen^ 

Ist diese Bedingung erfullt, so geniigen aucb alle diejenigen Element- 
M>r,i des 2 ?m 4 -i 7 die sicb bez, an die durch ( 10 ) definirten Punkt-|a^i_j^ des 
anscbliefsen, nicbt einer und derselben Gleichung 

^(/Xi . -i)^) = 0 , 

d. h.. die Variabeln s, . . Xm, Pt • - Pm, h ■ • ^ 2+1 lassen sicb ans (10) 
(25) nicbt eliminiren. 

198. Die Beriihrungstransfomationen des zerfallen nacb dem 
Vorigen in « -f- 1 versohiedene Kategorien, je naebdem die ZaH 2 + 1 
gleicb 1 , 2, .. m, m-\-l gewablt wird. Eine Transformation der 
ersten Kategorie verwandelt darnacb jeden Pnnkt des 

in eine im Em+i gelegene Flacbe 

(30) ■fi(^, a?! . . x„, /, ..»„) = 0 , 


1) Lie n p. 166 f. 
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praziser ausgedruckt: jedes Plachenelement des m dem der 

Punkt 0 . . Xm gehort, in ein Placlieneleinent 0 ' das sich an die 

Flache (30) anschliefst^ nnd umgekehrt^ jeden Punkt 0 . ,Xm des 1 
in eine Plache (30) des Raums Die Transformationen (4) der 

m + Kategorie entstehen aus einem m -f- 1-gliedrigen Gleickungen- 
systeme 

(31) ili{0X^ . . Xm,0Xl , ,Xw) =0 (^’ = 1 . . m + 1). 

Die Determinante (20) ist jetzt identisch mit dem Produkt der beiden 
Punktionaldeterminanten 


\0, , .Xm / \ / X^ , ,xin J 

Also lassen sick die Gleickmigen (31) sowokl nack 0 x^ . . Xm als 
auck nack / . . x^ auflosen und definiren also fiir sick genommen eine 
Punkttransformation 


(32) / = Z{0X^ . . Xm)] x,' = X (^, % • . ^m) (i = 1 . . m). 
Die iibrigen Gleickungen 

(33) p[ = Pi(0, x ^ . . XniPi ‘ -Pm) (i = l . .m) 


imserer Berukrungstransformation ergeben sick jetzt, indem man aus 
den m Relationen 




d 




+ \ 


dSl^ 


‘ m -\- 1 


’”*+^ dx. 


9^1 

dz 




9li, 


'm-f- 1 


{i=l . .m) 


'“+1 d z 


die m Verhaltnisse der h berechnet und die erbaltenen Werte in die 
Formeln 

dSi-i dSl^ 

*■ ^“+1 9/ 


substituirt, oder auck, indem man aus den linearen Gleickungen: 
dz -^1 92 ■■ 02 


M _ p ^ 


‘ dX; 


= — ^pi (i = 1 . . m) 


die Punktionen p, . . Pm berecknet. 

Eine Berukrungstransformation der Porm (32) (33) keifst eine 
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^jUneigeiitliclie^^ Beriilirungstransforination, oder eine ^^enveiterte FunJct- 
transform atwn^^. Wir sagen dementsprechend: Die Beriilirungstrans- 
formation (32) (33) entsteht ans der Punkttransformation (32) durch 
„Erweiterung^^. 

Im Gegensatz hierzu bezeichnet man die Berltbrnngstransformationen 
aller librigen m Kategorien als ^^eigentliche Berubrungstransformationen^^. 

199. Im Raiime B^ix^y), d, b. in der Ebene mit den cartesiscben 
Koordinaten x, y giebt es demnach zwei verscbiedene Arteii von Trans- 
formationen 

== Y(x, y, 2/'); y, /); = Y'{x, y, tj), 

vermoge deren eine Identitat der Form 

(^1 — y> y) (f^2/ — y(>‘^) 

stattfindefc. Jede Transformation der ersten Kategorie entsteht, indem 
man ein Gleichungensystem der Form 

dst 8a 

U{x,y,x^,yT) = Q, —yi~-g^'i ~ V ^ 

82/1 Ty 

nach anflost, Terwandelt also jeden Punkt xy der Ebene 

in eine gewisse Kurve = 0 der Ebene mit den cartesiscben Koordi- 
naten x^, i/j. Jede Transformation der zweiten Kategorie ist eine 
erweiterte Punkttransformation der Ebene B^-. 

Vi = r(ir, y)- = X{x, y ) ; y^ = • 

Im Eaume B^ixys) existiren drei Kategorien von Beruhrungstrans- 
formationen 


/ = Z^xygpqy, x=^ X(x . . q)- y'= T{x . .); /= P{x . .); q' = Q{x . .) 
d. h. von Transformationen, vermoge deren eine Identitat der Form 
d/ — p dx' — ^dy' “ Qi^ny^pq) idz — pdx — qdy) 


besteht. Die Transformationen der zwei ersten Kategorien sind bez. 
dureh Gleicbungensysteme der folgenden Form definirt 


( 1 ) 


■p = 


Sl{xyz, xy' z') = 

8a aa 

8a: oy 

dz dz 


■p 


~dx' 

"8/ 


dy 

8ja 

Jz' 
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[ x%Jz) = 0 = 0 


dSi, 

+ ^ 

8^ 



+ ^ 

8 St, 

dx 

dx 


dy 

by 


+ ^ 

IE' 

ds 

g 

8 SI, 
ds 


8 St, 
ds 

8Sii 

dx' 

4- ^ 

8x' 


8 St, 
dy'" 

+ 1 

8 St, 
dy’ 

8 SI, 

dz' 

+ ^ 

da' 

— 2 = 

d 

ds' 

-\-X 

dSt„ 

dz' 


Die Transformationen der 2*®^^ Kategorie verwandeln also jeden 
Punkt xyz in eine gewisse^ durch £1^=0^ = 0 deflnirte Ranm- 

kiirve des Ii^{x'y 0 \ und umgekehrt jeden Pnnkt x^j 0 in eine gewisse 
Raumkurve des 

200. Ans dem Biskerigen folgt, dafs vermoge einer Beriilirimgs- 
transfomation des zwar jede Element-iif;,^ wiederum in eine 

Element-Jf^^, aber nickt notwendig jede Element- ikP (vgl. Art. 177) 
wiederum in eine Element- tibergelien mufs. Man kann vielmebr 
sogar jede beliebige Element-ilf^ (r < m) des Raums durcb eine 

geeignete Berubrungstransformation in eine Element-Af^^ des Raums 
verwandeln, wie wir jetzt zeigen woUen. 

Wir setzen zu diesem Zwecke g[ = m — r, und versteben unter 
.am irgend eine Permutation der Indices 1, 2, . . m. Naeb Art. 175 
konnen dann die Definitionsgleicbungen einer immer in der Form 


0 — 

^txiPa, ■ ' SOa^Pa^ — 


■ J 


8W 

dW 


(84) 

^"1 “ dp„^ ’ ■ ■ ^“2 - 

dW 

/y\ —I m ^ . /y) _ 

8W 



®2+l 

dx 

“m 


vorausgesetzt werden. Wir betracbten nun 
formation (4) der m — q Kategorie, 
Relationen in 0 X^ . , Xm^' • • Xmi 

diejenige Berubrungstrans- 
welcbe aus den folgenden 


0 — 0 Xa^Xcx^ 4" ‘ ‘ Xu^l 

' 

II 

0 



Xa^ — Xa^ = 0 (5 = 2 + 1; g: + 2, . . m) 

nacb den Regeln des Art. 195 erbalten wird, Diese Berubrungstrans: 
formation bat sonacb die Form; 

0=0 n Xa^paj^ * * 

Xa^ = Xa^= ~ ’ ‘ ~ 

’ Pcc,j= + i = Pa,,^, 
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verwandelt also die Grleichungen (34) in die naclistehenden: 

3 "W" 

S = . . XaJ] K- ^ (* = 1 . . m) 

die in der Tiiat ein Element-ilf® des Raums darstellen. 

Wir fugen noch oKne Beweis folgende Bemerkungen hinzu: 

Jedes Gleichungensystem der Form 

S = F{X-^ . . Xrr ^ ; pi — (i = 1 • • ot ) 

verwandelt siek vennoge der Beruhrungstransformation (4) im All- 
gemeinen wieder in ein Gleickungensystem der analogen Form 

d. it. also: jede Element- wird durcli (4) im allgem einen wieder in 
eine Element-Jf^^ verwandelt. Dies isi. nnr dann nicht der Pall, wenn 
die Funktion F einer gewissen partiellen Differentialgleichung genugt, 
die im allg. von der zweiten Ordnung ist nnd nickt von jedem be- 
liebigen F erfizllt werden kann. 

Jede Beruhrungstransformation (4) hat demnach die Eigenschaft^ 
eine beliebige Flache z — F des wieder in eine Flache / = F' 

des Raums und zwei Plachen des die sich in einem 

Punkt beruhren, d. h. ein Flachenelement gemeinsam haben^ wieder in 
zwei sich beriihrende Plachen des-JR^+i iiberzufuhren, Diese Eigen- 
schaftj die uberdies fiir die betrachteten Transformationen charakteristisch 
ist^ rechtfertigt die Bezeichnung ,jBeruJirungstransformafion^'. 

201. Die bisherigen Entwickelnngen dieses § setzen uns in den 
Stand^ ftir die in reduzirter Form vorliegende Pfaff’sche Gleichung 

V = dB — —PmdXm — 0 

die allgemeinste reduzirte Form mit m + 1 Differentialelementen: 

m 

dZ{p^ , . Pm) F . . Pr))dJLs(^^} • • Pn) 0 

1 

durch blofse Differentiationen und Eliminationen zu ermitteln. Der 
Pfaff’sche Ausdruck V ist nun ein bedingungsloser Ausdruck in 2m4-l 
Variabeln^ und liegt bereits in der Normalform vor; es erhebt sich 
naturgemafs die Prage: welches ist die allgemeinste Wormalform von 
Vj m. a. W. wie erhalt man das allgemeinste System von Punktionen: 


1) Lie II p. 161. 
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(35) Z{z, X^ . * * P^') ('^ = 1 • • ^>0 

von der Besdiaffenheit^ dafs vermoge der Grleichungen 

(36) 0 == X'^ = . . Xy^ii, = JPi Pi • • Jpm Pm 

fiir jedes beliebige Wertsystem der Variabeln und ibrer Differen- 

tiale die Identitat 

d0 — — PmdXm = ds' —Pj^dx^ p'mdXm 

stattfindet? Die Funktionen (36) miissen naturlicb unabhangig sein, 
d. b. die Gileicbungen (36) miissen eine Beriibrnngstransformation des 
Pm + l definiren. Unser Problem kommt sonacb anf die Beantwortung 
folgender Prage binans: 

Welches ist die allgemeinste Beruhrungstransformation (36) mn der 
Eigenschaft, dafs die in der Identitat (24) auftretende Function q mit 
1 identisch wird? 

Anstatt diese letztere Bedingung in die Recbnung des Art. 194 
einznfiibren, konnen wir aucb folgendermafsen vorgeben. Es sei (36) 
eine Beriibrungstransformation der verlangten Art, nnd 

( 37 ) Wi{s, x^..Xm, Pi -Pm, d, Xn, Pi..pm) = 0 (i=l,2,..2m+l) 

ein mit (36) aquivalentes Grleicbungensystem, das also sowobl nacb 
den Variabeln 0XiPi als aucb nacb den Variabeln d x[ pi auflosbar ist. 
Dann bilden diese Gleicbungen ein 2m 1-gliedriges Integralaquivalent 
der Pfaff’scben Grleicbung: 

(38) 0 = + p^dx^ H \-PmdXm —pfdxf pLdx'm = 0 

worin g, pt^ x^ pi, Xt die 4m 1 unabb’angigen Variabeln bedeuten, 
und t statt d — 0 gescbrieben wurde. Ersetzen wir daber in (37) die 
Variabele 0 durcb ? + so mufs nacb Art. 188 die Grrofse 0 aus 
diesen Gfleicbungen von selbst berausfallen, d. b. die Relationen (37) 
konnen auf die Form 

X^ . . Xmy p^ . .pm^ oof . . X^pf . ^ p'm) = 0 (i = 1 . , 2m + 1) 

gebracbt werden, und miissen nacb den Variabeln 

& Pi * • 

und ebenso nacb den Variabeln 

% ^1 * ' Pi * • P^w 

auflosbar sein. Das allgemeinste 2 m -f- 1-gliedrige Integralaquivalent 
der Pfaff’scben Grleicbung (38) wird nun durcb Elimination der 2* aus 
einem Gleicbungensystem der Form 
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Xi . . Xm, xl . . a;«) = 0 (i = 1, 2, . . g + 1) 


da. 


+ 






'2 + 1 ZX; 


~~ da, 

+ ^*+1 ' 


da 


2+1 


dt 


da, 


+ \ 


da 


' 2+1 


'*+1 dx ! 


■pr 


da, 

^ijf + 


+ ^2 


da. 


' 2+1 


' 2+1 ds 


(i = 1 . . m) 


(7 = 1.. m) 


erhalten. Die notwendigen nnd liinreichendeii Bedingungen dafiir, dais 
die so entstehenden 2w + 1 Gleicliungeii in der verlangten Weise auf- 
losbar seien, folgen unmittelbar aus Art. 194, wenn man bedeukt, dafs 
gegenwartig 0 und d nur in der Verbindung % = s — s in den dlt 
vorkommen, und wir erbalten folgendes Tbeorem: 

GmUgt eine BerUJirungstransformation der Variabeln s, Xip,: 

/ = Z, x' = Xl, pi = Pi (7 = 1.. m) 

der Identitdt 


dd — Pi'dx,' p>mdx',„ = dz ~ p,dx, Pmdx,,,, 

so hat sie die Form 


(39) d = 0 i- TI(x, ..x„^,p,.. p„) 

Xl = Xi(x, . . X,nP, • • Pni)'i Pi P i(®i • • , Pi • • Pni) (7= 1 .. ?w), 

und umgeMirt. 

Die allgemeinste JBeruhrungstransformation der Form (39) wird er- 
halten, wenn man zu irgend g; -f- 1 ^ H" 1) Pelationen der Form 

£ii(t, x,..x„„ p,.. Pni) (7 = 1, 2, . . 2 + 1) 
diejenigen 2 m — g Gleichungen hinzufugt, die am dm Melationen 


Pi 


2 + 1 

I 


dx, ’ 


2+1 


■Pi 


da. 




2+1 

2-1 


da^ 


(i=l . .m) 


durch Elimination der X mtstehm, das so gewonnme 2 m 1-gliedrige 
GleicMngensystem nach g, x,' . . x'mPi • -pii auflost, und t, durch d ~ z 
ersetzt. 

Die gmannte Aufiosung ist dann und nur damn rmglich, wmn in 
der m-\- q-\- 2-reihigm Determinants: 
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w 

a ill 

a®/ 

a ill 

0 • 

• 0 

dt 


^^9+1 

0 • 

■ 0 

d^W 

c^W 

dtdx^' 

d^W 

aja*^ 

a ill 
W 

^^9 + 1 

■ H 

d^W 

8^W 

a^TT 

a ill 




2a:^a< 






^velche eine rationale, game, liomogene Funldion der Grofsen X, vom 
Grade m — g ist, niclit alle Koeffi^ienten der Potemeri and Potem- 
produUe der X vermoge des Belationensystems il, = 0 null sind. Die 
Gleidmngen (39) sind dann auch nach x^Pi . . Pm auflosbar. 

Wie in Art. 196 zeigt man, dafs die zu (39) inverse Transform 
mation ebenfalls der Her betraeHeten, besondern Kategorie von Be- 
riibrungstransformationen angebort, und dafs zwei verscbiedene Be- 
rubrungstransformationen vom Typus (39), binter einander ansgetibt, 
stets wieder eine Bertibrungstransformation vom Typus (39) liefern. 

Zu den Transformationen vom Typus (39) gebort u. a. die in 
Art. 200 benutzte. Es gibt, entsprecbend den m Werten der Zabl 
g, w “f* 1 verscbiedene Kategorien von Berubrungstransformationen (39). 

Die Transformationen vom Typus (39) besitzen die Eigenscbaft, 
dafs die Funktionen Xi, Pi von z unabbangig sind, m. a. W. dafs sie 
die Variabeln X -^ . . XmPi * - Pm fur sich transformiren. In Art 290 wer- 
den wir zeigen, dafs die allgemeinste Berubrungstransformation dieser 
Art die Form 

/ = -j- U(X^ • - Pm)] = Xi{x^ . . jp,^); pi = Pi{x^ . .prrl) 

besitzt, worin A eine nicbt verscbwindende Konstante bedeutet. Die 
allgemeinste derartige Transformation wird wie vorbin erbalten, wenn 
man unter g die Grofse / — Az verstebt. 

Durcb die Entwickelungen dieser Nr. ist gleicbzeitig die Aufgabe 
gelost, das allgemeinste System von Funktionen U, Z/, Pi der 2 m 
Yariabeln x ^ . . XmPi »*Pm bestimmen, welches einer Identitat der Form 

PldX-^ PmdXyri = — dU P-^dX-y -j- • • -f- P^dXm 

geniigt. 

202. Wir wollen jetzt diejenigen Berubrungstransformationen vom 
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Typus (39), fur die die Funktion U identisch null ist, ins Auge fassen. 
In dem Gleidraugensystem £1, = 0 ist jetzt die Relation ^ 0 ent- 

Ralten, d. li, eine der Funktionen ii,-, etwa ist mit ^ identisch, 

und die andern sind von g unabkangig. Indem wir diese Annahmen 
in die Forineln der vorigeu Nr. einfiibren, erbalten wir folgenden Satz; 
Die allgemeinste Transformation der 2?w Variabeln x;, p,: 

(40) x! = X,(x,x , . . x,nPi . .i^m); P>' = iPK*i • -i'm) (^ = 1 • ■ 

vermoge deren eine Identitat 

( 41 ) Pi^^i PntdXfti — ^ D^dX^ ‘ * D^dX/ffi 

hesteJit, wird erhalten, indem man irgmd eine Zalil q der Beilie 1 ..m 
md q leliMge Belationen der Form 

£l,{x^ . . Xm, xf ■■Xm) = 0 (i ~ 1 . . q) 

auswdUt, sodann diejenigen 2m — q Belationen hinsufugt, die durch 
'Elimination der 2, aus den Gleieliungen 

(42) Pi = iis 37' ; — Pi — ^ ^ 

1 4 1 ^ 

lierwrgehen, md die so gewonnenen 2m Gleiclmngen nach xf . . x,!,. 
pf . . Pm aufldsi Damit diese AufKsung m'oglich sei, ist nokvendig und 
Mnreichend, dafs in der gansrationalen Jiomogenen Fimldion m — 2 *®“ 
Grades mit den Variabeln 2,, die durch die Determinante 




0 • 

• 0 


"bxl 





dSl„ 

dSl^ 

0 • 

■ 0 


dx{ 

? 

( ^ ' 

0*TV 




05 

III 

dxfdx^ 


dx^ 

dx^ 


d^W 

d^W 

dSl^ 



dxfdx^ 






dargestdlt wird, nicU alle Koeff^iemtm vermoge des Bystems £li — 0 
verschwinden, und die Gleichwngen (40) sind dann von selbst auch nach 
Xj^. . Pm auflbslar. 

Erfiillen die Gleicbungen £li — 0 die im Satze genannte Bedingung, 
so konnen sie nach q von den Variabeln Xi und ebenso nach q von 
den Variabeln xl aufgelost -werden. 
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TJnser Satz hatte sich auch. oline Bezugnatme auf die Resultate 
des Art. 201 dureh Aufsucliung aller 2 M 2 -gliedrigen Integralaquivalente 
der Pfaff’schen Gleiehung 

+ • • -\-pmdXm — Pi dx^ pLdXm = 0 

beweisen lassen. 

Eine Transformation (40), die der Identitat (41) gentigt, beifst 
eine Jiomogene JBerulirungstransformaUon“ der Variabeln x^ . . oc^Pi . • pm 
oder des Ranms limix^x^ . , Xr^. Deutet man die x^p^ als bomogene 
Element-Koordinaten dieses’ Ranms (Art. 182) nnd die Grofsen x( ,.xin 
Pi Pm als bomogene Elementkoordinaten eines Raums Bji^^ixi , , 
so zeigt die Identitat 

SpidXi = Ep[dx[ 

nnmittelbar, dafs jede bomogene Beriibrnngstransformation des Bm 
irgend zwei benachbarte vereinigt liegende Placbenelemente des Bm 
in zwei ebensolche Elemente des 7?^, also aucb jede Element-Jf^ des 
B,n in eine Element-ilf^ des Bm iiberfubrt. 

Bs giebt, den Annabmen g= 1,2, ..m entsprecbend, m verscbie- 
dene Kategorien von bomogenen Beriibrungstransformationen des Bm> 
Die zn einer bomogenen Beriibrnngstransformation inverse ist wieder 
eine bomogene Bernbrungstraiisformation; zwei bomogene Berubrniigs- 
transformationen liefern, bintereinander ausgeiibt, stets wieder eine bo- 
mogene Bertibrungstransformation. 

Ans den Gleicbnngen (42) ergeben sicb fiir die U Ansdriicke, die 
in den pi ganz, linear, nnd bomogen 1. Ordnnng sind. Man scbliefst 
darans leicbt, dafs die Pnnktionen X* nnr von den Verbaltnissen der 
Variabeln Pi • •Pn abbangen, wabrend die P, in . . pm bomogen erster 
Ordnnng werden. Also folgt: 

Er fallen 2 m FmUionen X*, P,- der Vmiabeln Xi..Xmj Pi- -Pm 
die Identitat 

PldXi-\ 1- PmdXm = PidXi b PmdXmj 

so sind sie von einander imdblidngig, und die Xi sind in den pi homogen 
nullter^ die P; homogen erster Ordnnng^ d. h. man hat identisch 



203. Es sei 

(43) / = Xi ..pm)] X[ = Xi(s . . Prf ) ; p! = P/(^ . . pn) 

eine Berubrnngstransformatibn der 2m -j- 1 Variabeln x^p^y d. h. man 
babe eine Identitat 

V, We Ibex, Das Pfaffsc'h.e ProWem, 


18 
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(^44) dZ zrrz Pi • • Prn) Pidx^ j 

schreiben wir dann 

Pi — 7 


(i = 1 . . ^3^) 


P( — : 

SO bestebt vermoge der Formein: 



-21 



^m+l’ 


• ^ 

-2i 

-2m' 

*^my 

^m+1 


^171 -J- 1 




I ^m\ 

T. { - Si - 

g^+t" g.,+1 
-2i -9'm^ 

(i = 1 . . m) 




die Identitat 

(47) q^'dx^' H 1- qm+idx^,+i = q^dx^ -j \- q,u+idx,„+i, 

worin die durch ihre Ausdriicke (46) zn ersetzen und die Differen- 
tiale dx,' auf samtliche 2m 4- 2 Variable 

(48) X-^ . . • • S'm+i 

zn bezieheu sind. In der That verifizirt man leicbt, dafs die Gleichungen 

,3 a!/ ,3 a:/ 

— ^'5 (z=l..w + l) 

vermoge der Formein (46) nnd mit Rucksicbt anf die ans (44) folgem 
den Beziebimgen 

de 2li^' di dx. ^ 3a:; 

dp, Z dp, - ^ 

identisch stattfinden. Die Grleiclmngen (46) definiren sonacb eine 
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homogene Beriihrungstransformation der 2 m ~|- 2 Variabeln (48); welch’ 
letztere als homogene Elementkoordinaten des Raums 
zn befcrachten sind. Auf diese Weise lafst sich also jede beliebige 
Beriihrungstransformation (43) in eine homogene umsetzen. 

Es werde nun umgekehrt durch die Eormeln 


{4Q)x[= 2/= C(^l"2m+l) (* = 1..W + 1) 


eine homogene Beriihrungstransformation der 2 m -j- 2 Variaheln (48) 
definirt; dann besteht Termoge (49) die Identitat (47). Wir dividiren 
diese Identitat durch ^m+i und heachten, dafs nach dem Schlufssatz 
des vorigen Artikels die Funktionen 


1 

ffm+l 




Qi 

^m+l’ 


(i = 1 . . m) 


die gi nur in den Verbindun^en • — — enthalten konnen. Im 

dem wir also die in den Gleichungen (45) rechts stehenden Grofsen 
durch die links stehenden ersetzen, konnen wir schreiben 


^m-^l 


Q (0^ . . Xru ; 


Pi • • 1^/w) 


Q 


Q. 

— ^ = — P/(-^; . . CCm} Pi ‘ . Pm) 
m+1 

Yi zizz IK.t(0j . . Xrri) Pi • • Pm) 


wodurch sich die Identitat (47) in (44) verwandelt. Solcherweise lafst 
sich also auch umgekehrt jede homogene Beriihungstransformation des 
in eine Beriihrungstransformation der Gestalt (43) umsetzen. 


§ 2. Aqnivalente Wormalformen. 

204. Die Entwickelungen des vorigen § enthalten die vollstandige 
Losung der folgenden 3 Aufgaben: 

1) Piir eine in reduzirter Form vorliegende Pfaff’sche Gleichung 
mit 2 m 4" 1 Veranderlichen 

d0 — p^dx-^ — PmdXrrt — 0 

vom Range 2 m -j- 2 die allgemeinste reduzirte Form 


dd — p^dx^ pLdXm = 0 


abzuleiten; 

2) fiir einen bediiigungslosen Ausdmclc in 2 m 1 Veranderlichen 


d0 — p^dxi — • — PmdXm, 
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, die allgemeinste Normalform 

(Is — —Pmdxm 

, anzugeben; 

3) fiir einen bedingungslosen AusdrucTc in 2m Verandeiiicben 

2)ldXi -j- ■ ' PnidXm 

( die allgemeinste Normalform 

2)^'dxi + ' • + Pmdx,l, 

, zu ermitteln. 

Mit Hulfe des Grassmann’seben Theorems (Art. 118, 168) and 
( des Fundaraentaltbeorems (Art. 167) gelingt es nunmehr leicht, die 
j analogen Aufgaben fiir eine beliebige Pfaifsche Gleiehimg: 

n 

( (1) A = ^ a, . . Xn) dXi ~ 0 

1 

] bezw. fiir einen beliebigen Pfaff’scben Ausdruck z/ zu erledigen. 

205. Bs sei = 2A der Rang der Gleicbung (1) und: 

— TC^dl^ 7Cx-id^x-i = 0 


j irgend eine bestimmte reduzirte Form dieser Gleicliiing. Dann konnen 
^ wir nacli Art. 16<S, ohne die Allgemeinlaeit zu beschranken^ annelimen, 
( dafs die Funktionen 

( (2) §15 * * — 1 7 % • • 1 

} hinsicbtlich . . x^z--.i nnabhangig seien. 1st jetzt: 

( (3) - 7t'd^' dU-i = 0 

^ eine beliebige andere reduzirte Form derselben Gleicbung (1), so be- 
g stebt eine Identitat der Form 

( (4) (o{dl' — dl^ — zx^idh-^i^ 

^ worin co eine gewisse Funktion von x-^, ,Xn bedeutet. Die Funktionen 
^ cj, 1/ lassen sicb nun zufolge der Unabbangigkeit der Funktionen 
^ (2) folgendermafsen darstellen: 


(( 5 ) 


C3 = il (t, . . ii-i, Xn, • . x„) 

r = 2 (f, jTi . . jcx-i, iCaz, . . «„) 


Xn) 

X^. 


j Schreiben wir nun xi statt — (a®/, so erkennen wir aus (4) unmittel- 
\ bar, dafs die Eelationen 
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(6) 03 = ^^, r = Z; 1/ = ^; = — (^: = 1,..A-1) 

ein 2;i-gliedriges Integralaquivalent der Pfaff’schen Gleichung 

— Tti^idli^x — codt— '^Idll Ki^idli^x = 0 

darstellen mussen, wenn darin alle 4A — 1 Grofsen tCi, to, 
sowie x^x^i * . Xn als unabhangige Variable betrachtet werden. 
Ans Art. 188 schliefsen wir jetzt sofort, dafs die recbteii Seiten der 
Gleichungen (6) und (5) die Yariabeln X 2 X . . Xn nicht explicite eiit- 
balten konnen. Diese Thatsacbe folgt aiicb unmittelbar darans, dafs 
nach Art. 132 die Funktionen (2) ein System von nnabkangigen Inte- 
gralen eines gewissen zu z/ gehorigen vollstandigen Systems darstellen, 
und dafs auck samtlicbe Funktionen ra, g', jr/, |/ diesem System ge- 
niigen mussen, also durch die Funktionen (2) in der Form 

S' = z (?, 3fi . . Jtx-i) 

( 6 ) ' = s, . . Ttx^i) {i = l ..X — 1) 

— 1; • * ^x — i) 

ausdriickbar sind. Diese Gleiebungen definiren somit eine Beriihrungs- 
transformation der 2 A — 1 Variabeln (2). Umgekebrt, ist letzteres 
der Fall, so besitzt die Pfaff’scbe Gleichung ^ = 0 die reduzirte Form 
(3). Damit ist bewiesen; 

Ist eine Pfaff’scbe Gleicbung J — Q vom Range 2 A auf eine re- 
duzirte Form 

Ttx-idlx-i = 0 

gebracbt, so erbalt man die allgemeinste reduzirte Form 

d^ — «ld%l xi^idix-i = 0 

dadurcb, dafs man auf die 2 A — 1 Variabeln eine beliebige 

Beriibrungstransformation (6) ausubt. 

Als Xorollar folgt bieraus: 

Stellen die Gleicbungen 

^ = const., = const., . . ^x-i~ const. 

irgend ein voUstandiges Integralaquivalent einer Gleichung ^ — 0 
vom Range 2 A dar (Art. 189), so hat das allgemeinste vollstandige 
Integralaquivalent die Form 

Z(?,|i..|i_i,n;i..rti_i)= const. S,{t,..7Cx-i) = const (i=l,..A — 1). 
Dabei sind die Funktionen aus der Identitat 

J = ^(dt — %x-idlx-^ 

durch Auflosung eines linearen Gleichungensystems zu bestimmen, und 
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die Funttionen !e!i sind so zu wahlen^ dafs sie mit gewissen I — 1 
andern Punktioneii IIi zusammen die recliten Seiten einer Beruhrungs- 
transformation ( 6 ) bilden. 

206. Durch ganz analoge Betracbtungen ergeben sich noch die 
folgenden beiden Satze: 

Hat man einen Pfaff'schen Ausdruck z/ mit der Klasse % — 2A — 1 
auf eine Hormalform 

rZg — 

gebracbtj so erbalt man jede andere Normalform 
d^' ~ 

desselben, indem man die 2l — 1 Variabeln Ttf^ einer Berubnings- 
transformation von der besondern Form 

= ? + *^(11 • • i ) 

• • iz — ij * • ^z — 1)5 • * ^Z— -l') 

unterwirft. 

Ebenso wird aus einer speziellen Normalform 

(7) Ji^z^lz 

eines Pfaff’scben Ausdrncks J mit der Klasse 2 A die allgemeinste 

(8) + * • “h 

dadurcb erbalten, dafs man auf die 2 A Variabeln Tti^i eine beliebige 
bomogene Bertihrungstransformation 

(9) 1 ; = Tt! = . . Iz, . . TCz) 

ansiibt. 

207. Urn nocb. mit ein paar Worten auf die funktionentheoretiscbe 
Bescbafifenbeit der verscbiedenen Normalformen von z/ einzugeben^ 
nebmen wir im Falle % = 2X an, dafs die Normalform (7) den Be- 
dingnngen des Art. 167 gentigt, d, b. dafs an einer gewissen Stelle . . Xn^ 
alle TCiy li regular sind, und ibre naeb . . Xn genommene Funktional- 
determinante daselbst nicbt verscbwindet. Es seien jr,-, \i die konstanten 
Werte, welcbe die Funktionen Tti^ It an jener Stelle annebmen. Wablt 
man dann die bomogene Beriibrungstransformation ( 9 ) so, dafs ibre 
recbten Seiten an der Stelle I*, S’,* regular sind und ibre nacb 

,7ti genommene Funktionaldeterminante daselbst nicbt null ist, so 
werden die Funktionen I/, Art. 38, 6 ) an der Stelle x ^^ . . 

ebenfalls regular sein, und ibre nacb x^ . . x^x genommene FunktionaF 
determinants wird daselbst niebt verscbwinden. 

Dafs man die Beriibrungstransformation (9) wirklicb in der an- 
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gegebenen Weise wablen kann, sieht man so ein. Es seien ®/, 

Pi . . pj irgend welcbe Konstante. Man wahle nun X) Relationen 

(10) a,(li . . I,, li' . . l{) = 0 (* = 1 . . g) 


derart, dais die £li an der Stelle i-l • • h! I'ogular sind und 

verscliwinden, dafs ferner die Relationen 







Qs 


dsi, 

h; 


(7=1, 2, ..A) 


durcb das Wertsjstem 

(^1 7ti = 7ti j 5 5 5 1 . . A 5 5 = 1 . . 

erMlt werden^ und dafs endlich die Determinante 


d 

W 


8£lj^ 

W 


0 •• 0 


3i/ 


dsi^ 

n{ 


0 •• 0 


d^W d^W 

9ii'aii ■■ ai/aii " Ji; 


8^W d^W 

aii'ai, ■■ ai/ai, ai, ■’ ai, 


fur das Wertsystem (11) nicb.t null ist. Sind die SI; so gewablt, dann 
(und nur dann) besitzt die homogene Beriihrungstransformation (9), 
die aus den Relationen (10) nach der Regel des Art. 202 abgeleitet 
wird, die geforderten Eigenschaften. 

Besitzt ein z/, das den Bedingungen des Palles x = 2l (Art. 97) 
geniigt, zwei Normalformen (7) (8) derart, dafs eine Stelle existirt, an 
der samtliche 4 A Eunktionen regular sind, so giebt es nach 

Art. 38, 3) auch immer eine SteUe a^i® . . ic,®, an der diese Eunktionen 
ebenfalls regular sind und die beiden Eunktionaldeterminanten 

/nTi . . Will . . Iz \ . . nx 1/ . . \ 

Vaji . . . . X2X‘'’ V*i . . • ■ 0S2xX 

nieht verschwinden’, und man kann dann von der einen Normalform 
zur andern dutch eine homogene Beruhrungstransformation (9) uber- 
gehen. 

Der zweite Satz des Art. 206 gilt streng genommen nur dann, 
wenn man sich auf die Betrachtung solcher Normalformen (7) (8) be- 
schrankt, welche der soeben formulirten Bedingung gentigen, 
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Ganz ahnliehe Uberlegungen, wie wir sie in dieser Nr. fiir den 
Fall jc — 2A angestellt Faben, greifen natarlicb aucb bei ungeradem % 
Platz, und dementsprecbend unterliegt aucb der erste Satz des vorigen 
Art. sowie das Theorem des Art. 205 analogen Einschrankungen. 

208. Wenn zwei Pfaff’sche Gleichungen in je n Veranderlichen 

n 

J ^ (*1^2 • • == 0 

1 

n 

J' = li {x{x^ . . Xn) dx[ = 0 
1 

denselben Rang 'ic^ — 2X besitzen, so siiid sie nach Art. 120 aqui valent^ 
d. b. es giebt stets eine Variabelntransformation 

(12) xl = cp,{x^ . .Xj,) (i = 1 . . n) 
yermoge deren eine Identitat der Form 

(13) Z/'= p(x^X2 . .Xn) • ^ 
stattfindet. 

Die Frage nach. der allgemeinsten Transformation (12) dieser Art 
eiiedigt sich nunmehr ohne weiteres. 

Ans unseren Voranssetzungen folgt^ dais die beiden Pfaff’schen 
Gleichungen J = J' == 0 auf die folgenden reduzirten Formen ge- 
bracht werden konnen: 

x—i x—x 

(14) (15) 

X 1 

und zwar diirfen wir annehmenj dafs die Funktionen hinsichtlich 
x^x^^ . . Xn-,x iind die Funktionen hinsichtlich x^x^ . . Xn-i 

unabh'angig seien. Dann lafst sich jede beliebige Variabelntransformation 
(12) in der Form schreiben: 

ti ^(S) ix • ' — Ij — 1; X%X . . Xn^ 

(16) h: = S(?, I, . . ^,0; lx--Q (i = 1 . . A — 1) 

,Xs == As(^^ . . 7ti — ly X2X • • ^%) (s === 2 /ly 2 ^ “I” 1 . . fi) 

wobei die rechten Seiten hinsichtKch der n in ihnen enthaltenen Grofsen 
unabhangig sind. Dmgekehrt liefert jedes Gleichungensystem dieser 
Art, indem man darin die durch ihre Ausdriicke in 

den X und x' ersetzt, durch Auflosnng nach x/ . . Xn eine Variabeln- 
transformation (12), 
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Soli nun vermoge (16) die Identitat (13) bestehen^ so bat man 
aucb eine Identitat der Form 

(17) d^—ic^dl^ %x^id^i^i). 

Nacb Art. 205 mussen also die 21 — 1 Funktionen Si, U, 
von den Variabeln x^i , ,Xn explicite unabbangig sein, und die recbten 
Seiten einer Berubrangstransformation in den 2X — 1 Veranderlicben 
lliTCi darstellen. 

Umgekebrt^ sind diese Bedingungen erfiillt^ so bestebt vermoge 
(16) eine Identitat der Form (17), also geniigt aucb die aus (16) ber- 
vorgebende Yariabelntransformation (12) einer Identitat (13), und es 
folgt das Theorem: 

Sind met Ffaff'sche Gleichungm 

A = Saidx, = 0; z/' — Sa^dxl — 0 
dgiiwalentj so wird die allgemeinste Varidbelntransformation 
x^l = 9 P /(%^2 • • (i = l . , n\ 

ivelche die eine der ieiden GleicJmngen in die andere iiberfiihrt, vermoge 
deren also eine Identitat der Form z/' = pz/ stattfindet, in folgender 
Weise erJialten. 

Man hinge die Ieiden Ffaff'sclmi Gleichmgen auf je eine re- 
dmirte Form 

di; — it^dl^ Ux^-idh-i^O] d^—%^dll dlx--i=^0 

imd nehne, um die Ideen m fixirenj any dafs die Funlctionen %%iii 
liinsicMlicli x ^ . . und die FunUionen liinsichtlich x^ , . xii^x 

imahhangig seien. Wdhlt man dann eine beliehige Berillirungstransformation 
der Variabeln deren rechte Seiten mit Zy Ilfy bemclinet seien, 

ferner n — 22 + 1 willhurliche Funldionen 

^s(t} — 1? X^X • ' (^ 2l, . , 7'?') 

die liinsichtlich der Variabeln x^x • • Xn von einander unabhdngig sindy 

so entsteht eine Transformation (12) der geforderten Eigenschafty wenn 
man in den Belationen 

r = Z; |/= IS^-y Ttl^n^y X (i = 1 . . A - 1; a = 2A, . . n) 

die FunUionen 5' . . durch ihre Ausdriicke in xf . . xf, be 0 W, x^ . , Xn 
erseUty und die so erhalfenen Gleichungen nach xf . . xf auflost; jede 
Transformation (12) der genannten Art Icann in dieser Weise erhalten 
werden, 

Kacb dem Theorem der Nr. 205 lafst sicb dieses Resultat kiirzer 
so aussprecben: 
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Sind die leiden Pfaff’sclicn Gleiclnmgen ^ — 0, ^ =0 aquivalcnt, 
so erhalt man die allgemehiste Transformation, die die cine QlekUmg 
in die andere iibofnhrt, indan man unter (15) eine bestinimte reduzirte 
Form von J' = 0, unter (14) dagegen eine ieliebige reduzirte Form 
von /] = i) verstelit, und zu den Gleiehuivgen 

(18) t' = I/; (i = 1 . . A - 1) 

noch n — 2 1 1 heliebige ivcitere GleicJmngen von der Beschaffenheit 
hinzitfiigt, dafs das entstelieivde n-gliedri.ge Gleichimgensgstem sowolil nach 
als aiich nach xf . . xf auflosbar ist. 

Im Falle m = 2A — 1 liefem die Gleicliiingen (18) fiir sich schon 
die allgemeinste Transformation der verlangten Eigenschaffc. 

209. Aus den Satzen der Nr. 206 ergeben sich dnrch ganz ahn- 
liche Betrachtungen noch die folgenden Satze: 

Sind zivei Ffaff’sche Ausdriicke 

A = Sat dx , ; J ^ Zaf dx[ 

dquivalent, d. k hesitzen sic dieselbe Klasse %, so wird die allgemeinste 
YariaJbelntransformation 

X,' = . .Xn) (i = 1 . . n) 

^celche A in A' iiberfiihrt, d. k also der Identitdt A ^ A' geniigf, in 
fol^endcr Weise erhalten: 

Xst X — 22, so hestimme man eine Normalform 

rcfd^f H" ■ ■ "f" d^i 
des Ausdruchs A'; ist dann 

n^id^i Tfid^x 

eine beliebige Normalform von A, so fiige man zu den Gleichungen 

ff/ — nr, 1/ = li {i=l ..X) 

noch n — x ivdtere Gleichungen in x,^ . . x^xf . . xf hinzu, derart, dafs 
die so entstehcnden n Gleichungen sowohl nach x^ ■ ■ Xn als auch nach 
xf . . xf auflosbar sind. 

Im Falle x = 22 — 1 reduzire man A' auf eine Normalform 
dt' — ref dlf z(i-i dli-i , 

verstehe unter 

dt — 7Ci-i d’^i-i 

eine beliebige Normalform von A, und ergdnze das Gleichungensystem 
t=t, ref = xi, If = (*■ = 1, 2, . . 2 — 1) 
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dwell n — X heliebige Gleichiingen in . XnX^\ . x^, derart^ dafs das 
geivonnene n-gliedrige Gleichungensystem die Anflming sowoM nacJi 
x^ . ,Xn als aucli nacli xl . . gestattet, 

Bs yersteht sich von selbst^ dafs diese Satze auch riebtig bleiben, 
wenn man die gestricbenen Grrofsen mit den ungestricbenen vertansebt. 

210. Bin Spezialfall der Aquivalenz ergiebt sicb, wenn der Ans- 
druck A' dadiircb entstebt, dafs man in A die Variabeln Xi durcb Xi 
ersetzt, wenn also A' die Form bat 

n 

z/'= ai{x^'x^' . . Xn)dx,\ 

1 

Unter dieser Voraussetznng sind natnrlicb sowobl die Grleicbungen 
A = 0, als aucb die Ausdriicke z/' aquivalent. Bestebt 

dann vermoge der Variabelntransformation (12) eine Identitat der Form 

^ai(x^'x^\ . Xn)dXi'= q(x^, . Xn) • . . Xn)dx,] 

so sagen wir: Die Transformation (12) ,/ilbrt die Grleicbnng z/ = 0 
in sich oder: „sie lafst die Grleicbnng z/ = 0 ungednderf (^^in- 

variant^^), oder endlicb, ,^die Grleicbnng z/ = 0 gestattet die Trans- 
formation (12)^^ Bbenso sagen wir, falls vermoge (12) die Identitat 

* . Xa)djx[ = ^ai(x^ • . Xn)dXi 

stattfindet, die Transformation (12) „fnbrt den Ansdruck z/ in sich 
iibe/^ etc. 

Ans den Resnltaten der Art. 208 nnd 209 fliefsen jetzt unmittel- 
bar folgende Satze: 

Besitzt eine Pfaff’sebe Grleicbnng z/ = 0 den Rang x^ = 2X nnd 
infolgedessen eine rednzirte Form 

i—x 

d^{x ^ . . X,) — ^ . . Xn)dl,{x^ ..«„)== 0 
1 

nnd sind Z, iTi die reebten Seiten irgend einer Beriibrangstrans- 
formation in den 21 — 1 Variabeln so ergiebt 

sicb die allgemeinste Variabelntransformation, welcbe die Pfaff’sebe 
Gleicbnng z/ = 0 invariant lafst, indem man die Grleicbnngen 

t (*/ . . Xn) = Z (g, . . ix-1, ■ ■ n-l) 

.. ®-)| 

^Xj^ . . x^) = . . JTl-l) j ^ 

Sls(x^ . . Xn) X-[ . . Xn) = 0 (s = 1, 2, . . W 2A + 1) 
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iiach . . x/ oder nacli . . x^i auflost Die £1^ sind dabei beliebig^ 
iincl n\ir so zu wMen, dafs die genannte Auflosnng moglicb ist. 

Jede Variabelntransforination, die einen Pfaflf’schen Ausdriick J 
der Iflasse % = 2X in sich uberfiihrt; entstelit ans einem Grleichungen- 
system der Form 


(19) 

(IW-- 

1 7C, (x,^ . . 

.r;) = ,5',(^,. 
,r/) = 71, -di . 

■ h., % ■ 
- Ia, ■ 


...A) 



/yt /y> /y» 

0 = 0 

(s=l,2j,.n- 

-2 A). 


Dabei bedentet + • • + eine bestimmte N’ormalform von 

z/; die S;, Hi sind die rechten Seiten einer bomogenen Beriihrungs- 
transtormation in den 21 Variabeln jr,-; die £1^ sind so zn wablen, 
dafs die Gleicbungen (19) nacb x^, .Xn und auch nacb x-^ , . x^ auf- 
losbar werden. 

Endlich erlialt man jede Variabeln transformation^ die einen 
Pfaff’schen Ausdrnck z/ der Klasse %~2X — 1 in sich hberfiihrt, 
ans einem ; sowohl nach x^ . , Xn als auch nach den x' auflosbaren 
Gleichungensystem der Form: 

J , , Xfi') = ^(^1 ‘ - ^/i) “f“ U(^i . . I;.— ij . . 7r2_i) 

. x,i ) = (1^ . . 1^—1 j 7t^ . . ^i—i) I 

/ ' rrrt N f (^ = 2, . . A — 1) 

. . Xn, xl . . x{) = 0 (s = 1,2, . .n — 2X -j- 1) 
wenn unter 

dt — 7tx-idix-i 

eine bestimmte Normalform Ton z/ verstanden wird, und wenn die 
For mein 

r = g + Z7(|, xt)- = Is;,, n[ = ni 1 . . A - 1) 

eine Bertibrungstransformation der 2X — 1 Variabeln t,l!XCi definiren 
(Art. 201). 
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Kapitel IX. 

Die explicite Reduktionsmetliode. 

§ 1. Methode von Frobenius. 

211. Das wesentlicliste Ergebnis der Grassmami’schen Theorie 
(Art. 118, 119) lafst sich in folgende beide Satze zusammenfassen : 

1) Kami eiu Pfaff’scber Ausdruck /I auf eine Form mit I Differential- 
elementen 

( 1 ) j=F,df, + F,df, + • • + mi 

gebracbt werdeii, woriii . . fi unabbaugige Fmiktionen von x^. 
bedeuten, so ist die Iiivariaiite d. b. der Rang der zu J geborigen 
Matrix (B) (Art. 96) bochstens gleicb 21, 

2) Ist die Invariante = 2 X, so kann ^ anf eine Form (1) mit 
I == I DifFerentialelementen gebracbt werden. 

Die Entwickelungen der Art. 71 — 80 setzen uns nun in den Stand, 
diese Satze in einfacbster Weise direkt zu begriinden. 

In der That, soli eine Identitat der Form (1) besteben, worin die 
f, unabbangig sind, so mtissen die Gleicbungen 

(2) ^ = 0, j~dx, = 0 = .1 — 1) 


ein Z-gliedriges, unbescbrankt integrables System totaler Differential- 
gleicbungen darstellen. Umgekebrt, ist dies der Fall, so besitzen die 
Gleicbungen (2) aufser den integrabeln Kombinationen df ^ .. dfi^i nocb 
eine weitere, die mit dfi bezeicbnet sei, und es existirt fiir J wirklicb 
eine Darstellung (1) (Art. 74). 


Darnacb erbebt sicb die Frage: Wie mtissen die Funktionen 
. .fi-i bestimmt werden, damit die Pfaff’scben Gleicbungen (2) 
unbescbrankt integrabel seien? 

Dm diese Frage zu beantworten, baben wir nacb Art. 80 nur aiis- 
zudriicken, dafs gewisse I Matrices den Rang 21 besitzen. Setzen wir 


= so ist die erste dieser Matrices, die wir mit (J?/_i) be- 
zeicbnen, die folgende: 
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0 

^12 

- • dlyi 


fa 

. . f 1^1,1 

^21 

0 


% 

fn 

• • /] — 1 , 2 

Clfi 1 

dn 2 

0 

Clyi 

fin 

* • fl — l,n 

% 

— a^ 


0 

0 , 

. . 0 

fa 

/ l 2 

. • fin 

0 

0 , 

. . 0 


/ j - 1,2 


0 

0 

. . 0 


die ulbrigeii I ■ 


. 1 Matrices sind wegen ^ 

entstehen aus (Bi-i), indem man darin die durch Null ersetzt, 
besitzen also an sicb schon den Eang 21, wenn wir annebmen, dafs in 
der Matrix 


___ 


alle identiscb, und 






( 3 ) 

fa 

fl2 

. • fin 


f 1-1,1 

f— 1, 2 

■ • fl-l,n 


nicbt alle J-reiMgen Determinanten verscbwinden, dafs also die 6lei- 
cbungen (2) wirklicb ein Z-gliedriges Gleichungensysiem bilden. Dann 
folgt aach, dafs der Eang der Matrix (Bi—i) nicht kleiner als 21 
sein kann. 

Die notwendige und Mnreieh&nde Bedingung dafur, dafs der Bfaff’sclie 
Ausdrueh A als lineare Kmnhination der Differentiale von I unahliangigetz 
FunMionen fi-.fi darstellbar sei, ist das Verschivinden aller 2Z -|- 2- 
rdJdgen Sauptunterdeterminanten in der sehiefsymmetrischen Matrix (Bi-A)- 

Da die Matrix (B) aus {Bi—f) dureh Streicbung der letzten I — 1 
Zeilen und Spalten entsteht, so ist klar, dafs der Eang Ton (Bi—f) 
nicht kleiner sein kann als die Invariante Tvorait der erste der an 
die Spitze gestellten Satze bereits bewiesen ist. 

212. Wir bezeicbnen jetzt mit (Bf) die Matrix, die aus (Bt-^f) 
entstebt, indem man darin den Index I — 1 durcb v ersetzt; wir 
scbreiben (Bf) in der leicbt verstandlicben, abgekurzten Form: 



diJc 

at 

fhi 


— ajc 

0 

0 


fhk 

0 

0 


{i,h = 1 . . n- ^ = 1, 2, . . v). 


Die Matrix {Bf) ist darnacb « + + 1 -zeilig, und ent- 

stebt aus (Bf) durcb Streicbung der letzten Zeile und Spalte; (Bf) ist 
mit (B) identiscb. 

Dann gilt die folgende Thatsache: 
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1st 'ii^ = 2X der Bang der Matrix ferner v ein Index der 
Beihe 1^2 .. X, imd hat man v — 1 undblidngige Fnnktionen / 1/2 • • fv-i 
bereits derartig bestimmtj dafs 2X der Bang der Matrix ist, so 

existirt eine von . .fy^i unabhdngige Funldion fv von der JBescha^ffen- 
heitj dafs aitch die Matrix (Bf) den Bang 2X besiUt 

Wir nelimen die Voraussetzung dieses Satzes als erfiillt an. Damit 
dann auch (Bf) den Rang 2X besitzej mufs dasselbe fur diejenige 
Matrix der Fall sein^ die aus (Bf) durch Weglassung der letzten Spalte 
entsteht und mit (Bf) bezeicbnet werden moge. Umgekebrt, besitzt 
{Bf) den Rang 2X, bo gilt dasselbe fiir (Br) (Art. 10^ 25). Nunmebr 
betrachten wir die folgenden n v linearen bomogenen Gleicbungen 


mit den TJnbekannten * • Iw+r— i- 


(4) 

n V — 1 

"1“ ^n+hfhf — 0 (i = 1 

1 1 

. . n) 

(5) 

n 

'^hak =0 

1 


(6) 

n 

SUk =0 (i = i, 

1 

, . V — 1). 


Die Matrix dieses Gleicbungensystems ist (B^-i), 

ibr Rang also 

2A; 

unsere Gleicbungen besitzen mitbin genau n + ^ 

1 / — 2;i linear 


unabhangige Losungensysteme 

(7) I W . . I W, I W, {s^l,2,..n-\-v-2l) 

WO die gewisse Punktionen von x^ , . Xn bezeicbnen. Damit nun 
2X der Rang von (J5/) sei^ ist notwendig und binreicbeud, dafs die 
lineare Gleicbung 

Alll “f” • * “H fvnhn — 0 

eine Polge des Systems (4) (5) (6) sei (Art. 10), also von alien Lo- 
sungensystemen (7) ebenfalls erfullt werde, m. a. W.: dafs die Punbtiou 
fy den nacbstebenden linearen bomogenen partiellen Differentialglei- 
cbungen 

( 8 ) + + = 0 {s==\,..n-\-v-2X) 

gentige. 

213. Wir bebaupten nun, dafs die Gleicbungen (8) ein ^ + 1 ; — 2A- 
gliedriges vollstandiges System darstellen. Zum Zwecke des Beweises 
fiigen wir zu den scbon vorbandenen Variabeln x^ . .Xn die weiteren 
Independenten 
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(9) 

hinzti, und betrachten das nacbstehende System Pfaff’scber Gleichuiigen 
in deu v Variabeln XqX^ . . Xn^v--i- 

n y — 1 

(10) X(, ^ a^dXi + n,dXf, + ^‘fh,dXn+i, — 0 (i = 1 . . «) 

1 1 

n 

(11) '^aidXk =0 

71 

(12) '^f,kdx, =0 (i = l,..i.-l). 

*1 

Setzen wir nun 


ferner 


Aq = 0; Af = (i == 1 . . n) 

AjfiJ^ji z=z f]i (Ji = Ij 2^ . . 1/ 1)^ 



dx^ 


5 = 0^ 1 . . -f- — 1); 


so bat man identiscb: 


Aio = — Aoi = a/ G* =1 , .n) 

Aijc = — Aki = a^aik {ifJc=l .. n) 


Aj_^ n-^h Aji-^Ji^ i ful {J^ 2^ » , 1 j 7' 1 . t 

AfiJ^ji^ n-\-l 0 (J^: ^ Ij 2^ , . 


und die Gleichungen (10) (11) (12) erhalten die Form 


7l-\-V — 1 

^ Aradxs = 0 {r — 0,1, . .n -{- V — 1 ). 


Aus Art. 79 folgt jetzt unmittelbar, dais die linear nnabhangigen 
unter den Gleichungen (10) (11) (12) ein nnbeschrankt iutegrables 
System in den Variabeln X(„ x,^ . . x„^„^i vorstellen. Da der Rang 
der Matrix (Bp—i) gleich 2Z ist, und ungeandert bleibt, wenn man 
alle Elemente der ersten w Zeilen mit Xg multiplizirt, und hinterher 
die Elemente der letzten v Spalten durch x^ dividirt (Art. 12), so re- 
duziren sich die Gleichungen (10) (11) (12) auf genau 2/L linear 
unabhangige. Da femer mindestens e*we 21-reihige Determinants von 
(Bg) nicht identisch verschwindet, so lassen sich die 2A linear unab- 
hangigen unter den Gleichungen (10) — (12) insbesondere aus dem 
System (10) auswahlen. 
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Da endlich . . fv—i der Voraussetzung nach von einander 

unabkangig sind^ so konnen wir, um die Ideen zu fixiren^ annekmen, 
dafs sie insbesondere kinsicktlick unabkangig seien. Es 

mnfs dann in der Matrix 






(K-i) 

fix 

fi% 

■ fin 


/r— 1,1 

A— 1,2 • 

• fv — 


eine a/-reikige Determinante geben^ welcke die ersten v — 1 Spalten 
entkalt nnd nickt identisck versckwindet. Im entgegengesetzten Pall 
versckwanden namlick alle i/*-reikigen Determinanten der Matrix (iJr— i) 
(Art 7)j also ware ^ in der Form Qidf\ + • * + i darstellbar^ 

konnte also nickt die Klasse 2 A oder 2 A — 1 besitzen, da v — 1 < A. 
Wir diirfen mitkin okne Besckranknng der Allgemeinkeit annekmen^ 
dafs die aus den v ersten Spalten von bestekende Determinante 

nickt null ist^ dafs sonack die ersten v Gleicknngen (10) linear nnab- 
kangig seien. Ans dem System (10) lassen sick dann nock 2 A — v 
weitere Gleicknngen answaklen, die mit den vorigen znsammen ein 
System von 2 A linear nnabkangigen Gleickungen bilden. Wir wollen, 
nm die Ideen zu fixiren, die 2 A ersten Gleichungen als linear tinab- 
kangig voraussetzen und mit: 

(13) Vi = 0, = 0, . . V2;i = 0 

bezeicknen. 

Dies voransgesckickt, fragen wir nack der Maximalzakl von linear 
nnabkangigen Kombinationen der Gleicknngen (10) (11) (12), welcke 
die Dijfferentiale 

(14) dx^j dXn^l . . dXn^v~l 

nickt entkalten: es geniigt offenbar, das System (13) daraufkin zu 
untersucken, da alle andern Gleickungen (10) (11) (12) eine Folge von 
(13) sind. Soli nun die lineare Kombination 

(15) 0 = p,V, + .. + p2;iV3z 

von den Differentialen (14) frei ^ein, so miissen die p/ den Eelationen 

^ == 0; Qifki = 0 Qi = l,..v — 1) 

1 'l 

geniigen. Diese Gleicknngen besitzen nun 2 A — v nnd nickt mekr 
linear nnabkangige Losnngensysteme, also giebt es genau 2 A — v linear 

V. Wefeer^ Das Pfaffsche Prolblem. 19 
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nnabhangige Gleichuiigen der Form (15); welcFe von den Differentialen 
(14) frei sind, und die wir so schreiben wollen: 

(16) v;= 0 (5 = 1; 2, . . 2^ — v). 

Ans den linben Seiten dieser Gleichungen lafst sicb aber der Paktor Xq 
wegheben und sie enthalten dann die Variabeln Xqj Xn-^i . . Xn~j~v—i 
auch in den Koeffizienten nicht mebr, bilden also nach Art. 75 ftir 
sick genommen ein 2A — v-gliedrigeS; unbesckrankt integrables System 
Pfaff’scher Gleichungen. Das zu (10) (11) (12) adjangirte vollstandige 
System hat nun offenbar die Form: 



IL 

d 


X 

+ 2 ® 


df 


dx. 


n 


— 2 A). 


Nach Art. 75 hat also das zu (16) adjungirte System die Form (8); 
und ist vollstandige was zu zeigen war. 

Es sei hervorgehoben, dafs diese ganze Betrachtung selbstverstand- 
lich auch unter der Annahme v — 1 gilt; das vollstandige System 
(8) ist dann im Palle % — — 2 X augenscheinlich mit dem zu /] ge- 

horigen System im Falle % = 2X — 1 dagegen mit IF identische 
und der soeben durchgefiihrte Vollstandigbeitsbeweis stimmt genau 
mit demjenigen ubereine den wir fruher (Art. 140) fur die Systeme 
F und W in den genannten Fallen geliefert haben, 

214. Aus dem bisherigen folgt; dafs die Matrix {By) unter den 
Voraussetzungen des Art. 212 dann und nur dann den Bang 2>l be- 
sitzt; wenn die Funktion fv dem vollstandigen System (8) gentigt. 
Dieses vollstandige System besitzt nun 2 >l — v unabhangige Integrale. 
Enter diesen befinden sich die Funktionen /g; • • /v-i, denn ist fy 
mit einer dieser Funktionen identische so besitzt {By) offenbar den 
Bang 2 A, Ein System unabhangiger Integrale von (8) kann daher in 
der Form 

fxf^ . . . . f^X^y 


dargestellt werden. Wahlt man dann fur fy eine arbitrare Funktion 
der Form: 

fv --fn-v) 

die mindestens eine der Funktionen f/ wirklich enthalt, so ist von 
den Funktionen . . /‘^_i unakhangig. 

Die Bestimmung einer Funktion von der in Art. 212 geforder- 
ten Eigenschaft ist sonaek stets moglick, falls v ^ >1; sie erfordert 
nach Art: 88 eine Integrationsoperation der Ordnung 2 A — 2v 1, 
denn es handelt sich dahei darum, von einem n v — 2A-gliedrigen 
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vollstandigen System, von dem v — 1 Losnngen bereits bekannt sind^ 
ein neuGs Integral zn ermitteln, und man bat: 

^ (q^ — 2A + — 1) = 22 ~ 2a/ + 1- 

Hat man solcberweise durcb je eine Operation 
22 — 1, 22 — 3, .. 5, 3 

die 2 — 1 unabbangigen Fnnktionen . . fx^i ermittelt^ so ist das 
System Pfaff^scber Gleicbnngen 

(17) ^ = 0, = 0, . . dfx-,x = 0 

nnbescbrankt integrabel, und die nocb feblende integrable Kombination 
dfx lafst sicb durcb eine Operation 1 bestimmen (Art. 88). Derselbe 
Sacbverbalt kann aucb so ansgedriickt werden: Bestimmt man eine 
Punktion fx so, dafs aucb {Bx) den Rang 22 besitzt, was nacb dem 
Vorigen durcb eine Operation 1 gescbiebt, so gestattet z/ eine Car- 
stellung der Form 

(18) z/ = Fq^d>f^ Fxdfx"^ 

in der That, verscbwinden in (JBx) alle 22 + 2-reibigen Hauptunter- 
determinanten, so verscbwinden aucb die Quadrate aller 2 1-reibigen 
Determinanten des Schemas 

fit fi% * ‘ /i^ 

fn fx2 • • fxn 

und da nacb Yoraussetzung nicbt alle 2-reibigen Determinanten der 
nacb , .Xn genominenen Funktionalmatrix von /i . . /i null sind, so 
kann man die linearen Gleicbungen 

«»• = H (i = 1 . . w) 

binsicbtlicb der tJnbekannten . Fx auflosen. Damit ist aucb der 
zweite der Satze, die wir an die Spitze dieses Kapitels gestellt baben, 
auf’s neue jiacbgewiesen. 

Beilaufig bemerken wir nocb, dafs das n — 2-gliedrige vollstandige 
System, das zur Bestimmung von fx dient, d. b. also das zu (17) ad- 
jungirte vollstandige System einfacb dadurcb erbalten wird, dafs man 

in (Ex) statt fxi . . fxn bezw. scbreibt, und sodann alle 2 -f- 1- 

cx^ ox^ 

reibigen Determinanten dieses Systems null setzt. 

215. Ist % = %^ = 22, so gewinnen wir durcb die vorstebende 

19 *^ 
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Methode eine Normalfom von und zwar stimmen die dazu notigen 
Integrationsoperationen nach Zahl und Ordniing mit denjenigen iiber- 
ein^ die nacli dem Verfahren des Art. 156 erforderlich sind. Im Falle 
^ — 1 dagegen erhalten wir auf dem angegebenen Wege ledig- 

licb. eine reduzirte Form mit X Differentialelementen, und die Methode 
erfordert jetzt ebenso wie die in Art. 161 skizzirtO; je eine Operation 

KfX — 2 . . 3 ; 1 

und zwar kommt unter der Annabme h — also im Falle eines be- 
dingungslosen A mit ungerader Variabelnzabl die erste dieser Operationen 
in Wegfall, da jetzt eine willkurlicke Funktion der Variabeln x^,,Xn 
bedeutet. In der That ist ja der Rang der 22 + 1-reibigen scbief- 
symmetrischen Matrix unter den gegenwartigen Voraussetzungen 
stets gleicb wie aucb die Funktion gewablt werden mag (vgl. 
den Scblufs von Art. 111). 

216. Urn aucb bei ungeradem jc eine Normalform zu erbalten^ 
liegt es am nacbsten^ diesen Fall auf denjenigen eines geraden % da- 
durcb zuriickzufubren^ dafs man den Ausdruck A durcb Subtraktion 
eines totalen Differentials dfx zunacbst in einen Pfaff’scben Ausdruck 

A' A — dfx 


der Klasse % — 1 = 22 — 2 verwandelt. Nacb Art. 147 erfordert die 
Ermittelung einer derartigen Funktion fx eine Operation Versteht 
man dann unter (Bf) diejenige Matrix, die aus (Bf) dadurcb entstebt, 
dafs man darin fiir die in der n + 1^®^ Zeile und Spalte stebenden 


Elemente at bezw. die Ausdrueke 



substituirt, so lassen sicb 


auf den Pfaff’scben Ausdruck A' unmittelbar die IFberlegungen der 
Art. 211 — 14 iibertragen, wenn man darin uberall (Bf) durcb (Bf) und 
die Zabl 2 durcb X — 1 ersetzt. Hat man so fur A' eine Normalform 
erbalten, so ergiebt sicb fur A die Darstellung 


(19) J = dh + F,df, + . • + Fx-^dfx^r ■ 


doeh erfordert diese Methode je eine Operation 


Xfic — 2, . . 3, 1, 

Diese Operationen sind hoher als die des Art. 159, und es liegt daher 
die Yermutung nahe, dais unser Verfahren noch eine Vereinfaehung 
zulafst. 

217. Zu diesem Zwecke fiihren wir nehen den Yariaheln . .x„ 
noch eine n -f- D® Independente x ein; ist dann J in der Form (19) 
darstellbar, so bilden die totalen Differentialgleichungen 
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(20) dx + J = 0, .. dfi^i = 0 

offenbar ein l-gliedi'iges unbeschrankt integrables System, da sie X un- 
abbangige integrable Kombinationen d(x + fx), df^ . . dfx—i besitzen. 
TJmgekebrt, ist das System (20) imbescbrankt integrabel, so gilt fur 
alle Werte der Variabeln 

(21) x,x^. .x„ 

und ibrer Differentiale eine Identitat der Form: 

« 1-1 

(22) dx + ^ adxi = Qd^-\- qidfi, 

1 1 

■worin q, Qi, (p gewisse Funktionen der Variabebi (21) bedeuten. 

Wir konnen, um die Ideen zu fixiren, annebmen, dafs die Funktionen 

fufz, ■ ■ fx-i 

binsicbtlicb der Variabeln x-y, x^, . . xx—i unabbangig sind. Fubrt 
man dann mittels der Transformationsformeln 

yi = fi-- 2/1-1 == /i-i 

statt Xy . . Xx-i die yi als neue Yeranderlicbe ein, so erbalt die Identitat 

(22) die Form 

n A— 1 

(23) dx + ^’‘hdxk -j- lidyi — ddijx -f- ^ ^dy^, 


worin die &»•, hk gewisse Funktionen von yy . . yx—iXx . . Xn bedeuten, 
wabrend die 6, 0,-, tl) auTserdem nocb x entbalten. Aus der Identitat 
(23) folgen jetzt u. a. die Beziebungen 


(24) 


1 


0 


dip 

dx'' 


(25) 


bi = 0|^ (jlc = X, X + 1 ..n). 


Aus (25) erhalt man 
do 8'^ 

dXi dxj, dxj^dx^ 

Differentiirt man andererseits die Identitat (25) nacb x, und (24) nacb 
Xk^ so folgt, da lx von x nicbt abbangt, durcb Subtraktion: 


d\ 

(26) ^ 


dx^dx, — + 


( 27 ) 


0 = 


8 g S'lp 
dx dxr. dx dx 


(A = A, A + 1 . . w). 


Da wegen (24) die Ableitnng ^ niebt identiscb verscbwinden 
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kann, so lassen sich aus (27) die Ableitungen ^ berechnen. Setzt 

man die so erhaltenen Ausdriicke in (26) ein, so folgt das identisebe 
Yerscbwinden der reehten Seiten, d. L der Pfaff’scbe Ausdruck 


% 



I 


ist ein exaktes Differential .yx—tXi . . x^, -wenn bei der Aus- 

recbnung dieses Differentials die yi als Konstante bebandelt werden. 
Die Tunktion a wird dnrcb eine Operation null ermittelt, nnd ist bis 
auf eine additive arbitrare Punktion von y.^ . . yx~i bestimmt. Fiir 
J folgt jetzt die Darstellung: 

x-i 

^ 2 (^ 6 , — dyi 

wenn dm auf alle n Variabeln y^^ . . yx—iXx . . Xn bezogen wird, nnd 
bieraus die Normalform (19), wenn man die yi wieder durcb die /]■ 
ersetzt, und die aus m dadurcb entstebende Funktion mit fx bezeicbnet. 

Aus der vorstebenden tlberlegung folgt: 

Zum Besteben der Identitat (19) ist notwendig und binreicbend, 
dafs die Gileicbungen (20) ein A-gliedriges unbesebrankt integrabeles 
System Pfafif ’sober Gleicbungen mit den n 1 Variabeln x, x^. . x„ 
darstellen. Sind die Punktionen . . fx—t so gewahlt, dafs dies zutrifft, 
so erbalt man fx durcb gewisse Ebminationen und eine Quadratur, 
worauf sieb die Koeffizienten Fi aus (19) durcb Auflosung linearer 
Gleicbungen ergeben. 

218. Urn auszudrucken, dafs die Gleicbungen (20) unbesebrankt 
integrabel sind, bat man nacb Art. 80 nur die Bedingungen daffir auf- 
zusebreiben, dafs gewisse I Matrices den Rang 2A besitzen, und zwar 
erfiiUen A — 1 von diesen Matrices die genannte Bedingung von selbst, 
wabrend die A*® Matrix so lautet: 



0 



0 


fll 

/si 


^Jl 1 

Otn 2 

.. 0 

0 


fin 

hn 

• • fx — l^n 

0 

0 

.. 0 

0 

1 

0 

0 

.. 0 

% 

~a^ 

• • ' (^71 

-1 

0 

0 

0 

.. 0 

fix 

fn 

■■ — fin 

0 

0 

0 

0 

.. 0 



I 


0 0 0 0 
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Es sei ((7,,) die Matrix, die hieraus entsteht, indem maa die 
M + ^ + 2*'^ Zeile and Spalte streicht, and il — 1 darch v 

ersetzt; dann lautet ((7„) in abgekarzter Scbreibweise so: 


(a) 


Cf'ih 

fhk 



(iyJc — 1 . ,n] h — 1^ , . v). 


1st min 2X der Bang von (28), so ist, wie man sofort erkennt, 21 — 2 
der Rang von (Ci— i) nnd umgekelirt. 

Damit also die X — 1 unahMngigen Funktionen * ./i— i ^eine 
Identitdt der Form (19) erfuUen, ist notwendig und Mnreichendj dafs 
der Bang der Matrix (Cz~.i) gleich 2X — 2 sei. 

Wir denken uns nun die v — 1 unabh'angigen Funktionen . ./r-i 
bereits so bestimmt, dafs die Matrix ((7».-i) den Rang 2X — 2 besitzt; 
es lafst sick dann, bebaupten wir, stets eine von f\ . . /i,— i unabhangxge 
Fnnktion derart bestimmen, dafs aucb ((%) den Rang 2X — 2 be- 
sitzt, vorausgesetzt, dafs v '^X — 1 sei. 

In der That, unter den gemachten Annahmen rednziren sich die 
n ^ V — 1 linearen Gleichnngen mit den Unbekannten 


n V — 1 

'^}ajiTc%k + = 0 {i — 1 . . Il) 

1 1 


^fjklk =0 (i = 1, . . V — 1) 

1 

anf nur 2 A — 2 linear unabhangige, besitzen also n v — 2X 1 
linear unabhangige Losungensysteme: 

(s=^l,2,..n + v — 2x + l) 

und man erkennt^ dafs der Rang von (Cv) dann und nur dann 2X — 2 
ist, wenn die Funktion fv den partiellen Differentialgleichungen 


(29) = 0 {s^l,2,..n + v-2X + l) 

1 * 

geniigt. Nun stellen aber die Gleicbungen 

n f — 1 

(30) ^ aadxk + fhidx^j^k = 0 (i == 1 . . w) 

n 

F^fjkdXk ==0 (j^l-.v — 1) 

1 


ein 2A — 2-gliedriges unbescbraakt integrables System in den Variabeln 
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. . Xn, dar. In der That, setzen vir 

^ Ct ^ Olf 

an■^h=fh^ (TyS==ly,n-]~V l]}h — ly,V 1) 

so konnen obige Pfafif^scbe Gleicbungen so gescbrieben werden: 

n-j -v — 1 

^ arsdxs = 0 (f = 1 ,, n V — 1). 

1 

Da der Rang der Matrix 

(Oo) II II . (i = 1 . . n) 

unter den gegenwartigen Annabmen 21 — 2 ist^ so kann man 2 A — 2 
nnabhangige Gleicbungen insbesondere aus den Relationen (30) ans- 
wablen. Aus der Unabbangigkeit der Funktionen folgt jetzt 

abnlicb vie in Art 213^ dafs sicb aus (30) genan 2 A — v — 1 linear 
unabbangige Gleicbungen ableiten lassen^ die yon den Differentialen 
dXnJ^ij dXnJr 2 • • frei sind; da diese Gleicbungen die Variabeln XnJ^i, 
. . ancb in den Koeffizienten nicbt entbalten, so bilden sie^ fiir 
sicb genommen, nacb Art. 75 ein 2 A — v — 1-gliedriges unbescbrankt 
integrables System; die dazu adjungirten Gleicbungen (29) stellen also 
ein n V — 2A + l-gliedriges voUstdndiges System dar. 

Dieses System besitzt offenbar die Integrate aufserdem 

wegen v^l — 1 nocb 2 A — 2v von den yorigen und yon einander 
unabbangige Losungen 

Setzt man nun 

/; = cp{f^ . . 

wo (p eine arbitrate Funktion bedeutet, die wenigstens eine der Funtionen 
fi wirklicb entbalt, so ist /„ eine ron . . /i,_i unabbangige Funktion 
der verlangten Bescbaffenbeit. 

Die Ermittelung Ton fy gescbiebt sonaob mittels einer Operation 
2 A — 2 V. Nacb dieser Metbode verlangt also die Herstellung einer 
Normalform im Falle sc = 2A — 1 je eine Integrationsoperation 

jc — 1, sc — 3, . . 4, 2 

und aufserdem nacb Art, 217 nocb eine Operation 0. Es sind dies 
nacb Zabl‘ und Ordnung dieselben Operationen wie die des Art. 159; 
fy ist offenbar ein beliebiges Integral des zu J geborigen vollstandigen 
Systems F. 

Es sei zum Scblusse bervorgeboben, dafs die Entwickelungen dieses 
§ zusammen mit den Satzen in Art. 127 und 129 einen vierten Beweis 
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des Fundamentaltlieorems bilden (Tgl. Art. 124; 147; 158); doch werden 
wir im naebsten § erkennen, daXs dieser Beweis von demjenigen des 
Art. 158 nicht wesentlieh verscbieden ist. 

§ 2. Die voUstandigen Systeme V,, und W^. 

219. Zur wirklichen Aufstellung der voUstandigen Systeme, die 
bei den Reduktionsmetboden des vorigen § benutzt wnrden, fassen vfir 
zunacbst den Fall x = 21 ins Ange, und setzen dabei, wie bisber 
immer, voraus, dafs das Pfaff’scbe Aggregat: 

P = (l,2,..24) 

nicbt identiscb verscbwinde. TJm die Symbolik der Pfaff’scben Aggre- 
gate auch auf die scbiefsymmetriscben Matrices (Sf) des vorigen § an- 
wenden zu konnen, setzen wir, wie bisber 

I (ih) = — Qc{) = aa (i, 1 = 1,2, ..n) 

[(oi) ^ — (io) = ai (i = l . .n) 

und aurserdem: 

(w -f i) = — (i n-\-h)= fu ^ (ii, = 1, . . A; ^ = 1 . . ») 

^ -f- 0 — ^ ? = 1, 2^ . . 2) 

(A= ],2,..A). 

Es seien jetzt wieder wie in Art. 212 die unabhangigen Funktionen 
fi 7 • • fv—i bereits so bestimmt^ dafs die Matrix den Rang 

2 1 besitze; dann versctiwinden alle 22 + 2-reibigen Hauptunter- 
determinanten in also bat man identiscb: 

(1, 2, . . 22, p, (?) = 0 (p, ^ = 0, 22 + 1, 22 + 2, . . + i; — 1). 

Uragekebrt, sind alle diese Bedingungen erfiillt, so yerscbwinden 
nacb Art. 26 iiberbaupt alle 22 + 2-reibigen Hanptunterdeterminanten 
von und der Rang dieses Schemas ist also 22. Damit nun 

aucb (J?,,) den Rang 22 besitze, ist notwendig und binreicbend, dafs 
man identiscb babe 

(3) (1, 2, . . 22, p, + 1/) = 0 

== 0^ 22 1, 2 2 —{— 2, . , fi'y % -j- . vh V — 1). 

Recbnet man die PfafF’scben Aggregate (3) nacb den Regeln des 
Art. 18 oder 20 und mit Rticksicbt auf die Identitaten (2) aus, und 
ersetzt /v tiberall durcb f, so erbalt man n v — 22 unabbangige 
lineare bomogene partielle Differentialgleicbungen mit der Enbekannten f, 
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und diese Grleiciiungen mtissen mit dem System ( 8 ) des vorigen § 
identiscb sein. Bezeiclinet man nun^ wie fruher, mit dasjenige 
Pfaff’sche Aggregat der Ordnung das ans P entsteht^ wenn man 
darin die Ziffer I durcli q ersetzt, so folgt: 

n 

(4) {n -f- 1, 2 , . . 2;i) = {n -f i/, p) • P — {n + v, 


Mit Rticksiciit aiif ( 2 ), und nach Ersetzung von /V durch f liefern 
also die Relationen (3) fiir p = 0, 2 >l 1^ . . n die folgenden Glei- 

clinngen: 

2Z 

( 6 ) 

1 ^ 

2 Z 

( 6 ) (s-l,2,..n-n). 

Man hat ferner: 

2Z 

(7) m, , - (- 1)^-+1 1, . . Zc - 1, & + 1 . . 2A) = -^(qT)Pu 

1 

wobei das Symbol 


falls abnlich wie in Art. 21, dasjenige Pfaff’scbe Aggregat der 

Ordnung 2 A — 2 bedeutet, das ans P durcli Weglassung der Ziffern 
k und I entsteht, und allgem ein Pjci = — Pki gesetzt wird. 

Beriieksiclitigt man die Identitaten ( 2 ) (4) (7), und ersetzt fy 
durcb f, so liefern die Relationen (3) unter der Annahme p == ^ + 1; 
n . n V — 1 die folgenden Beziebungen: 


( 8 ) 


21 21 

1 1 


kl 


^AIL 

3a:, dxj^ 


= 0 {h=l,2,..v -1). 


220 . Wir fukren jetzt die nachstehenden Symbole ein: 


2 i 



I 




^^2X+s 


£ 

P 


2X 


2 ^-j-s 


IL 

dx^ 


i 



2X 2X 



89 df 

dXi dxj^' 


(9) 
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Dann konnen wir die Grleiclitingen (5) (6) (8), die zur Bestim- 
mung von fy dienen^ so sckreiben: 

( 10 ) ( a ==0 (/■),==0 (S = l , 2 ,..«-> c ) 

(11) (A/-) = 0 (;»=!, 2, ..^/-l). 

Wii’ -wollen diese Grleieliungen als das „Tollstandige System 
bezeichnen. 

Darnacb entstebt das voUstandige System aus F^—i durcb 
Hinzufugung der Gleicbung (fvf) = 0. Das voUstandige System 
bestebt aus den Gleicbungen (10) und ist mit F identiscb (Art. 129). 

221. Ist jetzt . . Xn eine SteUe, an der alle o, regular und die 
Pfaff’scben Aggregate P, nicbt nuU sind, so ist das System F 
nacb den Ableitungen 

df df df 

auflosbar, und die Koeffizienten dieser aufgelosten Form sind an der 
SteUe X]^° . . x„° regular (Art. 163). 

Wir dilrfm dam, fur jeden Index v der Bdhe 1, . . A annelmen, 
dafs die FunUionen /i . . f^—i an der SteUe x-^ . . x^ regular sind und 
die FunUimaldeterminante 

//i • • 1\ 

. -Xr-J 

daselhst nicht verschwindet, dafs ferner das voUstmdige System F„ nach 
dm Ableitmgen 

df df _ _ 
dx^_^ ■ ■ dx^ 

in der Form: 

is = x-v,u-v + 1, .. n) 

^ 1 

aufloslar, umd dUe FunUionen an der SteUe x^ . . Xn regular sind. 

Da unsere Bebauptung fiir v = 0 zutrifft, so baben wir nur zu 
zeigen, dafs sie fur den Index v riehtig ist, wenn sie fiir den Index 
V — 1 bereits bewiesen ist. 

Es seien also die Funktionen bereits so bestimmt, dafs 

ibre nacb . . x^—i genommene Funktionaldeterminante an der SteUe 
xf ^ . . xf‘ nicbt null ist; femer seien die totalen Differentialgleicbungen: 
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nach den Differentialen 


V — 1 

aidxQ + = 0 

1 

= 0 
= 0 


(i~l . .n) 


— 1 ) 


dx^ . * dx^x-^v 

auflosbar, d. h. das Pfaff’sehe Aggregat der Ordnnng 2 A: 

(13) (1, 2, . . 2A — V, 0, J* + 1, w + 2, . . + V — 1) 

sei nicht identiscb null, und insbesondere an der Stelle x^^ . . Xn von 
null verscHeden. Die aufgeloste Form des Systems (12) entbalt dann 
u. a. Gleicbungen der folgenden Gestalt: 


-dst~2J «r ■> <**. (S - 1, 2, . . 2^ - v), 

x—v+1 

wo die Koeffizienten nur von den abbangen und an der 

Stelle Xj ^ . . Xn regular sind; das System Vv—i, das zu unserm System 
Pfaff’scber Gleicbungen adjungirt ist, bat dann die Form 


+ *-•' + 2, 

besitzt also unbegrenzt viele, an der Stelle Xj^ . . Xn regulars Integrals f, 
und zwar kann die Funktion (pix^ . . x^x—^, auf die sicb f vermoge 
der Substitution 


Xs = x^ {s — % — V -j- If . , n) 

reduzirt, beliebig gewablt werden (Art. 62), also sind insbesondere die 
Werte welcbe die Ableitungen 

(14) (n + v,h)=U = ^^ {h = l,2,..2k-v) 

an der Stelle ■ • OOji ® annebmen, 'willkurbcb wablbar. Daber I'afst 
sieb (wegen v <%) ein Integral /■„ des Systems F„_i so bestimmen, 
dafs die nacb .Xv genommene Funktionaldeterminante von /) . . fr 
an der Stelle xt niobt null ist. Wir betraobten ferner alle Pfaff’scben 
Aggregate der Form 

(15) ^ 2 ) • ■ ^ 21 — j"— 1 ) 0, 1 , M -}■ 2, . . n v), 

worin die hi beliebige Indices der Reibe 
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1^ 2, . . 2A — V 

bedeuten. Dann lassen sicb.^ bebaupten wir^ die willkurlicben Kon- 
stanten so wableii; dafs an der Stelle xp wenigstens eines der 
Aggregate (15) nicbt null ist. Andernfalls yerscbwanden namlicb, wie 
man aiif Grand der Formel (18) p. 25 and der Willkiirlicbkeit der 
leicbt erkennt^ an dieser Stelle aUe Aggregate 21 — 2*^®^ Ordnung der 
Form: 

(^ 1 ; ^ 2 ? * * 0, n Ij n 2y . . n v — 1) 

and daber aucb das Aggregat (13)^ wie aas den Identitaten (2) obne 
weiteres folgt. 

Darnacb konnen wir, obne die Allgemeinbeit za bescbranken^ an- 
nebmen, dafs insbesondere das Aggregat 

(1^ 2^ * . 2 A — V — 1^ 0^ Yb -j- 1^ . . 't) 

an der Stelle . . Xn nicbt nail ist^ woraas die Ricbtigkeit der za 
beweisenden Bebaaptang aacb far das System sofort folgt. 

Far V = 1 kommen wir so za den Resaltaten des Art. 163 zariick. 
Fiibrt man mittels der Formeln 

/l? ^2 — 1 fv — 1 

statt x ^ . . Xy^i die neaen Variabeln x^ . , Xy^i ein, so verwandelt sicb 
fy in eine Fanktion 

fy^'^^^'^(X^'X2 • . Xy-^lXy . . Xn) 

and gleicbzeitig das Yollstandige System Vy^t in ein n — % -{- v- 
gliedriges System mit den Independenten Xy^ Xy^i . . Xn^ in dessen 
Koeffizienten die x/ als Parameter eingeben (Art. 88); dieses System 
ist aagenscbeinlicb mit demjenigen identiscb, das in Kap. VI mit i) 
bezeicbnet warde^ Toraasgesetzt^ dafs die Fanktionen 

mit den damals ebenso bezeicbneten Fanktionen tibereinstimmen. 

Fnsere gegenwartige ^^explicite*^^ Redaktionsmetbode ist darnacb 
— zanacbst far den Fall k = 2l — von derjenigen des Kap. VI nicbt 
wesentlicb verscbieden; in der That wird man ja^ wenn es sicb am 
die Bestimmang der Fanktion fy bandelt, von dem Umstand^ dafs das 
System Fr— i die bereits bekannten Integrale . . fy^i besitzt, in der 
Weise Katzen zieben^ dafs man diese Losangen als neae Independente 
xf . . Xy--x in das System Vy^x einflbrt (Art. 88). 

222. Es ertibrigt noch^ die analogen tTberlegangen aacb far den 
Fall ^ =21 — 1 darcbzafabren. Es seien wiederam die Aggregate 

P' = (1, 2, . . 21 — 2); (9 = (0, 1, .. 21 — 2, 21 — 1) 
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niclit identiscli null. Dann schreiben sicb die notwendigen nnd bin- 
reicbenden Bedingnngen daftlr^ dafs die Matrix (5r-i) des Art. 212 
den Rang 2 A besitze, mit Rilcksicbt auf die Identitaten (2) nnd den 
Satz des Art. 26 folgendermafsen : 

(0, 1, .. 21-1, Q, 0) = o 

(pj O' = 2 Xj 2X “j- 1^ , . fhj ^ Ij . . 'i'l “|- V — 1). 

Damit nun 2X aucb der Rang von sei, ist notwendig und 
binreicbend, dafs man identiscb babe: 

{0,l,.,2X — l,Q,n^v) = 0 {^ = 2X,2X + l,..n + v- 1 ). 

Durcb eine abnlicbe Recbnung wie oben erbalt man bieraus fiir 
Q ~2X^ . ,n nacb Ersetzung von fv durcb f die partiellen Differential- 
gleicbungen: 


■und fdr 9 = w -(- 1, • • — 1 die folgenden 


2 i — 1 2^—1 

I? 

1 1 


kl 


dXj dx-. 




Dabei bat das Symbol K]i^%xj^s dieselbe Bedeutung wie in Art. 32^ 
und es wird mit 

(- • Qu 

im PaUe h <i I dasjenige Pfaff’scbe Aggregat der Ordnung 2 1 — 2 be- 
zeicbnet^ das aus Q durcb Weglassung der Ziffern I entstebt^ wab- 
rend in alien ubrigen Fallen die Bedeutung dieses Symbols durcb die 
Formeln 

Qki = — Qik] Qkk — 0 

gegeben ist. 

Wir scbreiben nun 


(16) 




df 


' dx, 


''2Z-\-s Q 
2Z— 1 2X 


2X—1 






df 


Q 2 2^^^ dl dx, 


und erhalten solcherweise zur Bestimmung von das nachstehende 
vollstandige System 



303 


[228] § 2. Die vollstandigen Systeiae und W^. 

(17) [/■]. + ! = 0 (s = 0, 21) 

(18) inn-O {h==l,2,..v-l) 

welches kurz als ,^das Yollstandige System bezeichnet werde. 

Das System d. h. die Eelationen (17)^ sind mit W identisch 
(Art. 131). 

Sind an der Stelle alle a, regular und die Aggregate 

P', Q nicht null, so durfen wir, ohne die Allgemeinheit zu beschranken, 
annehmen, dafs die Punktionen an der Stelle . . xj^ regular 

seien, und ihre nacb x-^. .Xv genommene Punktionaldeterminante da- 
selbst nicht verschwinde, dafs femer das System Wv nach den Ah- 
leitungen 

df df ^ ^ _df^ 

aufloshar, und die Koeffizienten dieser aufgelosten Form an der ge> 
nannten Stelle alle regular seien. Die Richtigkeit dieser Behauptungen 
folgt durch Betrachtungen, die denen des Art. 221 ganz analog sind. 
Auch erkennt man jetzt ohne Schwierigkeit, dafs die Reduktionsmethode 
des Art. 214 in dem vorliegenden Falle % = 2X — 1 auf das Ver- 
fahren des Art. 161 dadurch zuruckgeftihrt werden kann, dafs man 
mittels der Relationen 

fl • • Xy = fy 

die Variabeln . Xy aus Wy eliminirt. 

223. Zur Aufstellung der Yollstan digen Systeme, die im Falle 
% = — 1 bei der Methode des Art. 218 benutzt wurden, bedienen 

wir uns der Symbole und P;i(j, Yon denen das erstere in Art, 32 
erklart wurde, wahrend das letztere, mit ( — l)^+zH-i multiplizirt, im 
Falle ft < I mit dem Pfaff^schen Aggregat 2 A — 4*®^ Ordnung: 

(1, . . ft — 1, ft + 1 , . Z _ 1^ Z + 1 . . 2X — 2) 
libereinstimmt, wahrend es in den xibrigen Fallen durch die Pormeln 
Pa; = P/a; = 0 

definirt ist. 

Mit Riicksicht auf (2) schreiben sich die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir, dafs die Matrix des Art. 218 

den Rang 2 A — 2 besitze, folgendermafsen: 

(1, 2, . . 2A — 2, ^) = 0 (p = 2A — 1,2 a, — !)• 

Eine ahnliche Rechnung wie in Nr. 219 zeigt dann, dafs die par- 
tiellen DifPerentialgleichungen, denen nach der Methode des Art. 218 
die Punktion fy geniigen mufs, so lauten: 
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{f]s^0 

{M} = 0 


(h=l,2,..v 


worin gesetzt wurde: 


4 


IL 

’‘+^8cc. 


2 Z —2 22—2 


± "SI ^p' 


Die Gleiclmngen (19) (20) bezeiclinen wir als das YoUstandige 
System Fr_i; das System Vq ist mit den Relationen (19)^ d, L mit 
V identiscli. Sind an der Stelle . . x^^ alle a-, regular und P'^ Q 
YOU nuU Yerscbieden^ so diirfen wir auch bier wieder ftir jedes v der 
Reihe 1 , . 2 — 1 annebmen, dafs alle Punktionen /i . . /v an der Stelle 
x^^ regular und ibre nacb x.^. .Xv genommene Punktionaldeterminante 
daselbst nicbt null sei^ dafs ferner das System Vv nacb den Ab- 
leitungen 




— r+1 


auflosbar^ und die Koeffizienten dieser aufgelosten Form an der ge- 
nannten Stelle samtlicb regular seien; ferner verwandelt sicb Vv in 
das System des Kap. VI^ wenn man mittels der Gleicbungen 

/l • * /r 

die Variabeln x^ . . x^ eliminirt, Yorausgesetzt , dafs die Punktionen 
bez. mit den damals analog bezeicbneten ubereinstimmen ; 
also ist die Reduktionsmetbode des Art. 218 mit derjenigen des 
Art. 159 im Wesentlicben identiscb. 

224. Die in diesem § eingefiibrten Klammersymbole gentigen den 
Identitaten: 

(q>f) = — (/■g)); l<pf\ ^ - [/-g;]; [cpf] ^ — [ftp], 

Zwisclien den Elammersymbolen, die in den letzten beiden Xurnmem 
eingefukrt warden, besteben folgende Zusammenhaaige: 


(22)[9,/-]={9>/-} + {9}o 2?^ 


•^/o dtp 


(23) P'ifl 


22 — 1 , 22 + 




{/•}o (s = 0,l,2,..«-2A). 


Die erste dieser Identitaten wird dadureh verifizirt, dafs man in 
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der Identitat (28) des Art.22 fiir P das Pfaff’sche Aggregat (0, 1, .. 2 1 — 1 ) 
substituirt^ ferner cc = 0; /3 = 7c; y — I* d — 2l — 1 setzt^ und so 
die Identitat: 


P' 


Pki ~Q Qki + ~Q * n/o — ^ Hki 


kO 


erbalt. Setzt man diese Ausdrucke fiir die in das Symbol { 9 /} 
einj nnd beriicksicbtigt nocb die Beziebnngen: 


a 


% 21—1 


nL 


hOj 


SO folgt nach leicbter Recbnung in der That die Identitat (22). 

Die Identitat (23), die aus den Bemerkungen des Art. 33 obne 
wei teres bervorgebt, lebrt, dafs man in dem vorliegenden Falle ^=2 A — 1 
das Tollstandige System V in jeder der beiden Formen 

{/*}*■ ===0 ,.% — %) 

{^0=0, [/]. = 0 (s=l, 2, ..»-«) 

scbreiben kann, wabrend das System W durcb die n — % Grleicbnngen 
[f]s = 0 dargestellt wird. 


§ 3. Die bilineare Kovariante. 

225. Es seien dx ^ . . dXn bezvr. dx^. . dXn zwei verscbiedene Systeme 
von Inkrementen der unabbangigen Variabeln x^..Xn^ nnd es be- 
zeicbne d f das totale Differential einer Funktion f(x^ . . Xn) nnter der 
Voranssetzung, dafs fiir die Znwacbse der die Sx^ genommen werden. 
Setzen wir dann nocb 

dSxk = 6 dXk (Jb = 1, 2, . . n) 
nnd bilden wir den Ansdrnck 


d 




so liefert die Ansrecbnnng folgendes Resnltat: 


n 71 

( 1 ) ^ {paiAXi — dttidxi) = ^ ^^XikdXidXi, 

*1 "l 


worin wie gewobnlicb 


dik 


■ dki 


da- 

Tx-u 


dx. 


gesetzt wurde. Der Ausdruck (1) lieifst die „hilmeare Kova/nante“ 
des Pfaff’schen. Ausdrucks 

V. Weber, Das Pfaffsche Problem. 


20 
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A EH Zai&x, 

iind zwar aus folgendem Grunde: 

Yermoge einer beliebigen Yariabelntransformation 

(2) x] = . . Xu); < = (« = 1 . ■ w) 

verwandelt sicb z/ in. den Ausdruck 

z/' = . . x^)dxi'. 

Bedenten jetzt dXr, Sx^ die Inkrementensysteme, die Termoge (2) den 
Systemen dx, bezw. daJi entsprecben, so gelten die Beziehungen: 



Perner bat man nacb Art. 98 vermoge (2) die Identitaten 

... , __da; 3a/ Hi 

W ^ dxj dx; — dx^' dx; ■ 

Aus den Relationen (3) (4) aber folgt iinmittelbar: 


n n 

«« dXi dXk = 

1 1 


n n 

dXr 8 Xsj 

1 1 


m. a. W.: Verwandelt sich vermoge einer heliebigen Variabelntrans- 
formation (2) der Pfaff'sche Ansdrucik J in so geM gleicJmitig die 
bilinear e Kovariante von A in diejenige von A' iiber^ wenn die Inkre^ 
mentensysteme dxi be 0 w. dx^ der Transformation (3) unterworfen werden, 
Wir wollen nun auseinandersetzen, wie man^ ausgehend von der 
soeben be-wiesenen Kovarianz des bilinearen Ansdrucks (1), durcb rein 
algebraiscbe Uberlegnngen zu der in § 1 entwickelten „expliciten^^ 
Reduttionsmetbode eines Pfaff’scben Ansdrucks A zurnckgefiibrt wird. 
Scbreiben wir 

Viir ^ V^j Cir 

bezw. statt 

r r 

dxij 8 Xjij dXor j 8 Xs p ^ ^ ^ ^ 


so verwandeln sicb die Ansdriicke A, A^ nnd die zngeborigen bibnearen 
Kovarianten bezw. in die Pormenpaare: 

. Ail — ^aini*<^ TjJSai^V/fVk 

( 3 ^ nr 5 ^u' SJLiarsnr v$ 
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und es bestehen vermoge der kongruenten^) linearen Transformationen 
der Variabeln u, v\ 


( 7 ) V/’i Cir'^r 5 ^ks'^s (j'y ^ 1 ; • • 

1 1 

die Identitaten: 

(8) ^K,' rr=: d' ^uv 

Umgekehrt^ soil der Pfaff’sche Aasdruck z/ yermoge einer Variabeln- 
transformation (2) in z^' xibergeben^ so mufs es anch zwei kongrnente 
lineare Transformationen (7) geben, yermoge deren die Identitaten (8) 
besteben. 

Um also die Aqniyalenz zweier gegebener Pfaff’scber Ansdriicke 
z/j z/' zu entscbeiden, mussen wir folgendes rein algehraisclie ProUem 
miterledigen: 

Welches sind die notwendigen imd hinreiehenden Bedingmgen dafilr, 
dafs ein gegebenes Formenpaar (6) vermoge kongruenter linearer Sub- 
stitutionen (7) in ein anderes gegebenes Formenpaar (6) ubergefuhrt 
werden Jcann? 

Bei der Untersucbung dieser Prage konnen wir die Grofsen 
ai^ aa = — a^i und c^v'yerlaufig als Konstante bebandeln. 

226. Wir entwickeln in diesem und den nacbsten Artikeln einige 
Hulfssatze tiber Bilinearformen. 

Unter dem Bang der alternirenden (scbiefsymmetrischen) Bilinearform 

n n 

0UV = aikUiVji = — ah^ 

1 1 

yersteben wir den Rang 2 % der schiefsymmetriscben Matrix: 

(C) \\(^ik\\ (i,h==l,2,..n), 

Dieser Rang ist eine Inyariante yon gegeniiber beliebigen 
kongruenten linearen Transformationen der Variabelngruppen Ui und Vk, 
m. a. W.: yerwandelt sick yermoge der linearen Substitutionen 
(7) in so ist der Rang dieser letztern Form wiederum 2t. Es 

folgt dies mit Riicksicht auf die Identitaten: 


1) Eine lineare Transformation der Tariabeln u^ . . keifst zn einer 
linearen Transformation der Yariabeln „kongruent“, wenn sie dieselben 

Koeffizienten besitzt; ebenso bezeicbnet man zwei Linearformen \- 

nnd + • • + mit denselben Koeffizienten als „kongruent“. 
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^ilz^ir^ks 


durch eine ganz alinliche Uberlegung wie in Ai-t. 98; 

227. Es seien nunmehr v (<n) Paare kongruenter Linearformen 


+ H \- finin’', = \-fin'Vn {i~l..v) 


Torgelegt, wobei die Koeffizienten fn, Konstante bedeuten. Die Eormen 
U^.. TJv seien linear unabbangig, etwa binsicbtlicb . . Uy, d. k. die 
Determinante 




sei von Null verschieden. Lafst sick nun in der Gestalt 


(9) ~ 2 iUiVy+i — Vi D;+e) 

1 

darstellen, worm und kongruente Linearformen von den 

u bezw. V bezeichnen^ so verschwindet ^uv identisch vermoge der v 
kongruenten Relationenpaare 

(10) jr, = 0, . . cr, = 0; F, = 0, . . 7. = 0 

und umgekehri Letzteres erkennt man so: die Pormeln 

Vl == F5 

(i = . . V] s = ly . . n — v) 

stellen kongruente lineare Transformationen der beiden Variabeln- 
gruppen u nnd v dar; vermoge dieser Transformationen gebt 0uv iti 
eine Form iiber, die unter der Annabme = 0 . . uj = 0^ 

= 0 . . t;/ = 0 verscbwindet, also mit Rticksicht auf ihre scbiefe 
Symmetric notwendig die Form bat: 

^u' v' "F + 1 -f - ) 

1 

wobei die Vy^i bezw. Uyj^i kongruente Linearformen in den v bezw. 
u bedeuten. Durcb Riickubergang zu den alten Variabeln u und v 
folgt dann unsere Bebauptung unmittelbar. 

Hieraus und aus den tJberlegungen des Art. 80 folgt: 

Damit die altemirende Bilinearform sieh in der Form (9) 
darstellen lasse^ ist notwendig und MnreicT%end ^ dafs der Bang der 
Matrix 
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(a) 


0 

^12 

. . 

^1 71 

fn 

fn 

. . fvl 

t 

Oin 2 

Cf/n 3 • • 

0 

fin 

f^Tl 

• • fvn 

■fti 

-fi, 

/is • • 

— fin 

0 

0 

. . 0 

/■yi 

— /i-2 

— fvs ■ . 

fvn 

0 

0 

. . 0 


nicht grofser als 2v sei. 

228. Nach dem Vorigen kann die Zahl v, ’svenn die Darstellung 
(9) moglich sein soli, nickt kleiner als t sein. E$ gilt nun der Bats: 
Besitst die Bilinearform dm Bang 2r, so Itann sie in der Form 


( 11 ) 


Vt+^ — Vi Ui+i) 


dargestellt werden. 

TJnter der gemachten Annahme lassen sich. namlicli % linear un- 
abhangige Grrorsensysteme 

(12) f^lfa . . fin (i = 1; . . r) 

so bestimmen^ dafs die Matrix (Gr) ebenfalls den Rang 2t besitzt 
In der That, bat man die v — 1 ersten Systeme (12) bereits so 
bestimmt^ dafs sie linear unabbangig sind und alle 2r -|- 2-reibigen 
Hauptunterdeterminanten yon (Gv—i) zum Verscbwinden bringen^ und 
scbreiben wir die Bedingungen dafdr auf^ dafs aucb (Gv) den Rang 
2 t besitze^ so erbalten wir, wie aus den Erwagungen des Art. 218 
leicbt folgt, zur Bestimmung der XJnbekannten fyi, • • fvn ein 
System von n — 2t v — 1 linear unabb'angigen, linearen bomogenen 
Gleicbungen, die aulser den v — 1 ersten Grrofsensystemen (12) nocb 
2% — 2v 2 weitere linear unabbangige Losungensysteme zulassen. 
Die Ricbtigkeit unserer Bebauptung folgt dann leicbt. 

Sind solcberweise die Linearformen . . Ui bestimmt, so folgen 
die Koeffizienten der in (11) auftretenden Linearformen 

C/i+i = FaUi -[-••-[- Ftn'^n 
= FilVi Fin'On 

durcb Auflosung der (nunmebr vertraglicben) linearen Gleicbungen: 


(t = 1, . . t) 


OjiTc ' 


1/ 

^ if si F,k — fskFs i) (i, h ■■ 


1 .. 


aus denen iiberdies mit HuWe der Theorie der Determinanteucom- 
position, aknlick wie in Art. 127 gescklossen werden kana, dais alle 
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2r Formen . Uu (™d ebenso natiirlicb . . V^t) voii einander 
linear unabbangig werden. 

229. Es sei jetzt r eine Zabl <Cv- denken wir nns dann die r 
linear unabbangigen Linearformen • • Ur heliebig vorgelegt, so er- 
hebt sicb die Frage nacb der kleinsten Zabl v von der Bescbaffenbeit, 
dafs die Bilinearform ^uv sicb in der Gestalt (9) darstellen lasse. 

Wir bebaupten^ dafs diese Zabl v mit der balben Rangzabl der 
Matrix (Cy) ubereinstinimt. Die gesucbte Zabl kann nacb Art. 227 
nicbt kleiner sein als der angegebene Wert. Es bleibt also nur nocb 
folgendes m zeigen: Sind r linear unabbangige Grofsensysteme fa . .fin 
von der Bescbaffenbeit vorgelegt^ dafs die Matrix 

^ = 1 . . n; A = 1 . . r) 

den Rang 2v besitzt, so lassen sicb weitere v — r Grofsensysteme 
fn*‘f(n so bestimmen, dafs ancb in der Matrix (C,.) alle 2v 2- 
reibigen Hauptunterdeterminanten verscbwinden. 

Dies ist aber unmittelbar evident, wenn wir in den bisberigen 
tJberlegungen tiberall n dnrcb ferner 2t durcb 2v ersetzen, 

und wie fruber von den Bezeicbnnngen 

fhk] w-j-Z 9 (Jl^ I == 1 . . (T, ^ — • 1 . . ffj 

Gebraucb macben. Gleicbzeitig ergiebt sicb folgendes: Ist / — 1 eine 
Zabl der Reibe l,2,..i/ — r — 1, und bat man die r — 1 Grofsen- 
systeme 

(13) /r+7i, 1; fr+?i, 2 • • /r+A, n (^ = 1, 2, . . / 1) 

bereits so bestimmt, dafs die Matrix den Rang 2v besitzt, 

so erbalt man durcb Nullsetzen aller 2v 2-reibigen Hauptunter- 
determinanten von {CrJ^r') fnr die ?i Unbekannten: 

/r-f/jl; fr-\-r\^ •• tr-\-r\n 

ein System von n r r' — (2v 1) linear unabbangigen, linearen 

bomogenen Gleicbungen, die also aufser den Grofsensystemen 

fn • . fin O' = 1, 2, . . y + / — 1) 

nocli 2v — 2 (y -j- /) -f- 2 weitere Losungensysteme zulassen. 

230. Mittels der linearen homogenen Gileichungen 

(14) = 0, . . Ur = Q, Fi = 0, . . F, = 0 

denken wir uns y von den Variabeln % als ganzlineare komogene 
Funktionen der n — r iibrigen Ui, nnd die bez. denselben Indices ent- 


(a) 


I aa 

fhi 

1 fhk 

0 



[231] 


§ 3. JDie bilineare Kovariante. 


311 


sprechenden r Variabeln Vi ebenso durch die tibrigen vi ausgedruckfc 
und in ^uv substituirt. Dadnrch verwandelt sicb diese Form in eine 
alternirende Bilinearform Quv lait nur n — r Variabelnpaaren u, v, 
Besitzt nun 0^^ den Rang 2rQ, so sagen wir: „Die Bilinearform 0uv 
hesiUt vermoge der Belationen (14) den Rang 
Es gilt jetzt die wicbtige Tbatsacbe: 

jjst 2v der Rang der Matrix (Cf), so lesiM die Bilinearform 
BSaikUiVk vermoge der linear unabhdngigen Relationenpaare: 

n n 

^ fhiUi = 0; ^ fH^V! = 0 Qi = l,..r) 

1 1 

den Rang 

2ro = 2z/ — 

Die Bilinearform 0uv kann namlicb durcb und nicbt weniger 
kongruente Relationenpaare in v zum Verscbwinden gebracbt werden 
(Art. 226 u. 227). Die Minimalzabl kongruenter Relationenpaare, 
welche die Grleicbungen (14) umfassen und 0uv zum Verscbwinden 
bringen, ist also ^ aber nacb der Yorigen Nr. aucb gleicb was 

zu zeigen war. 

Dieser Satz entbalt den Soblufssatz des Art. 227 als Spezialfall. 
Die Zabl 2tQ und mitbin aucb die Zabl 2v ist offenbar eine 
simultane Inyariante der Bilinearform 0uv und der r Linearformen 
. Ur gegeniiber beliebigen kongruenten linearen Transformationen 
der beiden Variabelngruppen u und v] m. a. W.: verwandelt sicb 0^^ 
vermoge der Transformation (7) in 0^'^' und U in U] so besitzt die 
Bilinearform 0fv' vermoge der Relationen 

.. cr/ = o, F/=0, .. F/ = 0 

wiederum den Rang 2tQ. 

231. Sind wie fruber die Rangzablen der 3 Matrices 

(A) (B) (0), die nacb der Vorscbrift des Art. 96 aus den Koeffizienten 
ai^ aa des Formenpaares 

( 5 ) /lu =: aiUi'^ 0UV 

1 

gebildet werden, so ist in der gegenwartigen Bezeicbnungsweise der 
Rang der Bilinearform 0^^, % — 2 der Rang, den 0j^^ vermoge 
= = 0 besitzt, endlich z — 1 das aritbmetiscbe Mittel aus 

beiden Zablen. Darnacb ist die Zabl z eine simultane Invariants des 
Formenpaars 0uv gegenuber kongruenten linearen Substitutionen 
der beiden Variabelngruppen u, v. Wir wollen diese Zabl als die 
jjKlasse des Formenpao/res Ju, bezeicbnen. 
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Dieser Begriff gestattet folgende Verallgemeinerung. Isfc 2() der 
Rang von (Cy), 20 deijenige der Matrix 


CCik 

a# 

f hi 




(Xk 

0 

0 

(z,^ = 

1 . . h~l 

. . r) 

— fhk 

0 

0 





so sagen wir, das Pormenpaar 0uv besitzt „vermoge der Belationen: 

U] = 0, . . cr. = 0, = 0, . . F. = 0 (Uh = Zfuu) 

die Klasse ic — q 0 “. Da 0 entweder p + 1 oder p ist (Art. 27), 
je nachdem x ungerade oder gerade ist, so sind durch. Angabe von ic 
die Zahlen 2p und 2o mitbestimmt. 

232. Bs sei jetzt 2 A der Rang von (B) (Art. 96), dann lassen sicb 
naeb Art. 229 A — 1 Linearformen Ui so bestimmen, dais die Formen 
^u, linear unabhangig sind, und dais die Bilinearform 

vermoge der Relationen 

Ju = 0, D] =- 0, . . Ux~t = 0; = 0, Fi = 0, . . Vx-t = 0 

verscbwindet. Der Ausdruck laist sicb nun offenbar in der Form 

Di H" • • “1“ 1 TJx—i “I" fJx 

darstellen; diese Identitat liefert namlicb die Bedingungen: 

~ “i/ii "f" ‘ ■ "1“ ecx—ifx—i^i -j- axfx( 

und man kann fur die «,• beliebige, nicbt verscbwindende Konstante 
wablen, worauf die Unbekannten fxi- -fxn sicb berecbnen lassen. Die 
Formen U^. . Ux sind dann offenbar linear unabbangig, und 0ut> Ter- 
scbwindet vermoge der Grleicbungen 

D] = 0, . . Ux = 0, Fi = 0 . . rx = o. 

Aus Art. 226 folgt jetzt : 

„Ist 2 A der Bang der Matrix (B), so gestattet das Formenpaar 
folgende Darstellung: 

X X 

(15) 0,,~y(U.rx+^-r,Ux+d 

1 1 

worin die JJi . . Ux von einander unabliangig sind. 

Die aus (15) folgenden Relationen 

X 

^ilc ^ksfis ^isfks ^ 1 * • ^^); 

1 

welcbe die Koeffizienten der Linearformen Ux^kj Vx-j-k zu be- 



[232] 


§ 3. Die bilineare Kovariante. 


313 


reclinen erlauben^ lassen iiberdies genau wie in Art. 127, 130 mit 
Hiilfe der Theorie der Determinantenkomposition erkennen, dafs die 
2 A Linearformen TJ^ . . Uu linear unabkangig oder aber dnrcb eine 
einzige lineare bomogene Relation mit konstanten Eoeffizienten ver- 
kntipft sind, je nacbdem die Matrix 

(C) II aa II (i, ^ = 1 . . m) 

den Rang 2 X oder 2X — 2 besitzt. 

Ira letzteren PaU kann man nack Art. 228 X — 1 unabkangige 
Linearformen . . Ux~i so bestimmen, dafs die Matrix (CIi-i) eben- 
falls den Rang 2X — 2 besitzt, die Bilinearform sick also folgen- 
dermafsen ausdrticken lafst: 

x~i 

(16) 2 (C/;. Vz+s - Uz+iU 

1 

wabrend die Form "^on . . Ux—i linear unabbangig wird, also auf 
die Gestalt 

(!'?) cc^U^-\ [“ ax-t TJx-i 

gebracbt werden kann; die Konstanten at konnen dabei willkurlicb 
gewablt werden. Die aus (16) (17) folgenden Gleicbnngen 

A—i A— 1 

fxi ^sfsi^ ^ih ifsiF fsh ^ ?/*) 

1 1 

dienen zur Bestimmung der Eoeffizienten fxt nnd nnd lassen (wie 
in Art. 130) erkennen, erstens, dafs die Linearformen . . JTsa— i 
linear unabbangig sind, zweitens, dafs aucb umgekebrt, wenn eine Dar- 
stellnng (16) (17) unseres Formenpaars moglicb sein soli, die Rang- 
zablen von (B) und (0) gleicb 2 A bezw. 2 A — 2 sein mussen. Wir 
konnen die bisberigen Resultate demnacb folgendermafsen resumiren: 

1st die Klasse % des Formenpaars z/^, gleicli 2 A, dann und 
nur dann existirt eine Darstellung 

i i 

(18) ^u = ^cc^ c/i; EE ^ (C/;- F,+ , - Ux+i F), 

1 1 

worin die Linearformen . . Uu '^on einander linear unabMngig sind, 
und Vi lem, die 0 u Ui Icongruente Linearform bedeutet 

1st dagegen % = 2A — 1, dann und nur dann gelten Formeln von 
folgender Gestalt: 

2~1 

(19) ^u=Fx'~{“(^iU^-V’''~\-ccx—iUx--i] ^^(ViVx-\-i — Ux--{-iV^)j 

1 
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%Donn TJi . . TJn—i linear unahhdngige Linearformeny die Vi die dam 
Iwngruenten Linearformen bedeuten, 

233. DarciL den vorstehenden Satz ist zugleich. das in Art. 225 
formnlirte Aqnivalenzproblem miterledigt. In der That ^ soil das 
Pormenpaar 

(20) Ju' = ^ -S2; diku/Vk 

durch kongruente lineare Substitutionen (7) in das Pormenpaar Ju, 
libergefuhrt werden konnen^ so mufs es nach Art. 231 dieselbe 
Elasse k besitzen wie das letztere. Umgekehrt, ist dies der Fall^ und 
ist etwa % = 2Xy so gestattet das Pormenpaar (20) die Darstellnng 

i i 

2 TJ'r, ^'u .'"2 {TJl F/+, - m+, F/), 

1 1 


worin die Ul linear unabhangige Linearformen in u^'’ . . Uny nnd die 
Ti die dazn kongruenten Pormen bedenten; die ai haben die- 

selbe Bedeutung wie in (18). Dann lassen sich n — z Linearformen 
Uy.^i . . Un nnd ebenso n — z Linearformen Uhj^i . . Tin so bestimmen^ 
dafs die Grleichungen: 


u:= Ur, V/^r, {i=ly2y..n) 


sowohl naeh . Vn als anch nach auflosbar sind^ 

also kongruente lineare Transformationen der u nnd v darstellen, yer- 
moge deren offenbar die Identitaten (8) bestehen. Da analoges anch 
bei nngeradem z gilt^ so folgt der Satz: 

Das Pormenpaar J^y kann nur dann^ aber anch stets dann 
durch kongruente lineare Transformationen der beiden Variabelngrnppen 
‘Ut nnd V, in das Pormenpaar J^y ubergefiihrt werden, wenn 

beide Pormenpaare dieselbe Elasse z besitzen. Diese Zahl ist darnach 
die einzige Invariante des Pormenpaares gegeniiber kon- 

gruenten linearen Transformationen der u und v, 

234, Nachdem nun das in Art. 225 formulirte rein algebraische 
Problem yollstandig erledigt ist, wollen wir unter den wieder die 
Eoeffizienten eines Pfaff’schen Ausdruckes J mit den Variabeln 

3 a. da^ 


und unter den atj. die Funktionen 


dx^ 


dx, 


versteFen. Es Mst sich 


nun zeigen: Man kann iiber die Grofsen ai, fj-s, Fks, die in den Ent- 
wickelungen der letzten Artikel Torkommen, in der Weise verfugen, 
dafs identisch: 
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wenn at ee F^ gesetzt wird. Substituirt man namlieh ftir die f)]c ibre 
Werte (21), so verwandeln sich die linearen bomogenen Gleicbungen, 
welcbe in den letzten Artikeln znr Bestimmnng der n Unbekannten 
/Vij ^ 2 ; • • fvn dienten, in ebenso riele lineare bomogene partielle 
Differentialgleicbungen 1. Ordnung mit der Unbekannten fy nnd den 
Independenten Diese Differentialgleicbungen bilden nacb dem 

§ 1 dieses Kapitels jedesmal ein Yollstandiges System, nnd wir kommen 
so auf die ,,explicite‘^ Reduktionsmetbode zuriick, die in § 1 zur sue- 
cessiven Bestimmnng der Punktionen /ifg . . fi gegeben wurde. 

Die Entwickelungen des § 1 griindeten sicb auf den Satz des 
Art. 80, der seinerseits durcb ganz abnlicbe Betraebtungen bewiesen 
wurde, wie das Theorem des Art. 227. Man wird bieraus leiebt er- 
kennen, dafs die Uberlegungen des gegenwartigen § sicb nur binsiebt- 
licb der Anordnung von dem Gredankengang des § 1 untersebeiden. 

235. Den Satz des Art. 228 und die Ergebnisse von Art. 104 
wollen wir nocb dazu benutzen, um einen bomogenen Pfaff’seben Aus- 
druck ersten Grrades, d. b. einen Ausdruck der Form 


n 



1 


worin : 

Qi — CiiX-i 4” C/2^2 -f- * • "P" OinXn 

gesetzt ist, und die c^k Konstante bedeuten, auf seine Normalform zu 
reduziren^). 

Man bat bier 

OjI ^ Ci —— O'Jq ^ . 

1st also allgemein Cik = Ckiy so besitzt J die Klasse 1; man hat 
dann in der That 

( n n 

1 1 

Wir sebreiben ferner wie in Art. 104 

a = a^x^ 4 1 - anXr^^ 

Es sei zunaebst 

1) a = 0y also Ca 4~ — 0* Dann ist die Klasse % des Aus- 

drucks z/ gerade, etwa =22, (Art. 104, 2)) und gleicb dem Rang der 
alternirenden Bilinearform 

n n 

1 1 



1) Probenius II. 
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Oder der Matrix 

II ca II n). 


Mach Art. 228 lafst sich daher Jxy in folgender Form darstellen: 

X 


:^‘XsTx+s 


ZX; 




worin , X^x unabhangige homogene lineare Funktionen von x^.^Xn 
mit konstanten Koeffizienten und die Ti die dazu kongruenten Formen 
in . . yn bedeuten. Indem man durcb dxi ersetzt, folgt: 

XsdXx+s — X,+, dX, ^Xx;d -Jti , 

1 1 « 


womit die verlangte Reduktion geleistet ist. 

2) Es sei x = 2l — 1; also a=|=0. Nacii Art. 104, 5) besitzt 
dami der Pfaff’sche Aosdruck; 


^ a^dxi = ^ ttidXi ^ da 


die Klasse x =2X — 2, und man hat 


also erfullt J' die Bedingungen von Nr. 1) und J lafst sicb sonacb 
in der Form 

x-i 

J = ^da+ 

darstellen. 

3) Es sei % = 2/1 < also 2>L der Rang der Matrix: 

11 II (i, 1 = 1,2, .. n). 

Dann konnen wir annehmen, daTs insbesoiidere die Determinante 


1 an I {i, h = 1, 2, . . 2A) 

Ton null Terschieden ist. Die 24 totalen Differentialgleichungen 


n 

^ an dx-k = 0 (i = 1, 2, . . 24) 
1 


bilden dann das zu dem voUstandigen System W adjungirte System 
(Art. 140), darnach besitzt W die Integrate (Art. 74) 

yt = a^Xi + a^x^ -| at a (i = 1, 2, . . 24); 

fhhrt man diese Integrate statt x^. .x^n als neue Variable in J ein. 
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so reduzirt sich A auf einen hedingungslosen homogenen Pfaff’schen 
Ansdruck 1. Grades mit den Variabeln (Art. 136). 

Es bleibt also nur nocb folgender Fall zu betracbten: 

4) % ==2l = n. Die Determinante 

1 (^ih 1 , .n) 

ist jetzt nicbt null. Perner ist die Determinante 


D = I uca + ^Cki i (i; = 


nicbi fur jedes Wertsystem u, v null^ da sie es fur w = 1^ v = — 1 
nicbt ist. 

Da sicb JD nicbt andert, wenu man u mit v vertauscbt^ so ge- 
stattet D eine Paktorenzerlegung der Form 

1 

2 ^ 

JD = (IsU + ({isU + ? 

1 


worin die gs ein System von -^n Konstantenpaaren bedeuteu; die 

M 


teilweise oder alle identiscb sein konnen. Wir bescbranken uns auf 
die Betracbtung des Falls, dafs D nur Elementarteiler ersten Grades^) 
besitzt, d. b. dais jeder ^-facbe Linearfaktor von D aucb in den grofsten 
gemeinsamen Divisor samtlicber n — Tc 1-zeiliger Unterdeterminanten 
von JD als einfacber Faktor aufgebt. Dann bestebt eine Identitat der 
Form: 


Og yi ~ T 1 -f“ 


worin X^X^..Xn n linear unabbangige Linearformen von , , Xn 
mit konstanten Koeffizienten, und die Ti die dazu kongruenten Linear- 
formen in . yn bedeuten. Daber bat man identiscb: 

A = XsXsdXi -|- fisXi dXs = 


1 

2 ” 


= ^ (Z.)*--. (X^ __ d [(Z,)-. (Z^ J 


1) Vgl. z. B. P. Mutb, Tbeorie und Anwendung der Elementarteiler, 
Leipzig 189&. 
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§ 4. VeraUgemeinening der explieiten Reduktionsmetkode. 

236. Es sei ein beliebiger Pfaff’scber Ausdruck 

n 

^ ^ aidxi 

1 

sowie ein System von r (< n) unabbangigen Punktionen /[/a . . fr der 
Variabeln x^..x„. gegeben. Ferner sollen mit 2q und 2q die Rang- 
zablen der beiden Matrices 


(^ik fhi 
-fkk 0 


j i j li 1 . . JZ. 

Vji = 1 . . r 


aa a, fhi 

(Br) II - a, 0 0 ; (C.) 

-fhk 0 0 

bezeiclinet -werden^). JBereehnet man dann was den Belationen 

(1) /l — ^1? ^2 “ ^2 • ‘ fr~Gr 


irgend r der Variabeln x als Funktionen der n — r iibrigen x and der 
Konstanten Ci, und substttuirt die so erhalfenen Ausdriloke in A, so ver- 
wandelt sich J in einen Ffaff'sclien Ausdruck mit n — r Variabeln^ 
der fur jedes beliebige Wertsystem . . 4 die Klasse 

^0 = Q + Q 

besikt 

Umgekelirt, soil der Ffaff^sclie Ausdruck in den sick J vermbge 
der Belationen (1) verwandelt^ fur jedes beliebige Wertsystem .Cr die 
Klasse besiken, so miissen die BangmJilen 2 qj 2q der beiden Ma- 
trices (Br)j (Or) im Falle eines geraden Kq den Gleichungen: 

2q = 2q =%Q^2r, 

im Falle eines ungeraden dagegen den Gleichungen 

= 2q —%Q-\-2r — 1 

geniigen, 

Ersetzt man im Vorstehenden die Worte ,,fur jedes beliebige 
Wertsystem q . . c/ dnrcli die Worte: ein bestimmtes Wertsystem 

c^,,Cr\ so bat man nnter 2^, 2^' die Rangzablen zu yersteben^ die 
den Matrices (Br) (Cr) vermoge der Belationen (1) zukommen, und es 
ist aufserdem zu beacbten, dafs das Gleicbungensystem (1) nunmebr 
den Bedingungen des Art. 40 genugen mufs. 


1) Die Zakien q sind nicbt <^r, da sonst alle 2r-reiliigen Hauptunter- 
determinanten you {Bf) and (( 7 ^), also aacb alle r-reikigen Determinanten in der 
Fanktionalmatrix von verscbwanden; ferner ist2^'^%-fr; 
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Der soeben ausgesprocbene Satz ist eine unmittelbare Folge der 
Resultate der Art. 230 und 231. In der That ist ja die oben mit Xq 
bezeicbnete Zahl in der Ausdrucksweise der zitirten Artikel nicbts 
anderes als die um 2r verminderte Klasse^ die dem Formenpaar 

vermoge der Eelationen 

n n 

^ fhiUi = 0; ^ fuiV, = 0 (A = 1 . . r) 

1 1 

zukommt^ voransgesetzt^ dafs die x^. ,Xn den Grleichungen (1) genugen. 
Diese letztere Zabl ist aber gleich dem aritbmetiscben Mittel der beiden 
Rangzablen^ die den Matrices (Bj) und {C^ vermoge des Systems (1) 
zukommen. Bedenten aber die Ci arbitrdre Konstanten^ so konnen durcb. 
Hinzunabme der Relationen (1) die genannten Rangzahlen keine An- 
derung erleiden. 

Die Umkebrung des Satzes folgt nnmittelbar darans, dafs q' nur 
einen der beiden Werte q nnd q — 1 besitzen kann. 

Man erkennt leicbt, dafs das Theorem dieser Nr. den Satz des 
Art. 151; auf dem die Reduktionsmetbode von Clebscb berubt; als 
Spezialfall entbalt. 

237. Gegeben sei vrieder ein beliebiger Pfaff'scber Ausdruck J 
uiM r (< w) nnabbangige Funktionen der Vaiiabeln x^,.Xn^ 

Ist dann 2p der Bang der Matrix (Br), so ist q die Meinste Zahl von 
der Beschaffenheitj dafs sich J in der Form: 

(2) Z = F^df^ -j- F^df^ Frdfr -4*- FrJ^idfrJ\.i “b • • -f- F^df^ 

darstellen Idfst 

In der That; soil eine Darstellung der Form (2) moglicb sein^ so 
mufs Z vermoge der Relationen 

fi — ^1 tq ~ 

identiscb verscbwinden; die Matrices {B^ und (Gf) mtissen also nacb 
der vorigen Nr. beide den Rang 2p besitzen; umgekebrt; ist dies der 
Fall; so verscbwinden in {B^ alle 2 p + 2-reibigen Hauptunterdeter- 
minanten, und infolge dessen aucb alle q -f- 1-reibigen Determinanten 
in dem Schema 


% ^2 

. . an 

fix ■■ 

. - fin 


• * fqn- 
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also giebt es wirklich eine Darstellung der Gestalt (2). Wir baben 
also nur nocb zu zeigen, daXs sich wirHicb q — r von einander und 
von den unabhangige Fnnktionen derart bestimmen 

lassen^ dais die Matrix (B^ den Rang 2q besitzt. Dies ergiebt sich 
aber ans folgendem Satze: 

Jst r — 1 eine Zahl < ^ und hat man die Funktionen 
fr-^t . lereits so hestimmt, dafs sie unfer sich und von fi- -fr 

unahhangig sind, und dafs alle 2^ + 2-reihigen Hauptunterdeterminanten 
der Matridc verschwinden, so erJidlt man durch Nullset^en alter 

2^ -f- 2-reilhigen Hauptunterdeterminanten von {Br^r) fur die Unle- 
kannte fr^r' ein (n r r — 2 Q)-gliedriges voUstdndiges System 
linearer partieller JDifferentialgleiehungen mit den Independenten % . . Xn^ 
und mar hesiM dies System aufser . .fr^r'—i noeh 

2q — 2(r + 0 + 1 

weitere unabhangige Losungen. Fur ist dann ein beliebiges dieser 
Integrate m wdUen, was eine Operation 

2q — 2r — 2f + 1 

erfordert 

Der Beweis dieses Satzes wird ganz ahnlich wie in Art. 213 ge- 
ftihrt. Wir bilden das 2^-gliedrige System totaler Differentialgleichungen 
in ^ + r + / Variabeln . . XnJrr-^r'^i' 

n — 1 

oio'^aikdxk + a,dXf^ + ^ (i = 1 . . w) 

1 "l 

^aidxi = 0 

'^fjidXk =0 = —1). 

Ans diesem System lassen sich nnn genan 2q — r — r linear unab- 
hangige Linearkombinationen bilden^ die die Variabeln x^, x^j^i, Xn-^^-- 
weder in den Differentialen noch in den Koeffizienten enthalteU; also 
nach Art. 75 fiir sich ein unbeschrankt integrables System m X-^ . , Xn 
bilden. Dieses System ist adjungirt zn den partiellen Differential- 
gleichnngen mit der Unbekannten fr+r'; die sich durch ISTullsetzen 
aller 2^ + 2-reihigen Hauptunterdeterminanten des Schemas {Br-^r) 
ergeben. 

Ist 2q der Rang von {Bfjy so ist der Rang der Matrix (Cf) gleich 
2q Oder gleich 2p — 2. Im letzteren Falle zeigt man genau wie 
vorhin: durch je eine Operation 

2 ^ — 2r — 2; 2q — 2r — + . . 4; 2 
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kann man die Funktionen /r+i, . . i so bestimmen, dafs sie unter 
sicb. und von fi-.fr unabbangig sind, und alle 2p-reibigen Haupt- 
unterdeterminanten von mm Verscbwinden bringen. Ersetzt man 

dann in dem Pfaff’scben Ansdruck ^ irgend q — 1 Variabeln x dnrcb 
ibre ans den Relationen: 

fi ~ ^i5 /b ~ ^2 • • fq—i ~ 

folgenden Werte, so verwandelt sicb ^ nacb Art. 236 in das exakte 
Differential einer Funktion U, die von n — 9 + 1 Variabeln x nnd 
den Konstanten abbangt, und dnrcb eine Operation 0 ge- 

funden wird. Gebt TJ in tiber^ wenn man die C; wieder dnrcb die 
fi ersetzt, so gestattet J die Darstellung: 

/I = 4 “ • * “ 1 “ Frdfr 4 - * * 4 " — 4 " df^. 

Darnacb konnen wir folgendes Theorem anssprecben: 

Bedeuten fi • .fr (^ < '^) heliebige unabhdngige FunMionen^ und be- 
siM die Matrix {Br) die Bang mill 2 q, dann und nur dann gestattet 
der Bfaff'sclie Ausdruch zl die Darstellung: 

(2) zl = F^df-^ Frdfr 4~ Fr^idfr^l 4- . , -j.. F^df^j 

worin die FimMionen f\f ^ . . unabJiangig sind. Dabei sind die Funktionen 
flfx' • /(?; Fr^ly jFr-f 2 • . Fq 

unabhdngig oder durcli eine Belation mrhnupft,^) je nacMem der Bang 
2 p' des Schemas (Cr) gleieh 2 q oder gleich 2 q — 2 ist 
Im leMeren Falle kann zt auf die Gestalt 

(3) Zl = F^dfi 4 " • • 4 ^ Frdfr 4 “ Fr~{.ldfr-\-l 4 “ • • 4 “ F^^idf 4 “ dfq 
gebracht werden, worin die Funktionen 

fi • • /?; Fr-\^i . . 

unabhdngig sind. 

Die Ermittelung der Funktionen /i . • /^ in der Darstellung (2) ver- 
langt im Falle 2 q = 2q' die Operationen: 

2p — 2r — 1, 2() — 2r — 3, . . 3, 1; 
die Bestimmung von /i in der Darstellung (3) erfordertje eine Operation 
2() ^ 2r — 2, 2p — 2r — 4, . . 4, 2, 0. 

Die Eoeffimnten Fi ergeben sich hinterher aus den Identitdten ( 2 ) bem. 
(3) durch Auflbsung lineaxer Gleichungen. 

1) Dieser Fall tritt uniner ein , venn 2 ^ 4" ^ ? die Funktionen 

a.j^, /a keinen Bedingungen unterliegen. 

2) Diese Funktionen baben dann natiirlicb eine andere Bedeutung wie in (2). 

Y. "Weter, Das Pfaffsclie Problem. 21 
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Die soeben aufgestellten Behauptungen iiber die TJnabhangigkeit 
der Funktionen Ftf, folgen leickt aus Art. 236 und dem Fundamentalsatz. 

238. Wir ■woUen nun mit den beiden Matrices und (Cy) eine 
■wichtige TJmfonnung vornebmen. 

Die Elasse % des Pfaff’scben Ausdrucks sei zunacbst gleich 2 A, 
und das Aggregat 

P = (1,2,..2A) 

nicbt identisch null. Wir bezeichnen nun mit .. hs irgend 2s 

ZaHen der Eeibe 

0^ 2A -f- 1, 2A 2, . . n, n 1, . . n 
ferner setzen wir wie in Art. 36; 

(4) .2X,i,lc) 
und verstehen nnter dem Symbol 

dasjenige Pfaff’scbe Aggregat der Ordnung das mit Hiilfe der 
Elemente genau nacb denselben Regeln gebildet wird, wie das 

Aggregat {i^i^ .. mittels der Elemente (4^) 20)* 

Nacb Art. 36 gilt dann die Identitat: 

[ii% • • (1, 2; . . 2A, \ . . «2.0 . 

Yerscliwinden also ftir eine bestimmte Zahl s alle Pfaff’schen Aggre- 
gate der Form 

(1, \ . . i^s)^ 

so gilt dasselbe Yon alien Ansdriicken . . i 2 s] und nmgekehrt. Bilden 
wir daker die beiden scbiefsymmetrisclien Matrices: 

(5) II [b II (h it' ===== 0; 2 a -f- 1, 2 a + 2, . . % . , -f* r) 

(6) \\[i,h]\\ ii,h=^ 2A + l,2A + 2, .. n + 0 

und bedeuten 20, 2(7' ihre Eangzahlen^ ferner 2q nnd 2q' wie vorbin 
diejenigen der Matrices (Sr) nnd (Cr), so erhalt man mit Eixcksicbt 
anf Art. 26 die Beziebnngen : 

(7) 2^ = 2A -f 2(7; 2q == 2A + 20 '. 

Ersetzt man aber in der Matrix (5) die Ausdriicke p, Jc] durcb 
ibre Werte (4), so folgt aus den Eechnungen von Art. 219^ 220 sofort^ 
dafs diese Matrix nacb Division ihrer Elemente mit H- jP und passender 
Anordnnng ihrer Zeilen und Spalten folgende Form annimmt; 
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0 

0 . . 

0 

(/i)o 

(A)o 

. . {fr)o 

0 

0 . . 

0 



• • ^ 

■ (A)o 

- (/i)* • ■ 

- (/i)«-. 

0 

(/’i/’a) 

• • {Mr) 

■ (/r)o 

— (/r)l • • 


(.frA) 


. . 0 


Die lilammersymbole (g))s und (g?/*) haben dabei dieselbe Bedeiitung 
wie in Art. 220. Das Schema (6) entstebt ans (Br) durcb Streicbung 
der ersten Zeile und Spalte; wir wollen die so entstebende Matrix 
mit (Gr) bezeicbnen. Die Relationen (7) liefern dann mit Rucksicbt 
auf Art, 236 den wicbtigen Satz: 

Es sei A ein B faff' seller Ausdruck der Klasse % — 2X; hedeuten 
dann f^ . . fr (r < n) irgend ivelclie unaNidngige FunMionen der Varidbeln 
Xj und Sind 26, 2 o' die JRangmhlen der beiden Matrices (Bf) %md {Gf), 
dann und nur dann redu^irt sich A vermbge der Belationen 

(8) = f, ==C2; .. /; = c, 

auf einen Ausdruck Aq in n — r Varidbeln, der fur beliebige Werte Ci 
die Klasse 

Xq == 0 — |— 0 “|— 2 k — 2 r 

besitzt, 

239. Durcb Angabe der Zablen k, r, Xq sind die beiden Zablen 
6, 6 offenbar eindeutig bestimmt. Setzen wir Xq = 0, so folgt: 

Damit die Belationen (8) fur beliebige Werte Ci ein Integral- 
dguiuedent der Pfaff'sclien GleicJiung A — 0 darstellen, ist notwendig 
und hinreicJiend, dafs in der Matrix (By) sdmtlicJie 2r — 2 k 2~reiMgen 
Hauptunterdeterminanten verschwinden. 

Darnacb ist 2r — 2 k der Minimal wert, den die Rangzablen der 
Matrices {Br) und {Cf) erreicben konnen^ falls f^ . ,fr unabbangig sein sollen. 

Nebmen wir in dem vorstebenden Resultat fiir r seinen Minimal- 
wert k, so folgt: 

Im Falle x = 2k stellen die Gleichungen 

(8) /i = — 

dann und nur dann filr beliebige Werte der Ct ein Integraldquivalent der 
Bfaff'seken Gleichung A — 0 dar, wenn man identisch hat: 

i 

(9) (/i)s = 9; {fit:) = 0 (i, Jl: = 1 . . r ; s = 0, 1, . . % — jc). 

Dafs die linken Seiten eines voUstandigen Integralaquiyalentes 
dem System V gentigen miissen^ ist uns ans Art. 205 bereits bekannt. 

21 ^ 
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240. Aus dein Vorhergehenden ergeben sicli noch die weiteren 
Folgerungen: 

Die Klasse des Ausdruclcs auf den sick ein Aiisdruck A der 
Klasse 2 A vemtoge des r-gliedrigen GrleicJimgensystems 

(10) /; = o .. /; = o 

redumt, ist gleicli <5 + a' + 2A — 2r, wenn 26 und 26' die Bang- 
mhlen hedeuten, die den Ilatrices (Bj^ und (Or) vermoge ( 10 ) mkommen, 
und wenn das Bfaff'sche Aggregat P vermbge ( 10 ) nicJit verschwindet 
Ist A ein Ausdmck der Klasse 2X, und Ulden die Gleichungen 
(10) ein nicM singiddres Integraldguivalent (Art. 190) der Pfaff'sclien 
Gleichung A = 0y so Jcann man die Variabeln x so mimerireny dafs 
das Pfaff'sche Aggregat P vermbge (10) niclit null ist, und es ver- 
scliwinden dann alle 2r — 2 A + 2-reihigen Hauptunterdeterminanten der 
Schemata (JBr) und (Or) vermbge (10) identisch, Umgekehrt, ist leMeres 
der Fall, ohne dafs P vermbge (10) null ist, so Ulden die Gleichungen 

(10) ein nicht smguldres Integralaquivalent der Pfaff'schen Gleichung 
A^O. 

Ein niclit singulares Integralaquivalent kaiin darnaci. niclit weniger 
als A-gliedrig sein, was wir aus Art. 191 schon wissen. Piir r — I 
folgt insbesondere: 

Die Belationmt 

(11) /; = 0,/; = 0, ..n = 0 

liefern damn und nur dann ein nicht singulares A-gliedriges Integral- 
aquiralent der Pfaff’schen Gleichungen J — 0, wenn alle Eelationen 

(fi), = 0 , (f,fk) = 0 (i,]c = I . . r-, s = 0, 1, . . n — 2l) 

vermoge ( 11 ) erfiillt sind. 

241. Fur den hedingungslosen Ausdruck 

H \-PmdXm 

in den 2 m unabhangigen Veranderlichen Xi, pi hat man, wie die Aus- 
rechnung lehrt: 

+ P = — 1 , 

wahrend das Klammersymhol ( 95 /) diejenige Bedeutung erhalt, in der 
es zuerst yon Poisson gebraucht wurde: 
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Bescliranken wir uns you vornelierein auf diejenigen Integralaquivalente 
cler Pfaff’schen Gleichung Sp^dXi = 0, die in den homogen sind 
imd die Gleichnngen 

= 0 . . = 0 

nicht enthalten^ und deuten wir dementsprechend die x,pi als homogene 
Elementkoordinaten des Raiims so fiihren die Ergebnisse der 

letzten Artikel unmittelbar zu folgenden Satzen, in denen das Symbol 
((pf) in der Bedentung (12) gebrancht wird: 

Sind die r FunUionen /i . . /i* der 2 m Verdnderlichen von ein- 
ander imdbhmgig md in den p, liomogen niilUer Ordnung^ md ist 
2r — 2 m der Rang der Matrix 

(13) ||(/:/x.)!| = 

dann and mir dann stellen die Relatimen 


fl • • fr 

fiir jedes helieUge Konsfantensystem c, eine Elernent-M^m—r—i des Ranms 
Rm{x ^ . . Xm) dar. 

JDamit die Gleichungen: 

f){x^ . , XmP^ . ,p,r^ = C, = 1 . . m) 

fur leliebige c, eine Element-Mm-i des JR^ darstellen, ist notwe^idig und 
Mnreichend, dafs die ft von einander unabhdngig und in den Pf liomogen 
nuUter Ordnung seien^ und dafs alle Ausdriiclie: 




fc 1 . . 971 j 


identisch verschwinden. 

Ist das r-gliedrige GleicJiungensystem 


(14) 


. . XmPt ■ . iJm) = 0 (■» = 1 . . r) 


of, 


in den Jmnogen, d. h. verschwinden aUe r Ausdriklte "^Ps 


moge (14), so stelU es dann und nur dann eine Element-M^im—r-i dar, 
wenn vermoge desselbm die Matrix (13) den Bai%g 2r — 2 m hesitst; 
inslesondere erfiMt ein m-gliedriges GleicJiungensystem der Form (14) 
dann und nw dann die Ffaff’sche Gleichung Sp^dx^ = 0, wenn ver- 
mdge desselben alle AusdrueJce 



ifih) 


null sind. 

242. Im Falle x == 2 A — 1 seien die Aggregate : 
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P' = (1, 2, . . 2A - 2j; Q (0, 1, . . 2 A - 1) 

niclit identiscL. null. 

vSctireiben wir Jetzt: 

so foigt aus Art. 36 die Ideutitat: 

. . «:3,,] / P'"-1 ( 1 , 2, . . 2A — 2 , fi, *2, • . ks), 

worin , hs irgond 2 s Zahlen der Reibe 

2 A — 2 Xy . . 'I'l -j- 1 . . -j- T 

bedeuten. Wir scliliefsen. jetzt wie oben^ dafs der Rang 26' der Matrix 
(15) (i,7c = 2A-l,2l,..« + r) 

mit dem Rang 2q' von (C>) in folgender Bezieliung stett: 

2q' = 2o' + 2k — 2. 

Mit Riioksiclit auf die Bedeutung der Symbole [ilc^ schreibt sicb aber 
die Matrix (15) nacb Art. 223 folgendermafsen : 



0 .. 

0 

{fi]o 

• • 

■ ■ {fr]o 

(16) 

1 

0 

— {/i}o • ■ 

0 

!/l } n—y. 
0 

{fifA 

\fr\n— 

■ • iM } 


{/r}o • • 

{fr } 71— X 

{frft} 

{m 

. . 0 


Aus den Identitaten (22) und (23) des Art. 224 foigt jetzt nnmittelbar, 
dafs diese Matrix in die nacbstehende Gestalt umgesetzt werden kann: 



0 

0 

{/l}o 

. . 

•• {fy]o 


0 

0 

Ifil 

• • 

• • [fr]i 

(Q 

0 . . 

0 

[fl]ii—y. 

. . 

• • [frln- 

1 

1 {/l}o • • 

1 

- [fil-y. 

0 

[fi/y 

• • im 

ii - {/;)o . . 

[/r]«— K 

[frfl] 


. . 0 


Diese Umformiuig vollziebt sicb in der Weise, dafs man in der 
Matrix (16) zunacbst die 2% 3*«, . . w — ;c + 1‘® Zeile und Spalte mit 

dem Quotienten J-, multiplizirt, sodann die mit geeigneten Funktionen 

multiplizirten Elemente der ersten Zeile und Spalte zu den ubrigen 
Zeilen bezw. Spalten addirt. Durcb alle diese Umformungen bleibt 
aber der Rang der Matrix (16) ungeandert (Art. 12). 
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Verstehen wir schliefslicli unter dem Symbol [^7b] folgenden Ausdruck 
[ilc] -r (0, . . 2A — 1, ihl 
so scMiefsen wir aus der Identifat 

J -- ^ (0; 1^ . . 2 A 

wie vorbin^ dafs der Rang 2(5 der Matrix 

(17) \\[ih]\\ (i,'k = 2X,2X + 1..7i) 

gleich 2p — 2X ist^ wenn mit 2q derjenige von (Br) bezeiclmet wird. 
Die Matrix (17) entstebt aber aus (Gr) offenbar dadurcb, dafs man die 
erste Zeile und Spalte fortlafst; das so entstebende Schema werde mit 
(Br) bezeicbnet. Mit Riicksicbt auf Art. 236 ergeben sicb jetzt der 
Reibe nacb folgende Satze^ die alle unter der Annabme 

% = — 1; P'~N0; =|= 0 

gelten: 

1) Sind undblidngige Fm%'ktionen von x^..Xny so redumt 

sick der Pfaff'sche Ausdruck A vermoge der Melationen 

(18) . . fy, = Cr 

auf einen Pfaff^schen Ausdruck mit 7% — r Varialehz, der fiir heliebige 
Werte der Konstanten Ci die Klasse 

(19) ^0 = (5 + <?' + 22 — 1 — 2r 

hesUdy wenn mit 2(5 und 2(5' leB, die BangmMen der Matrices 

II r/vi ffl [//■/*] {/^'lo [A’]« 

m ; (a) {/Wo 0 0 

‘ [M 0 0 

(i^ k = 1 . . r* s = Ij 2j . , n — x) 

lemcJinet werden. 

2) Die Belationen (18) stellen nur dam^y aher auch stets dann fiir 
leliebige Ci ein Integraldquivalent der Pfaff'scken Gleiclmng J — 0 dar^ 
wenn die Matrix (Br) den Bang 2r — 2X hesitd; der Bang von (Br) 
kann 7ucht < 2r — 22 sein, wemz die Funktionen f^ , . fr U7^al)}ldngig 
sein sollen, 

3) Damit die Gleichungen 

fi ~ /g ~ ^2 • * h ~ 

ein voUstdndiges Integraldquivalent vo7% ^ = 0 hilden, ist notwendig und 
hinreichendy dafs die Gleichungen 

m,E^o,im=o 

fur alle Indices s = l, . . n — i,h = l .. I identisch hesteJien. 
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4) Verschwinden vernioge des r-gliedtrigen Grleiclitnigensystenis 

(20) /i = o, /2==o, .. /; = o 

die Ffaff’schen Aggregate P' und Q nicht identisch, so ist die Klasse 
des Pfaff’schen Ausdruchs aiif den sicli A vermoge (20) redusirt, 
ditfck die Forinel (19) gegehen, wenn 26 uiul 26' die KangMhlen ie- 
seicJmen, die den Alatrices (Pr) und (C>) vermoge des Gleichungensystenis 
(20) suloimun. 

0) Bildeit die Gleickmigen (20) ein r-gliedriges Megraldguivalent 
der Pfaff’schen Qleichung A — 0, und sind inshesondere die FimMionen 
P' und Q vermoge (20) nicht null, so verscJiwinden in dem Schema 
(Bf) vermoge (20) alle 2r — 2 X 2-reilvigen XInterdetermimnten; mi- 
geMirt, ist dies der Fall, ohm clafs P' oder Q vermoge (20) verschvinden, 
so bilden die Relationen (20) ein nichtsingulares Integrcddguivalent der 
Pfaff’schen Gleichung A = 0. 

6) Fin nicht smgiddres Integraldguivcdent von A — 0 mufs miri- 
destens X Gleiclmngen enihcdten; die Edaticmen 

A = 0, . . /i = 0 

lilden dann und :nur dann ein X-gliedriges Integraldquimlent, wenn ver- 
mbge derselben alle AusdriicJce [/)]j, [///J verschwinden. 

243. Fur den bedingungslosen Ausdruck 


ds fmdXm 


in den 2 m -f- 1 Variabein s, x,-, p-, bat der eckige Klammerausdruck 
folgende Bedeutung: 


( 21 ) 




1 







+ F 



> 


wie man entweder dnrcb direkte Recbnung oder aucb aus Art. 260 
erbennt. Aus der vorigen Nr. folgt jetzt: 

Famit die Belationen 


fis, . . X,nPi . .Pn) = C, (i = 1 . . f) 

fiir belieUge c, eine Flement-M^m+i-r des Baums Mm+i (.s«i - . x„^ dar- 
stellen (Art. 177), ist notwendig umd hinreichend, dafs die Matrix 


! 0 

vm 

[m 

Wr] 

vm 

0 

\m ■■ 

\Mr] 

li [m 

vm 

{frh\ • • 

0 


( 22 ) 
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worm das Symlol \(pf] die Bedeutung (21) hat, den Bang 2r — 2 m — 2 
hesit^e, und es ist dies der Tdeinste Wert, den dieser Bang annehmen kann, 
ivenn die Fimktionen fx^ -fr MmicMlich der 2'm 1 Variabeln 0, p, 

•imabhangig sein sollen, Inshesondere stellen die Gleichungen 

fx ^x ’ * /wi+l 

dann nncl mir dann fur beliebige cine Elenient-Mm dar, wenn sdmP 
liche 1) Ausdriicke der Form: 


« 

( 28 ) '2 


£4' 

d'p. I dx dz 


, K_ 

dz 


idmtisch mil sind. 

Das r-gliedrige Gleicliungensystem 

(^24^ fi x-y . . X/jjijy-y . . — 9 


(i = 1 . . r) 


definirt dann und nur dann eine El&inmt^Ms,n+i-r, wenn vermoge des~ 
selben alle 2r — 2m-reiMgen Unterdeierminanten des Schemas (22) ver- 
schwinden; inshesondere liefern die Gleichungen (24) dann und nur dann 
eine Elernent-Mm, wenn r = m -f- 1 und wenn vermoge (24) cdle Aus- 
drUcke (23) verschwinden. 

244. Der zuletzt aasgesprocliene Satz lafst sicli oine ZuMfenalinie 
der allgemeinen Tlieorie des Pfaff’schen Problems beweisen. 

Zu diesem Zwecke gebrauchen wir das Symbol {(pf) im Folgenden 
immer in der Bedeutung (21), und beweisen zunacbst die Tbatsache; 
Sind die beiden r-gliedrigen Gleichongensysteme 

(25) f,(z, . . x,nPi • . 25w) = 0 («■ = 1 . . r) 

(26) . g)i(>, a?! . . .jp,b) = 0 (i==l..r) 

aquivalent (Arti 42), und bestehen die r(r — 1) Identitaten f/I/it] = 0 

vermoge (25), so verschwinden aucb alle Ausdriicke \(pt(p^ vermoge 
der Gleichungen (26). 

In der That, das Gleichungensystem (25) gestattet der Annahme 
naeh die r infinitesimalen Transformationen 


mithin (Art. 55) gestattet auch das System (26) diese infinitesimalen 
Transformationen, d. h. es verschwinden aHe Ausdriicke [fitpi] vermoge 
(26), also auch vermoge (25). Da nun identiseh [/sqoi] = ~ \spkfi\, 
so gestattet das Gleichungensystem (25) die r infinitesimalen Trans- 
formationen Y],f . lq>kf'\ und dasselbe gilt sonach (Art. 55) auch fur 
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das aquivalente System (26), d. li. alle Ausdriicke [(pi(pi-\ versekwinden 
vermoge (26). 

245. Es moge jetzt das m + 1-gliedrige Gleickungensystem 
(27) /; = o, ..A+i = 0 

die Eigenschaft besitzen, dafs alle “h 1) Helationen 


( 28 ) 




vermoge (27) erfullt sind. Dann konnen die /] nicbt aUe von s un- 
abbangig sein.^) Andernfalls besafsen namlich die Gleichungen (28) 
folgende Form; 


^ ydp, dx^ dx^ dpj 


(i, Ic — 1 . . m -j- l). 


Also besafsen die linearen Gleicbungen 


(29) 



Hl 



dx^ 


= 0 


{i = l . 


die m 1 Losungensysteme 

dx^" dxj dp^’ 



^Pm 


(Ic — 1 . . m 1), 


und es waren also entweder die Gleichnngen (29) oder die Grofsen- 
systeme (30) vermoge (27) niebt linear unabbangig, also bildeten die 
Gleicbungen (27) kein m 1-gliedriges Gleicbungensystem im Sinne 
von Art. 40. 

Darnacb lafst sicb eine der Gleicbungen (27) nacb s auflosen; 
durcb Elimination von s erbalten die iibrigen Gleicbungen die ■Form: 

(31) cp,{x^ . . ^ («=1..W). ' 

Kann man aus diesen Relationen I und nicbt mebr unabbangige Glei- 
chungen zwiscben den x allein ableiten: 

(32) . .Xm) = 0, • . . . x„^ = 0, 


1) Dies ist auch eine Folge der Thatsache, dafs fur den Pfaff’schen Aus- 

O ^ 

drack J zz dz — Z^.dx. das Symbol {/}q die Bedeutung g™ bat, und dafs der 

Rang der Matrix die fur unsern Pfaff’scben Ausdruck nacb der Vor- 

scbrift des Art. 242 zu bilden ist, nicbt null sein kann; andernfalls ware die 
Klasse des Pfaff'scben Ausdrucks, auf den sicb z/ yermoge (27) reduzirt, <(0. 
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so Biiissen sich die Gleichungen (31) naeli m — I von den Variabeln 
Pij etwa nach • -Pm anflosen lassen: 

(33) x,X 

Dann mufs man, bebanpten wir, die Grleichungen (32) nack x-^ . . Xi 
anflosen konnen ; andernfalls wiirde aus (32) eine Gleichung in 
XiJ^-i . , x,n allein folgen, nnd ware diese letztere etwa in der Form 

XiJ^X Co(XiJi^2 • ' ^2/i) 

auflosbar, so tatte man 

K)] zrz: 1, 

was unmoglich ist, da der links stehende Ansdruck nach. Art. 244 
Termoge des Systems (27) yersckwinden mnfs. Darnacb ist das 
System (27) nach 

X^ . . Xij Pi^i . > Pm 


anflosbar, nnd kann also die Form erhalten; 


(34) 


— Xipi — W . .pi, Xi+t . . x„^ = 0 

Xi — . .pi, Xi+i . . ajm) == 0 (i == 1 . . i!) 

Ps—Wsip^.. pi, Xi+i ..x„) = 0 (s = l-\-l.. m). 


Xun hat man aber: 

PiXi — WfX, — TFJ = — Xi — 


oW 


[^ — a?! piXi—W,p,~W^^—p,-\- 


8W 

dx/ 


nnd die rechten Seiten mhssen vermoge (27) oder (34) verschwinden, 
woraus folgfc: 


(35) 




gTT . 

^Pi ’ 




, 8W 

dx. 


Kach Art. 175 befriedigt also das Gleichnngensystem (34), nnd 
mithin anch das System (27) die Pfaff’sche Gleichung 

— Pidx^ — PmdXm — 0, 

Umgekehrt, befriedigt ein w + l-gFedriges Gleichungensystem (27) 
diese Pfaff’sche Gleichung, so kann es nach dem zitirten Art. die E^'orm 
(34) (35) erhalten, wenn die Variabeln x)pf yon yorneherein passend 
nnmerirt werden, nnd die soeben dnrchgefiihrten Rechnnngen zeigen 
dann ohne weiteres, dafs die eckigen Klammeransdrucke, die aus je 
zwei linken Seiten von (34) gebildet werden, vermoge (34) null sind. 

Mit Rticksicht anf Art. 244 konnen wir sonach folgendes Theorem 
aussprechen; 
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JDamit ein m + 1-gliedriges Oleichmgensystem 
(27) /; { 0 , . . p,„) = 0 (i = 1, 2, . . » + 1) 

die Pfaff’sclie Glekhung 

(36) ds — p^dsSj^ Pm ciXm = 0 

hefriedige, ist notwendig und MnreicJiend, dafs alle AusdrUcke [/“,/ij ver- 
moge des Systems (27) verschwinden. 

Nebenbei folgt nocb der aufserst wicbtige Satz: 

JBefriedigt das m -f- X-gliedrige Gleidmttgensystem (27) die Pfaff’scJie 
Gleichung (36), und ist die Redation 

g)(2,X^..XmPi--Pm) = 0 

eine Fdlge des Systems (27), so gestattet das GleicJmngensystem (27) die 
infinitesimale Transformation 

246. Der ScMuIssatz des Art. 241 ergiebt sicb jetzt ohne weiteres. 
In der That, erfiillen m unabbangige Relationen: 

(37) f;(x^ . . XmPi . . i>,„) = 0 (i = 1 . . m) 
die Pfaff’sche Gleicbung 

p^dx^ \-pmdXm = 0 , 

SO befriedigen sie mit ^ = 0 zusammen die Gleicbung (35), und um- 
gekebrt. Dazu ist aber nach dem Vorigen notwendig und binreicbend, 
dais man vennoge (37) identiscb babe. 

[f, 0 ] = ^ = 0, W,] = {fS) = 0 {i,Tc = l ..m). 


Kapitel X. 

Yerwertung des Begriffs: ^infii^W^simale Transformation^' fiir die 
Theorie des Pfaff’schen Problems. 

§ 1. Beziekungen zwischen Pfaff’schen Ansdrucken und 
infinitesimalen Transformationen. 

247. Indem wir an die Begriffsbildungen und Satze der Art. 77 
und 78 wieder ankniipfen, ergeben sicb nicbt nur wesentlicb neue 
Gresicbtspunkte fur unsere Tbeorie, sondern aucb eine weit eiufacbere 
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und libersiclitlicliere Darstellung iiXr die Mehrzahl der bister ent- 
wickelten Satze. 

Es sei 


n 



1 


ein Pfaff’scber Ausdruck der Klasse ferner 


Xf — . . x^ 

eine infinitesimale Transformation der Variabeln x^ . . Xn (Art. 54). 
Dann bat das Symbol Xz/ nacb Art. 77 folgende Bedentung: 


( 1 ) 

worin 


7i 71 

xj~ 


1 1 


A — Cl>n^n 


nnd wie gewobnlicb: 


aa: 


■aki 


Saj, 

dxj^ dx. 


gesetzt ist. Wir fragen nun nacb alien infinitesimalen Transformationen 
Xf, welcbe die Pfaff'scbe Grleicbung z/ = 0 ungeandert lassen^ also 
einer Identitat der Form 


(2) Xz/ = q(Xj^X 2 ^ .Xn) ' a 

geniigen (Art. 78). Indem wir in dieser Identitat die Koeffizienten 
Yon dXi links und recbts yergleicben^ erbalten wir zur Bestimmung 
der unbekannten Punktionen A, das nacbfolgende Grleibbungen- 

system: 

n 

(3) «a.b = qai — ^ {i = l ..%)■ 

1 


(4) ^ ailk = Z 

1 

tJmgekebrt, geniigen die Funktionen A, .in diesen n 1 
Gleicbungen identiscb, so erfullt die infinitesimale Transformation Xf 
offenbar die Identitat (2). 

248. Wir betracbten zunacbst die Annahme A = 0. Die infini- 
tesimale Transformation Xf gebort dann der zu z/ = 0 adjungirten 
Scbar infinitesimaler Transformationen an (Art. 73)^ und die Relationen 
(3) (4) nebmen folgende Form an: 
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(5) = {i = l..n) 

( 6 ) = 0 . 

Machen wir zunachst die Annahme x == 2 Z — 1, so folgt aus (5) 
Q -L”_ 0 (Art. 103), und das allgemeinste Losungensystem der Grleichungen 
(5) (6) isfc eine lineare Kombination der folgenden n — x linear unab- 
hangigen Losungensysteme: 


(7) (s=l,2,..n-x), 

wenn wir die Bezeichnnngen von Art. 131 beibebalten. Damit ist 
gezeigt: 

Ist /I mi Ffaff’sdier Ausdmch mif ungeradem x, gemgt ferner 


die infinitesimale Transformation Xf i 
Form 


2 ' 


IL 

dx, 


eimr Identitdt der 


XJ = Q'/1 


%ind gehbrt sie gleiclmeitig der m A adjmgirten Schar infinitesmdler 
Transformationen an, so ist steis q = 0, und Xf hat die Form 

n — y. 

( 8 ) 

1 

darin sind Q 2 • * arbitrdre Funldionen der x, und man hat 

^ S.« ^ + • ■ + £.<■> (* - 1 , 2, . . « - 

wolei die Funlctionensysteme 

lx« • • 

n — X linear unahhdngige Losungen der linearen Gleichmgen 
X = 0, 2 %%a-k, — 0 (i = 1 . .n) 

ledeuten. 

Die Ausdrueke X/ sind also nicbts anderes als die linken Seiteu 
des zu A gekorigen. vollstandigen Systems W (Art. 131), und statt 
(8) konnen wir demnaeb unter Gebraucb der Symbole des Art. 222 
auck sekreiben 

“f" — h 

wo die 3 arbitrate Funktionen bedeuten.. Jede infinitesimale Trans- 
formation dieser Sckar lafst sonack nickt nur die Pfaff’scke Gleickung 
A = 0, sondem auck den Pfaff’scken Ausdruck J invariant (Art. 78). 
Im Palle x = n giebt es iiberkaupt keine infinitesimale Transformation 
mit den im Satze geforderten Eigensckaften. 



[ 249 ] § 1. Pfaff’sche Ausdrucke und infinitesimale Transformationen. 335 


249. 1st zweitens x == 21^ so besitzen die linearen Grleichungen 
(5) (6) n — X Losungensysteme (7)^ und ein weiteres^ das wir unter 
leichter Modifikation der Bezeicbnmigsweise der Nr. 128 so schreiben 
wollen : 

(9) .. i/o), 1 

und es folgt das Theorem: 

1st A ein Ffaff'scher Ausdruck mit geradem x, und erfUllt eine in- 
finitesimale Transformation der m A = 0 adjungirten Schar eine Identitdt 
der Form: 

( 2 ) 

SO liat sie die Gestalt 

( 10 ) QX,f+ • • + Qn-rX,-.f. 

Darin sind q, Qi . • Qn—y. ivillMrliche FtmJdionen und q ist mit dem in 
(2) auftretenden Falctor identisch; ferner ist gesetd: 

und die n — x 1 FunUionensysteme 

(7) .. 0 (5 = 1,2..^^^;^) 

( 11 ) 1 

bedeuten ebensoviele linear unabMngige Losungensysteme der GleicJmngen 

(5) 2^j,a,k = Qai (i = l..n). 

Darnach stellen die Grleichungen X^f = 0 . . Xn—Y.f= 0 das Yolh 
standige System W und mit X^f — 0 zusammen das System F dar. 

Der Ausdruck (10) lafst sich auch in der Form schreiben (vgl. 
Art. 220): 

n — y 

9(.f)o + X 

I 

Im Falle x = 2 ist die Schar (10) mit der zu J = 0 adjungirten 
Schar identisch, und unser Satz stimmt mit demjenigen des Art. 78 
iiberein, wonaoh eine Pfaff’sche Grleichung J = 0 dann und nur dann 
exakt ist, wenn sie alle infinitesimalen Transformationen der adjungirten 
Schar gestattet. 

Wird in (10) p = 0 gesetzt, so erhalten wir die allgemeinste 
infinitesimale Transformation, die den Pfaff’schen Ausdruck ^ invariant 
lafst, und der adjungirten Schar angehort. 
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250. Wir maclieii nunmehr die Annalime, dafs die simultane In- 
variante A der infinitesimalen Transformation Xf und des Ausdrucks 
A (Art. 73) nicht identisck null sei. Damit damn n-\-l Funktionen 

( 12 ) Q 

existiren, welcke die Relationen (3) (4) erfiillen, ist notwendig und 
hinreichend, dafs die Funktion A denjenigen Bedingungen geniige, die 
aus diesen Gleickungen durck Elimination der Grofsen (12) kerror- 
geken. Ist dies der Fall, so erkalten wir die Funktionen (12) kinter- 
ker durck Auflosung des nickt komogenen linearen Gleickungen- 
systems (3) (4). 

Um die genannte EHmination auszufiikren, werde zunackst k = 2X 
angenommen und unter 

(13) % . . 

ein beliebiges Losungensystem der linearen Gleickungen 

(14) ^ a^tii + 6ak = 0, = 0 {h = l ..n) 


verstanden. Multipliziren wir dann die n-\-l Gleickungen (3) (4) 
bezw. mit den Funktionen (13) und addiren sie, so folgt fur A die 
Bedinguiig: 


(15) 


2 


^ A 


die fur jedes bekebige Losungensystem (13) der linearen Gleickungeu (14) 
erfiiUt sein mufs. 

Fassen wir zunackst die n — x Losungensysteme (7) ins Auge, so 
erkennen wir, dafs A dem ToUstandigen System W geniigen mufs; 
sodann liefert uns das Losungensystem (11) fur A nock eine nickt 
komogene lineare partielle Differentialgleickung: 


Oder also 



8A 

8Xf 


= A 


XqA = A. 

Wenn wir dies Resultat mit den Entwickelungen des Art. 142 
vergleicken, und uns daran erinnern, dafs der gegenwartig mit X^f 

bezeicknete Ausdruck damals — ^ Xo/" bezeicknet wurde, so folgt: die 

Funktion A ist vollstandig ckarakterisirt durck die Bedingung, dafs 
der Pfaff’scke Ausdruck 



[ 250 ] § 1. Pfaff’selie Ausdriicke und infinitesimale Transformationen. 337 


die Klasse % — 1 = 21 — 1 besitzen mufs, und es ist in Art. 143 
gezeigt worden, wie man die allgemeinste Funktion A dieser Art durch 
eine Quadratnr ermitteln kann, wenn die Integrate des zu A geborigen 
Yollstandigen Systems V bekannt sind. 

Ist A solcberweise bestimmt, so baben wir^ urn das allgemeinste 
Losungensystem , .^nQ dor nicbt bomogeneu linearen Gleicbungen 
(3) (4) zu finden^ nacb Art. 14 zunacbst ein spezielles Losungensystem 
dieser Grieicbungen aufzusucben. Da k = 21 ist, so diirfen wir das 
Aggregat 

P = (l,2,..2l) 

als nicbt verscbwindend yoraiissetzen. Dann besitzen die Gleicbungen 
(3) (4) ein Losungensystem, fur welcbes verscbwinden, 

wabrend aus den Relationen: 

je 

(16) = = 

1 ^ 

ZU ermitteln sind. 

Haben nun die Ausdriicke P,i die in Art. 219 angegebene Be- 
deutung^ so gelten die Beziebungen 

^^auPik = 0 (h^l) 


I 

Multiplizirt man daber die Grieicbungen (16) mit Puc, Pu, • • P/Jcy 
so folgt durcb Addition: 


X 



wenn das Symbol (cpf) wie in Art. 220 definirt wird. 

Indem wir das allgemeinste Losungensystem von (3) (4) nacb 
Art. 14 bestimmen, und von den Elammersymbolen (J)s des Art. 220 
G-ebraucb macben, konnen wir folgendes Theorem aussprecben: 

Ist A ein Pfaff^scher Ausdruch der Klasse % — 21, und verscJiwindet 
das Pfaff'sche Aggregat P nicht identisch, so hat die allgemeinste infini- 
tesimale Transformation Xf, welche die Pfaff'sche Gleichung A = 0 
invariant Idfst, d. h eine Identiidt 

Y. Weber, Das Pfaflfacbe Problem. 


22 
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( 17 ) = 

hefriedigt, folgende Form: 

n n—z 

(18) ^ = (jf) + p(a + 2 

i 1 

Dabei sind pi . . Qn-y. arbitrare Punktionen der und q ist 
mit der in (17) auftretenden Punktion identiscb. Die Klammersymbole 
baben die in Art. 220 angegebene Bedentung; J ist eine Punktion 
von . Xn, welcbe dem folgenden System partieller Differential- 
gleicbungen geniigt: 

= 0 , = 0 , . . = 0 , 

(JX = A 

und man bat identiscb 

A ^ ‘ 

Setzt man in (18) so erb^t man die allgemeinste infini- 

tesimale Transformation^ die den Ausdruck A invariant lafst 

Aus diesem Satz erbalt man als Spezialfall das Theorem 249, 
wenn man A~0 annimmt. 

251. Im Palle % = 2X — 1 seien die Pfaff’scben Aggregate P) Q 
nicbt null. Die Punktion A mufs jetzt alien Relationen (15) gentigen, 
wo . . 7]n0 ein beliebiges Losnngensystem der linearen Gleicbungen 
(14) bedeutet. Da aber 6 = 0 eine Polge dieser Grleichungen ist, so 
kann fiir A eine beliebige Losung des zu A geburigen vollstandigen 
Systems W genommen werden. 

Ist A so gewablt, so besitzen die linearen Gleicbungen (3) und 
(4) ein und nur ein Losnngensystem p, fur welcbes die Punktionen 
identiscb verscbwinden, wabrend die iibrigen Unbekannten 
aus den % 1 Relationen 

^hc('ik — Q a/ = — — (i = 1 . . jc) 

( 19 ) 

1 

ermittelt werden. Haben jetzt die Symbols Qi], die in Art. 222 er- 
klarte Bedentung, beacbten wir ferner die Identitaten: 

xf Qi^ ”h Qok =0 (l^ h) 

1 

y. 

Qik “{- % Qdk = Q (k = 1 . , x) 
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und multipliziren wir die Gleichungen (19) init Qu • • Qy-k^ Qu 
respektive, so folgt durch Addition: 


Qh = — ^ Qii ^ Qoi 


und hieraus: 




un + Aif)„ 


Qok d f 

~^k 


wenn man die in Art. 222 nnd 223 eingefuhrten Symbole anwendet, 
und die Beziehungen 


Qok — — i; Qo^2x~i — P' 

beriicksiclitigt 

Fiir die Funktion p erbalt man aus (19) durcb. Multiplikation mit 
^0 1^02 • . QoxpO und Addition: 

9=(^)o. 

Naeh einer leicht zu verifizirenden Anderung der Vorzeichen 
ergiebt sich jetzt Folgendes: 

1st J ein Pfaff'seher Ausdmek der Klasse x — 2X — 1, und sind 
die Pfaff’sehen Aggregate 


P'-(l,2,..2A-2); ^=(0,1..2A-1) 
nicTit identisch null, so hat die aMgemeinste infinitesimale Transformation 

die einer Identitdt der Form 

( 21 ) XA = qA 

geniigt, folgende Gestalt: 

n — y 

( 22 ) xf= [An - ^ {/•} 0 + 2 Qsia • 

1 

Dabei sind die qi wUlkurliche Funktionen; die Klammersynibole haben 
dieselhe Bedeutung wie in Art 222 und 223; die FunUion A, die mit 
identisch ist, geniigt den Bedingungen 


[A]s eeO (s=lf2, , .n — 

ist also eine beliehige Lbsung des m A gehbrigen voUstdndlgen Systems 

22' 
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W, ini Falls h — n eine arhitrdre FunUion der Xj %md die anf der 
redden Seite von (21) auftretende FunUion q ist durch die Oleichung 

(23) Q = -{J}, 
definirt 

Die allgemeiiiste infinitesimale Transformation Xf, die den Pfaff’schen 
Ausdruch A invariant lafst, liat die Form (22)^ worin jetzt A den 
Bediugungen 

{ J = 0, [A]s = 0 (5 = 1 . . ^ — ;c)j 

d, h., also dem vollstandigen System V geniigen mufs. 

Der Satz des Art. 248 ergiebt sicb ans dem obigen als Spezial- 
fall {A = 0). 

252. Wir wenden uns nun zu einem Problem^ das zu dem soeben 
behandelten in gewissem Sinne dualistiscb ist^ namlich zu der Prage 

nach der allgemeinsten infinitesimalen Transformation Xf= 
welche eine Identitat der Form: 

(24) XA = d U(x^ . . Xn) 

befriedigt^ die also, 'wie wir auch sagen konnen, den Pfaff’schen Aus- 
druck A bis auf ein exaktes Differential dU ungeandert lafst. 

Die Identitat (24) kann so gescbrieben werden (vgl. Art. 78): 

n n 

XjXj —U) = 0 = Uai^i). 

1 1 

Sclireiben wir zur Abkiirzruig H statt U — J, so folgt: 


(26) 


11 


g-g 
3 re,. 


(i = 1 . . ri). 


Darnacb mufs H alien partieUen Differentialgleicbungen 

BE 




0 


geniigen, worin nji . . ein beliebiges Losungensystem der linearen 
Gleichungen 

(26) Hifjiaa = 0 ' (lc = l. .n) 

bedentet, also kann fiir H bei geradem x ein beliebiges Integral des 
Systems W, bei ungeradem x eine beliebige Losung Ton V genommen 
werden. 

Ist in dem zuerst genannten Fall das Pfaff’sche Aggregat P von 
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Null verschieden, so besitzen die Grleicbungen (25) ein Losungensystein 
. . Ia: 0 . . 0 wobei die f,* durch die Relationeii 


1 * 


definirt sind; daraus folgt abnlicb wie friiber: 



P dxj^ dx^ 


= - m, 


imd die allgemeinste infinitesimale Transformation Xf mit der ver- 
langten Eigenschaft fiat sonacfi die Form; 


n — 2X 


^f=2i‘w=- W) + 2 


Q n 

Da ferner die Koeffizienten der Ableitungen ^ in den Ausdriicken 

OX. 

(f)s Losiingensysteme der linearen Gleichungen (26) sind, so folgt leicbt: 


2Z 


2?. 


A 




a^Pn. dE 

dxj^ 


Es ist aber nacb der Bezeicbnungsweise des Art. 219: 


2X 


^ aiPik = — 


und andrerseits: 


2X 

■2 


r -P 


iH)o- 


Darnach findet man 


(27) ^ = 

(28) U=H-(E\. 

Im Falle % = 21 — 1 bedeute H ein Integral des vollstandigen 
Systems V und das Pfaff^sche Aggregat P' verscbwinde nicht identiscb. 
Wir ermitteln dann ein spezielles Losungensystem . . hx.-- 2 j 0 . . 0 
der Gleicbungen (25) mittels der Relationen 
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woraus sieh leicht ergiebt: 

2i— S 


2;i— 22;i— 2 




p;, dH .df 


JP' dx^ dx^ ’ 


[m 


Darnacb bat die allgemeinste infinitesimale Transformation, die 
einer Identitat der Form (24) geniigt, die Form 

71 — y. 

(29) = + 

^ 1 


worin die q willkiirlicbe Funktionen bedeuten. 

Da ferner die Koeffizienten % . .rjn eines Ausdrucks der Form 
[f]s der Grleichung Sa.rji = 0 geniigen, so folgt: 


2^—2 iX- 




SB 

P' dx. 


+ 





P' d Xj, 


+ Qo} 


und man findet sonacb: 


Cf=Po + i2-4- 


4^ p' ^^1.' 


ludem wir im Falle jc = 24 die Vorzeicben nocb etwas modifiziren, 
konnen wir unsere Ergebnisse so aussprecben: 

Die allgemeinste infinitesimale Transformation 


Xfi 


k j_k 


+ •• + !« 


M. 


welche einer Identitat der Form 


XJ = dU 

geniigt, hat im Falle « = 2 4 folgmde Gestalt: 

71 — y 

( 30 ) Xf={Hf)+'2v,(f)., 

1 

worin . . p„_,( arUtrd/re Funktionen bedeuten. Dahei ist H ein be- 
Uebiges Integral des 0 u J gehbrigen vollstdndigen Systems W, im Falle 
% = n eine willkurliche Funktion von %..««, und U hxt den W&rt 
{E\-K 

Im Fade x — 2X — 1 hat die allgemeinste infinitesimale Trans- 
formation der genannten Besehaffenheit die Form 
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(29) XC=(S/'] + (,.(fl. + 2'».[a 


worm Qs arlitrdre Fwnldionen^ und H ein beliebiges Integral des 
wUstdndigen Systems V bedeutet; U ist jetd diircli die Oleieliung 


21—2 


(31) 


U~Q, + HJr2 


^JcO 


dE 


definirf. 

Diese Resultate stimmen mit denjenigen der Art. 249 und 250 
iiberein. Macht man namlich in den vorstehenden Entwickelungen die 
Annahme U = also H^c — A, wo c eine Konstante bedeutet, so 
mufs A bei geradem % den Bedingungen des Art. 250 geniigen, und 
der Ausdruck (30) verwandelt sicb in die allgemeinste infinitesimale Trans- 
formation, die A invariant lafst. Ebenso liefert im Falle ^ = 2X — 1 
die Gleicbung (31) unter der Annahme U == c fur Qq einen Wert, der 
in (29) substituirt, die negativ genommene rechte Seite dieser Gleicbung 
direkt in den Ausdruck (22) iiberfuhrt, wenn man Art. 224 und die 
Beziehung } q = 0 beriicksichtigt. 

253. Aus dem vorstehenden Satze folgt noch das Korollar: 

Die allgemeinste infinitesimale Transformation, die einer Identitat 
der Form 


XA = dH 


und aufserdem der Bedingung 

A^Saih = 0 


geniigt, also der zu A adjungirten Schar angehort, hat im Falle %~2l 
die Form: 

n — X 

1 

und im Falle % = 2A — 1 die Gestalt: 


( 21 — 2 

? 






und es bedeutet H beidemale ein beliebiges Integral des zu A ge- 
horigen vollstandigen Systems F. 

Ferner folgt leicht: 

Q A 

Die allgemeinste infinitesimale Transformation die 

einer Identitat der Form 
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gemgtj hat im Falle ^ = 2X — 1 die Gestalt: 

n — X 

Qa 1/1 0 + ^ 

1 

unci man hat identisch: 

Bei geradem % giebt es nur seiche infinitesimale Transfonnationen der 
genannten Art, fiir die A = 0 isL 

§ 2. InTariantentheoretische Begriindung der Theorie des 
Pfaff’sclLen Problems, 

254. Verwandelt sich yermoge der Variabelntraiisformation 
(1) xf = q)i{x^x ^ . . Xi == . . xi) (i = 1, 2, . . n) 

der Pfaff^sche Ausdruck 

n 

A ~ ^ a,{x^x^ . . Xn)dxi 

I 

in den Ausdruck 

n 

^ a^ix^x^ . . x:)dx^, 

1 

ferner die infinitesimale Transformation 

n 

Xf — . . Xn)dXf 

1 

in die infinitesimale Transformation 

n 

X f = li (X.^ ■ Xn) j 

dann geht offenbar der Ausdruck XJ in den Ausdruck X'zl' uber. 
Infolgedessen wird sicb jede infinitesimale Transformation, die einer 
der Identitaten 

X^ = Qj- XJ = J’ XJ = dU 

geniigt, vermoge unserer Variabelntransformation in eine infinitesimale 
Transformation X f verwandeln, die bezw. der analogen Identitat 

X'd' = p'z/'; X' A = X'^’~d U' 
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geniigtj m, a. W.: die verschiedenen Kategorien infinitesimaler Trans- 
formationen, die im vorigen § studirt wurden, stehen alle zu dem 
Pfafi’sciieii Ansdruck ^ in invarianter Bezieliung. 

Wir erinnern noch daran^ dafs vermoge (1) 

n 

1 

dafs also A eiae simultane Invariante des Ausdruckes A und der in- 
finitesimalen Transformation X/* darstellt (Art. 73). 

255. Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir bei geradem % 
die beiden Scbaren infinitesimaler Transformationen: 

(2) Po(/*)o + Ql(f)l + f“ Qn--y,{f)ri--y,, 

(3) H h Qn-yXf)n~y, 

nnd bei ungeradem % die folgenden beiden Scbaren: 

(4) ^>o{/’lo + Ql[f]l + * • + Qn-y[f]n-~y, 

(5) 9l[f]l “I h Qn^y[f]n^y, 

worin die p/ arbitrare Funktionen bedeuten. 

Nacb Art. 249 ist der Ansdruck (2) die allgemeinste infinitesimale 
Transformation, die der zu A adjungirten Schar angehort und die 
Pfaff’scbe Grleicbung A — 0 nicbt ande'rt; da aber diese beiden Eigen- 
schaften invariant sind, so ist die Scbar (2) infinitesimaler Trans- 
formationen mit A invariant verknupft, d. h. vermoge der Variabeln- 
transformation (1) verwandelt sicb jede infinitesimale Transformation 
der Form (2) in eine infinitesimale Transformation X'f derjenigen 
Scbar, die zu z/' in derselben Beziebung stebt, wie (2) zu A, 

Ebenso ist die Scbar (3) bei geradem % (und die Scbar (5) bei 
ungeradem x) mit A invariant verknupft; denn der Ansdruck (3) 
(bezw. (5)) ist die allgemeinste infinitesimale Transformation der ad- 
jungirten Scbar, die den Pfaff’scben Ansdruck A invariant lafst. 

Ist ferner bei ungeradem a die infinitesimale Transformation Xf 
in der Scbar (4) entbalten, so geniigt sie der Identitat 

(6) XA = dJ 

und umgekebrt; da aber die durcb (6) ausgedruckte Bigenscbaft in- 
variant ist, so ist aucb die Scbar (4) mit A invariant verkniipft. 

JDamit ist aufs nme gemigt, dafs die leiden Gleichungensysteme V 
md W mit dem Pfaff'schen Ausdruck A invariant verknupft sind, 

256. Aucb die Vollstandigkeit der beiden Systeme Y und W 
folgt jetzt aufs Leicbteste. Wir bemerken vorab, dafs das Symbol XA 
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einen gowissen Pfaff’sclien Ausdnick bedeutet; ist dann Yf irgend 
eine andere infinitesimale Transformation, so baben wir unter dem 
Symbol YXA einfach den Pfaff’schen Ausdruck YJ^ m versteben. 

Es mogen nun die Symbole Xf, Yf irgend zwei infinitesimale 
Transformationen der Scbar (3) oder (5) bedeuten, je nachdem % ge- 
rade oder ungerade ist. Dann hat man 

Y^ = 0 

unci infolge dessen 

XYJ~0, YXJ = 0. 

Setzen wir daber 

Zf^ X{Yf) - Y{Xf) - 2 ’ 

so folgt aucb Z/1 ~ 0. Urn also zu zeigen, dafs die infinitesimale 
Transformation Zf wiederum der Scbar (3) (resp. (5)) angehort, baben 
wir nur nacbzuweisen, dafs sie in der zu z/ adjungirten Scbar ent- 
balten ist, d. b. also der Identitat + * ’ + 

Wir scbreiben zu diesem Zwecke 


und mitbin: 


also 



( 7 ) tn^Xrin-Yln^ 

Nun bat man nacb Voraussetzung: 

( 8 ) = = 

oder, indem man auf diese Identitaten die Operationen Yf bezw. Xf 
ausubt: 

/gN XI aji Y^h Yah = 0 

X ajcXrih X rihXah = 0 , 

also durcb Subtraktion: 

n n 

( 10 ) 0 = 2 + 22 

1 I 

und unsere Bebauptung folgt jetzt unmittelbar aus der Tbatsacbe, dafs 
die recbts stebende Doppelsumme null ist, da ja die Ih und ru, nacb 
Voraussetzung die Relationen: 
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(11) Cfjhh'ik — Of C^hh'^k = Q 

1 1 

erfiillen. Die Vollstandigkeit des Grleichungensystems W ist damit 
sowoH fiir gerades als aucii fiir ungerades % iiachgewiesen. 

257, Um dasselbe fiir das System F zn zeigen^ nehmen wir zii- 
nacbst % = 2l an und verstehen nnfcer Xf wiederum eine beliebige 
infinitesimale Transformation der Schar (3). 

Scbreiben wir jetzt X^f fiir {f)^, so hat man nach Art. 249: 

= X^ = 0, 

mithin 

XX^J = 0, X^XJ = 0, 

alsO; wemi 

Zf=X{X,f)-X,{Xf) 
gesetzt wird: * 

Z^ = 0. 

Darnach lalst die infinitesimale Transformation Zf den Pfaff’schen 
Ausdruck Z invariant; sie gehort aber iiberdies der zu Z adjungirten 
Schar infinitesimaler Transformationen an. Letzteres folgt genau wie 
in der vor. N"r,, wenn man darin Yf durch XJ' ersetzt. Darnach lafst 
sich Zf in der Form (3) darstellen, mithin bilden die partiellen Differential- 
gleichungen 

(/■)o = 0, .. (/•)„_. = 0 

ein vollstandiges System^ was zu zeigen war. 

Auch im Falle k — 2K — 1 gelten die Identitaten (9), wenn 
Yf durch \f]^ = X^f ersetzt wird; dies folgt unmittelbar daraus^ dafs 
die Koeffizienten . . 'Jjw der infinitesimalen Transformation {f}o der 
Identitat 

+ * * “f" = 1 

Geniige leisten. Ist ferner Xf = eine infinitesimale Trans- 

formation der Schar (5)^ so ist die erste Gruppe der Identitaten (11) 
erfiillt, und aus (10) folgt jetzt sofort, dafs die infinitesimale Trans- 
formation 

Zf=X(X,f)^X,{Xf) 

der zu Z adjungirten Schar angehort. Ferner hat man nach dem 
Schlufssatz des Art. 253: 

XqZ ^0, XZ = 0, 

also auch 
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ZJ = 0, 

tind mithm ist Zf eine infinitesimale Traiisfonaation cler Schar (5)^ 
womit auch bei ungeradem z die Vollstandigkeit des Systems V nacb- 
gewiesen ist. 

258. Wir fragen nun wie in Art 106 nach der allgemeinsten 
Variabelntransformation 

(12) = • «/«-i = ^ ■ • *»)? 

vermbge deren eine Identitdt folgender Form hesteM: 

n — 1 

(13) z/ s 9 (^, 2/j^ • • 2 /m— i) ■ ' ’ 2/»— • 

1 

Die Pfaff’sehe Gleichung J' = 0 gestattet offenbar alle infinitesi- 
malen Transformationen der Form 

(14) jr~0(/,2/,..2/M-i)|{, 


denn man bat identiscb: 


Q Ot 




uberdies gehort X'f, wie man sofort siebt, der zu adjungirten 
Sebar an. Hat also X'f, in den urspriinglicben Variabeln . . Xn ge- 
schrieben, die Form: 


(15) 


Xf=^ 


K 


+ •• + 




so folgt aus den Satzen der Art. 248 und 249 sofort, dafs Xf bei 
geradem % der Schar (2), bei ungeradem x der Sebar (5) angehoren mufs. 

Dmgebebrt, erfiillt Xf diese Bedingung, und sind . . <a„_i die 
n — 1 unabbangige Losungen der linearen partiellen Differentialgleiebung 
Xf = 0, so wird Xf rermoge der Variabelntransformation (12) (worin 
beliebig), die Form (14) erbalten. Es sei 

(16) z/' = 2? a,' (t, 2/i . . 2 /m- i ) dyt -f- o„' (t, . . 2/n-i) d t 

die transformirte Gestalt von z/. Da die infinitesimale Transformation 
(14) der zu z/' adjungirten Sebar angebort, so bat man vermoge (12) 
die identisebe Beziebung 

Satli s 0 — 0, 

also a/ = 0. Da ferner J' die infinitesimale Transformation (14) 
gestatten mufs, so folgt: 

X'J' = ^ ^ ^dyi~t ^ aldxji, 

1 1 
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also 

da! 

^ (J'J Vl • • 2/« — l) g ^ (^7 iJl • • yn — l) * O/i ; 

und daraus folgt unmittelbar^ dafs die Verbaltnisse der Koeffizienten 
. . an-^i von t niclit abhangen, dafs also in den neuen Variabeln 
. yn-~i gescbrieben, wirklicb. die Form (13) erhalt. 

Zugleich erkennt man^ dafs der in (13) auftretende Faktor q 
dann und nur dann von t unabkangig ist, wenn entweder k = — 1^ 

Oder wenn % — 2 X und Xf der Schar (3) angehort. Auch ersiebt man 
sofort, dafs die Eeduktion (13) dann und nur dann unmoglich ist^ 
wenn % — 2X — l = n, 

Damit baben wir die Pfaff-Grassmann’scbe Tbeorie mit alien 
daran sicb anscbliefsenden Satzen wiedergewonnen. 

259. Wir stellen uns ferner die Aufgabe, die allgemeinste Variabeln- 
transformation (12) anzugeben^ vermoge deren eine Identitat: 

n — 1 

(17) /I = dW{t, yy..yn -i) + X 2^2 • • yn-i)dyi = /I' 

*1 

stattfindet. Hat X'f die Bedeutung (14), so findet man: 

(18) Z'zr' = <j(5^; 

bat X'f\ in den x gescbrieben, die Form (15), so gelten vermoge (12) 
die Beziehungen: 

. ^ .dW .r 

A = = 

wenn mit A' der Ausdruck bezeiclmet wird, der aus A durch die 
Transformation (12) bervorgeht. Die Identitat (18) kann also ge- 
schrieben werden: 

(19) X'A' = dA’, 
mithin geniigt Xf der identiseben Beziebung 

XA = dA, 

nacb Art. 253 gebort also Xf bei geradem k der Scbar (3), bei un- 
geradem k der Scbar (4) an. 

Umgekebrt, ist dies der Pall, nnd sind cj^ . . g)„_i die Losungen 
von Xf—0, so erbalt Xf vermoge der Variabelntransformation (12) 
die Gestalt (14). Ist sc = 2yl — 1, so gilt die Identitat (19), wenn 
der durcb (16) dargestellte Pfaff’scbe Ausdruck A' die transformirte 
Gestalt von A bedeutet. Man bat daber: 
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“I" (?] j 


unci hieraus 


Oder also: 



dt 


i — c? ^ 


da! __ d% 
dt ~~ dVi 


(i = 1 . . w — 1). 


Wie in Art. 120 folgt tieraus sofort, dafs die Form (17) besitzt. 

Der Fall x — 2X kommt auf einen Spezialfall des Satzes der 
vor. Nr. heraus. Damit babeu wir dasjenige Verfabren, das in Kap. IV 
als „Jacobi’sehe Reduktion" bezeicbnet wurde, aufs neue abgeleitet. 

260. Wir versteben unter co-y . . Oy, irgend x unabbangige Integrale 
des zu J geborigen vollstandigen Systems TV, und unter cn^+i • • 
beliebige Funktionen, die mit den Torigen zusammen ein System von n 
unabhangigen Funktionen der Variabeln Xy . .Xn bilden. Fubren wir 
dann mittels der Formeln 


(20) yi = C3i(a?j ..x„) (i = l..n) 

statt der x die neuen Variabeln y ein, so erbalte ^ die Form 


( 21 ) 


r = %, 


.yn)dy,. 


Das Gleicbungensystem W nimmt jetzt folgende Grestalt an; 


( 22 ) 


8f 


= 0 . 


_?/_ == 0 .. lL = o 

Syy+2 


und infolge dessen gehort jede infinitesimale Transformation: 

(23) 0y^^(yy ■ ■ y^) ~ “1” • ■ ~f" (|/i ■ * y-n) 

der zu J' adjungirten Scbar an, und lafst Gberdies inTariant. Aus 
der ersteren Eigenscbaft folgt, dafs die Identitat 




0 




ffir beliebige 0 erfiillt ist, dafs also alle Koeffizienten iyj^i . . b„ identiscb 
verscbwinden. Da ferner alle infinitesimalen Transformationen (23) 

mitbiu aueb gestatten mufs, so folgt: 




y.'^l 
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■^[1 2 d b ; 

27 . = ii = l ..n-, s=^x-\-l. .n), 


dy. 


also hat J’ die Form; 


(24) 


Jg 

■yx)dy,, 

1 


imd es ist ein bedingungsloser Aiisdruck in den % Variabeln 

Umgekehrt^ soli z/ yermoge (20) auf die Form eines bedingungs- 
losen Ansdrucks (24) mit k Variabeln gebracht werden^ so miissen 
cj^ . . coji die Integrale des yollstandigen Systems W sein^ da die Glei- 
cbnngen (22) offenbar das zn dem Pfaff’schen Ansdruck (24) geborige 
Yollstandige System W bilden. 

261. Es seien jetzt g)^ . . i die unabhangigen Integrale des yoll- 
standigen Systems und die Punktionen (Dy , . . (Dn so gewahlt^ dafs 
die Pormeln (20) eine Yariabelntransformation darstellen. Vermoge 
(20) yerwandle sich der Ansdruck z/ in (21); das System V nimmt 
die Form 


(25) 



IL 


= 0 


an, und die mit J invariant verkniipfte Schar (2) (bezw. (4)) erhalt 
demnach in den neuen Variabeln die Gestalt: 


n 



worin die 6s arbitrare Funktionen von . -yn bedenten. 

Ist nun zunacbst so erscbliefsen wir aus dem Fmstande^ 

dafs jede infinitesimale Transformation (26) der zu dem Ansdruck 
(21) adjungirten Schar inflnitesimaler Transformationen angelioren 
mnfS; das identische Verschwinden der Koefflzienten hy, hyj^i . . hn- 
Da ferner die Gleichung J' = 0 die infinitesimale Transformation (26) 
gestattet^ so folgt: 

Sw-/., 

1 )C 1 


und hieraus fiir i = 1,2, . .x — 1 : 


2 








= pb,. 
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Wenn wir kierin i durck 7c ersetzen, nnd aus den so entstekenden 
zwei Gleickungen q elinainiren, so folgt fiir beliebige 0s die Identitat 


n 




= 0; d. k 


'^y., 



= 0 {s ~ K, . .n), 


also hat die Form: 

K— 1 

(27 ) = t(?/i ..«/„)■ 2 . . ^*_i) dyi . 

1 


Umgekekrtj soli z/ durck die Transformation (20) diese Form 
erkalten, so mussen die Losungen des zn J gehorigen 

Systems V sein^ da die Gleickungen (25) offenbar das zu dem Pfaff’schen 
Ausdruck (27) gekorige System V darstellen. Man erkennt auck so- 
fort, dafs die Funktion % yon den Variabeln . . 2/^^ nickt unabkangig 
sein kaniij da andemfalls der Ausdruck (27) eine Klasse ^ % — 1 
besafse. 

1st andererseits % = 2k — 1, so befriedigt die infinitesimale Trans- 
formation (26) fiir beliebige 6s ^iii® Identitat der Form: 



(ygl. Art. 253). 
Hieraus folgt: 


und mitkin: 

(28) 




’iV 

2 ' 




r 1 


. n). 


Hieraus schliefst man, dafs der Pfaff’sehe Ausdruck 


ein exaktes Differential wird, -wenn man als 

Konstante betrachtet. Bezieken wir also das Symbol d auf alle Variabeln 
. . yn, so folgt: 



K — 1 

1 


drp 

^Vi 


dyt\ h,~ 



Aus (28) sckliefsen wir jetzt: 
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also: 


und es folgt: 


dip 


{dip\ f ^ 

\Wi) 




x—1 


y. — l 


(29) z/' = ^ hidyt + l,dy, = dy){y^ - • «/») + -yy.-i)dyi. 


Offenbar kann ^ von ^ -yn nicbt nnabbangig sein. 

Man erkennt auch leicbt umgekebrt^ dafs wenn z/ vermoge (20) 
die eben bingescliriebene Form erhalten soil, die Funktionen coi .. 0^,-1 
dem vollstandigen System V geniigen mussen; denn die Grieicliungen 
(25) geboren zu (29) in demselben Sinne wie die Gleicbungen V zu 

Hiermit sind alle Eigenschaften der Systeme V nnd W aufs 
neue abgeleitet. 

Es sei noch bervorgehoben, dafs sicb der in Art 149 gegebene 
Beweis des Satzes, welcher der Clebscb’scben Rednktionsmetbode zu 
Grunde liegt, wesentlicb auf die Kovarianz der Systeme V nnd W 
stiitzt und daber aucb von unserm gegenwartigen Standpunkte. aus 
keiner wesentlicben Vereinfacbung fahig ist. Um also im Zusammen- 
bang mit den Entwickelungen dieses § das Fundamentaltbeorem zu 
beweiseii, baben wir nur die Scblufsweise von Kap. VI, § 2 zu wiederbolen. 


§ 3. Die ITormalformen der Klammersymbole. 

262. Der Pfaflf’scbe Ausdruck besitze die Klasse k = 2X und 
sei auf eine Normalform 


(1) 


A n 

d = ^ TCiix^X^ . . Xn)d^i{x^X2 . , x^) = ^ atdxi 


gebracbt; wir durfen annebmen, dafs das Pfaff’scbe Aggregat P nicht 
identiscb null sei, dafs also die % Funktionen Tti, binsicbtlicb x^ Xy^ 
unabbangig seien. Dann stellen die Formeln 

(2) = ^i(x^X2 • • j Tti = JCi(X’j^X2 . . X<j^ ^ ys — ' Xg 

(i = 1, 2, . . s = 1 . ,n) 

eine Variabelntransformation dar, die nacb den x^ aufgelost so laute: 

* ‘ 1, 2, . . 7^ 

^ x, = y, (5 + 1, ?c + 2, . . ^^), 

V. Weber, Das Pfaffsche Problem. 


23 
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Wir stellen uns die Aufgabe, zu ermitteln^ welclie Gestalt die in 
Art. 220 definirten Klammersymbole 

(9/0, (/).. (fX (X).-, 

annehmen, wenn man statt der Xi vermoge (2) die neuen Indepeiidenten 

(4) . . yn 

einfiilirt. 

Verstehen wir unter da die positive Einheit oder die Null, je 
nachdem die Indices i und h gleich oder verscbieden sind, so gelten 
vermoge der Transformationsformeln (2) oder (3) folgende identische 
Beziebungen: 

y y ^ — 1 ? 2 , . . X). 

V, — A 

" ~ 


■^md die, ^TC, 


Ferner hat man yermoge (1) identisch: 



Wir schreiben nnn 


dx. dx^j' 


( 8 ) 


3*, dx^ 

4‘ 


und bilden die Summe 





Setzen wir hierin fur und hrk ibre Ausdrficte (7) (8) ein, so 
ergiebt sich: 

yk^yi f ^ ^ i 

ydx^ dXf Zk^ ' dx. Zx^ Zn^ Zli J 

_ Vi ^ 

111 ^h)' 
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Die zweite dieser dreifachen Summen verschwindet nach (5) identisch, 
wahrend die erste folgenden Wert hat: 

Dieser Ausdruck reduzirt slch aber vermoge (2) oder (3) auf A>, 
und es folgt: 

X 

( 9 ) Ctik^rk ^ir* 

1 

Lassen wir jetzt i die Werte 1^2,..^ durchlanfen^ so erhalten 
wir zur Bestimmung der % Unbekannten hriK^ • * brx ®in System von 
% Gleichungen, deren Auflosnng folgendes Resnltat liefert: 

( 10 ) 

das Symbol Prk hat die in Art. 219 angegebene Bedehtnng; die da- 
selbst angegebenen Pormeln^ sowie die Identit'at 
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Auf Grrund einer alinliclien Reclinung wie soeben erhalt man yer- 
(7) und (8) die Formel: 

(f) — g/ ^ df ’V df __ 

Endlicli hat man wegen (5) (8) und (10); 

= IL h. f ^ 

= 'V fliK — liK], 

^ \^8®; 31; 31; 3 


Damit haben wir den folgenden Satz gewonnen: 

Isi J dn Ffaff’scher Ausdruck der Klasse % = 2X, und das 
Ffaff’sche Aggregat P=(l, 2, ..x) nicht identisch null, und hesitzt A 
die Normalform 

X 



so gelten vermoge der Variahelntransformation: 

iti = xiiix.^^ . . a:„); = x. 

(i = Ij 2, . . Aj s = 2 A -|- 2 A -j— 2^ . . n) 

die folgenden Identitdten: 


^ P.7. 7lf !),r, 


(9f)^227F^M^ 

11 I h. 


3 y df 8^ df j _ 


(11) ■ (/■)« _ ^ ^ H — 

(.=1,2, 


Wir wollen die bier gegebenen einfachen Ausdrucke fur die 
Klammersymbole (ipf) und (f); als deren „Normalformen" bezeicbnen. 

26s. Ebe wir an dieses wicbtige Tbeorem weitere ScbluTsfolgerungen 
kntipfen, wollen wir die analogen Eecbnungen aucb fiir denFallK=2A— 1 
durebfiibren. 
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Unter der genannten Annalime liabe z/ die Normalform 


x~~i 


( 12 ) 




sind dann die Pfaff ’schen Aggregate P\ Q nicbt identisch null (Art. 166), 
so liefern die Grleichungen 


(13) 


1 1 — — ^^(^l * • %i — 7ti(x^ . . 

1 yx~{-s X)(j^sy (J' 1 . . A 1 j S === 1^ Jt) 


eine Variabelntransformation, deren naob den Xi aufgeloste Form so laute: 


(14) 


1^1 Ai{tj il • • — If y*+l ■ • y«) (j' ^f ^f • ■ 

1«4 = 2/s (s = 3i + l..w). 


Yermoge dieser Transformation gelten die Identitaten (5) fiir 
— 1, und aufserdem noch die folgenden: 


(15) 

^klL°3 = i. 'Sill. ^ 

dXf. 8Xj^ oil 

= yp- 

dXj^ ^ 

— ' 

(16) 

dS 

(^=1. 

.n), 

(17) 

B 

III 

1 

CD) Ci3 

dx^ dx^J 



Wir schreiben jetzt: 

dx^ / dx^ dx\ , dx^ f dx^ 

+ + dtj_ 

dx^ 

CrO=^ — ^- 



Bilden wir dann den Ausdruck 


5 


X 



1 


indem wir fur ao: und Crk ibre Werte (17), (18) einsetzen, so ergiebt 
sicb mit Hiilfe der Identitaten (5) (15) (16) durcb eine etwas langere, 
aber unscbwierige Recbnung das Resultat; 


_i_ ^3: 


+ dt 


X—1 




dieser Ausdruck aber hat offenbar den Wert: 
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setzen wir daher noch. 
so folgt wegen (18): 


Srt 


dx^ 

Jt'’’ 


di zm CtQi zzz: 0/iOj 


(19) 



(i - 1, 2 . . !<) 


Die zuletzfc hingeschriebene Gleicbtmg ergiebt sich leicbt aus (5) (15) 
(16) und (18). Aus den k-\-1 Gleichungen (19) lassen sich die 
X -j- 1 TJnbekannten CroCrt . . Crx berechnen, und zwar ergiebt sich: 

QCj'k — Qrk (^j ^ * ^)? 


wenn Q^k die in Art. 222 angegebene Bedeutung hat. Daraus folgt: 







df dcp 
Wxi dx^' 


Eine leiehte Rechnung zeigt, dafs der zuletzt hingeschriebene 
Ausdruck vermoge (5) (15) (18) die Form: 


i— 1 / 

'SI 

^ \^7(^ dii 


J 





annimmt. Ferner veriflzirfc man ohne Mute die Bezieliung 

X 

-Ki, Qhs > 


und erhalt somit der Reihe nach 


r.. _ df + df 


^ 224 -fc 

df 


1 

X X 


' dx, 


U + k 


+ 22 


df 


11 « 1 


^ dt Bx^ 


= i£ ^yhlL ^ H 

_ df 

^ViX+k 
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Endlich gelten nocli die Beziehungen: 

di~ ^ dx^ dt ^ ^ ’ 

unter Grebraucli der Bezeiclinungen des Art. 222 aber bat man 

<3,0 = - P'; <3/0 = n'2x^i (i = l,2,,.K — 1) 

nnd es folgt: 



Indem wir diese Resultate zusammenfassen^ konneii wir folgenden Satz 
formuliren : 

1st A ein Pfaff'scher Ausdruck mit der Klasse % = 21 — 1 md 
der Normalform: 

X—l 

dlix^ — ^ . Xri)dl,{x^ ••x^, 

1 

imd verseJiwinden die Ffaff'schen Aggregate Q nichf identisch, so 
gelten vermoge der Variahelntransformation 

• • ^ 71)5 ^i(X-^ » . X<n^ 5 ^ ‘ ^(p^l * ’ 

Xy^^s (i == . . A s = Xp 2y . • n 

folgende Identitdten: 



Diese einfacben Ansdriicke fur die Klammersymbole wollen wir 
wiederum als die .^Normalformen" der letzteren bezeicbnen. 

264. Wir wollen nocb fur das in Art. 223 definirte Symbol 
{g?/} durcb Einfiibrung neuer Independenten einen einfacben Ausdruck 
gewinnen. In der Normalform (12) sind unter den oben gemacbten 
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..Annahmeii die x — 1 Fuiiktionen 7 t{l, hinsiditlich . . X2x—2 unab- 
bangig (Art. 167), daher liefem die Relationeii 

(21) ^ — ^*(^1 •* ^ n )] — " ^ i ( x ^ ..)5 (^=1.*A 1, s x..w) 

eine Variabelntransformation. Definirt man dann die Grofsen ha durch 


die Formel 


I Sn,, 21, dn,, 2 A / ’ 


SO lassen sich die Rechnungen des Art. 262 fast wortlicb auf den 
gegenwartigen Fall ubertragen, tind man findet: 


{<pf\ = 


ZZ P'Sx^dx,-Z 1 ^ 2 *, 21 , 



Dagegen yerliert {(pf) im allgeineinen seine einfache Bedeiitung, 
wenn man nicM die Transformation (21), sondern die Transformation 
(13) anwendet. Da aber diesem Klammersymbol spaterbin nnr eine 
geringe Wicbtigkeit ziikommt, wollen wir uns mit der Aufstellung der 
betreffenden Formel nicbt weiter aufbalten. 

265. Aus den Yorstebenden Entwickelangen ergeben sicb zunacbst 
die folgenden, scbon anderweitig (Kap. V) bekannten Tbatsacben: 

1st X — 21^ besitzt also J die Normalform: 

und fiibrt man vermoge (2) neue Independente ein, so erhalt das zu 
J geborige System W die Form: 

(s=l, 2. 

wabrend das n — ;c + 1-gliedrige Yollstandige System V die folgende 
Grestalt annimmt: 


X 



($ = , n — x). 


Das allgemeinste Integral Yon W ist also eine arbitrare Funktion 
der 7tij I,, dasjenige Yon V eine beliebige Funktion der tt,’, die in 
den uti bomogen nullter Ordnung ist. 

Ist im Fall x = 21 — 1 der Ausdruck (12) eine Normalform Yon 
so erbalten die Systeme V und W vermoge (13) folgende Formen: 
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Also ist das allgemeinste Integral von V eine arbitrare Funktion von 
die allgemeinste Losung von W eine solcbe von was mit 

den friiheren Resultaten ubereinstimmt. 

266. Indem wir die Resultate des Art. 263 mit denjenigen des 
Art. 251 in Verbindung bringen, erbalten wir ohne weiteres den Satz: 
1st X = 21 — 1 und besitzt ^ die Normalform: 

• • 7Ci — id^x — 

so erbalt die allgemeinste infinitesimale Transformation Xf^ die einer 
Identitat der Form 


( 22 ) = 

geniigt^ vermoge der Variabelntransformation (13) die Gestalt: 
^—1 r / \ / \ n 



dW df , df 


of (dW , 8W 



n — X 



Dabei bedeutet W eine arbitrare Funktion der % Funktionen 
nnd der in (22) auftretende Faktor q hat den Wert 

_ dW 

Q— gj • 


Insbesondere besitzt also die allgemeinste infinitesimale Transformation 
Xfj die der Identitat 

X^ = 0 

geniigt, die Form: 


V 1^8 IF df 


dW 8/^ 




df 


worin W eine Funktion der Grofsen it^i allein bedeutet. 

267. Die Resultate der vor. Nr. lassen sich noch auf zwei andere 
Weisen, ohne Bezugnahme auf die Variabelntransformation des Art. 263 
ableiten. 

Erstens namlich konnen wir fiir den Pfaff^schen Ausdruck: 


X—l 

J -EE dx%x-.x — ^ dXk 

1 

unter der Annahme, dafs . . Xn die Independenten sind, die Pfaff'schen 
Aggregate P\ Qy Qa etc. berechnen^ sodann nach den Vorschriften 
des Art. 251 die- allgemeinste infinitesimale Transformation aufstellen^ 



362 Kap. X. Verwertung des Begriflfs: iafinitesimale Transformation. [267] 

welclie die Pfaff’sclie Gleichung J = 0 loezw. den Ausdruck J nicht 
andert, und hinterlier dann die Grofsen . . Xn wieder durch die 
Buchstaben tjs ersetzen. Weit einfacber aber lassen sicb die 

Satze der Tor. Nr. direkt aus der Betracbtung der Identitat (22) ab- 
leiten. Wir -woUen dies fur den Fall x — n naber ausfubren. Dabei 
ersetzen "wir, um auf die Bezeicbnungsweise des Art. 174 ff. zuriick- 
zukommen, A — 1 durcb m, t durch 8, durch Xi und durcb pi, 
und scbicken zunacbst folgende Definition voraus: 

Fine infinitesimale Transformation 





dz’ 


worin die Ss, Hz, Z Funktionen der 2m 1 Variabeln 


(23) 8, X^ . . XzuPt ■ ■ 'em 

bedeuten, beifst eine „infinitesimale Berii'hrungstransformation“ dieser 
Variabeln (oder des Raums "wenn sie die Pfaff’scbe 

Gleicbung 

= d8 — p^ dx^ p„t dxm = 0 

invariant lafst, also einer Identitat der Form 

(24) XV~p(^,..i)»)-V 

geniigt. Bezeiebnen wir den Ausdruck 


(25) 



ew 

"dpi 


df , 

dx, + 


dPt a;, 00 J 


mit \_Wf\xp, oder auch, wenn kein Mifsverstandnis zu befiircliten ist, 
einfack mit [kT/*]; so nimmt der Satz der Nr. 266 folgende Form an: 

Die allgemeinste infinitesimale Beruhrungstransformation der 2m-|- 1 
Variabeln (23) hat die Form 

xf=[wa,,~w%, 


worin W eine lelieUge Funktion der Variabeln (23) bedeiitet^ und man hat 


XV — — 


dW 

dz 


• V. 


Die allgemeinste infinitesimale Beruhrungstransformation^ die iiberdies den 
Ausdruck V invariant Idfst^ hat die Form: 


m / 

yi 

yPidx. 


dx-dp.J 



worin S eine arbitrdre FunMion von x ^ . . XmPi ■ ■ p>n hedmtet. 
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Um unsere Behauptung zu erweisen, schreiben wir die Bedingungen 
dafiir auf, dafs die infinitesimale Transformation 


(26) 


Xf~Z 



Hi 


K 

dxi 



K 

dPi’ 


deren Koeffizienten Funktionen von s, x-^ . . pm sind, die Pfaff’sehe 
Gleiekung V = 0 invariant lasse. Man findet: 


m m 

XV = dZ— '^pMi - 2 n^dx, ~ qV, 
1 1 

d. L also: 



Setzen wir nun 


(27) TT = i), + JP2 ^2 + • • + 

so scbreiben sich diese Grleicbungen folgendormafsen: 


d_W 

dz 

dw 

dx. 

dw 

^Pi 


— e; 

= QPi — 7T; 


woraus fur die infinitesimale Transformation Xf sofort die Darstellung 

(28) Xf=[Wf]-wl^^ 


kervorgeht. Umgekelirt, kat Xf diese Form, worin W keliebig ge- 
waklt ist, so kat man 


XVe 




/ dW 

dx, 


I 

+ jt) 


dXi 


dw 

dz 


(dz — p^dx^ 


* pmdX'jff^ j 


was zu zeigen war. Der zweite Teil unseres Satzes folgt unmittelbar 
aus dieser Identitat. 

Ist dt eine unendlich Heine Konstante, so verwandelt die infinitesi- 
male Transformation (28) jedes Flacbenelement x ^ . -pm des Raums 
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Rm+i in uaendlicli benachbartes mit den Koordinaten 

.^ + . . jJm + dpm, wobei 



Dieses Nachbarelement liegt offenbar daim und nur dann mit 
dem urspriinglichen vereinigt, wenn die Koordinaten des letzteren der 
Relation W=0 genugen. 

Eine infinitesimale Transformation (26) gebort dann und nur 
da, tin der zu V adjungirten Scbar an, wenn ibre Koefficienten durcb 
die Identitat 

Z ~ Pm Sm 

verbunden sind. Die infinitesimalen Transformationen der zu V ad- 
jungirten Scbar, und nur diese baben sonacb die Eigenscbaft, jedem 
Flacbenelement des Bm+i ein benacbbartes, mit ibm Tereinigt liegendes 
zuzuweisen. 

268. Verbindet man im Falle x~2X die Resultate von Art. 250 
einerseits und Ton Art. 262 andrez-seits, so folgt obne weiteres: 

1st die Klasse x des Pfaff^scJien Ausdraeks A gleich 2 A, und 

^idti H” • • "f“ ^zd^z 


eine Normcdform von A, so hat die allgemeinste infinitesimale Trans- 
formation Xf, welelie eine Identitat der Form 

(29) XA^fzA 
hefriedigt, in den Independenten 

(30) 3tj . . %Z} • • iz) yx-\-s ifi \ . n 3c) 

gescJmeben, folgende Form 

X / \ X n — x 




8ii a®,- 




? 


wobei R eine Function der 2 X Variodzeln nnd in dm homogen 
ersfer Ordnung ist, d. h, also die Bedingung 


dE , , 




= H 


hefriedigt. Die Grofsen p, sind mUkwrliche Fmktionen der n Ya/riahelm 
(30) wnd g stimmt mit dem in (29) cmftretenden Faktor uberein. 

Wir betracbten insbesondere den Fall x — n = 2X, und sebreiben 
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dann Xi statt pi, statt 7Ci und m statt L Deuten wir dann die 
2 m Variabeln 


( 31 ) 


* • ^mPi • • Pm 


als bomogene Elementkoordmateii des Ranms Bm (x^x ^ . . x^) (Art. 182)^ 
so ist zu beachten, dafs die infinitesimale Transformation 



den Variabeln Xi keine Zuwacbse erteilt, die dagegen in pi{l dt) 
iiberfiibrt; also ibre Verbaltnisse ungeandert lafst; diese infinitesimale 
Transformation lafst also jedes einzelne Flachenelement (31) des Ranms 
Bm ungeandert. Wir bezeicbnen nun eine infinitesimale Transformation 





als eine ^infinitesimale homogene JBeruhrungstransformation^^ der 2 m 
Variabeln (31), wenn sie den PfalBf’scben Ausdruch 

V = p^dx^ + p^dx^ + • • + PmdXni 
invariant lafst, also die Identitat 
(32) XV = 0 


befriedigt, Dann liefert nns der vorige Satz unmittelbar die Tbatsacbe: 

Die allgemeinste homogene Beruhrungstransformation des Bm hat die 
Form 


wobei 




/re 


SPi dx. 


dx. dpi 


gesetd ist, und H dne FunUim der 2 m Variaheln x,pi ledeutet, die in 
den Pi homogen erster Ordnung ist. 

Dieses Resaltat folgt auch mit Hiilfe der aas (32) hervorgehenden 


Relationen: 


-f“ IIjc — 0 (1c — 1 . 

. m) 

(38) 

1 ^ 

r—l 

11 

o 

II 

.m), 

wenn wir 






366 Kap. X. Verwertung des Begriffs^: infinitesimale Transformation. [269] 


setzen und beacliten, dafs die Gleichungen (33) 
•werden konnen:^ 





jetzt so gescbrieben 


Die infinitesimale Transformation (Sf) fubrtdasFlacbenelement^/j?^- 
offenbar dann mid nur dann in ein benacbbartes ^ mit ihm vereinigt 

liegendes nber^ wenn seine Koordinaten die Gleichung ^ Pi = 0; 

oder, was dasselbe ist, die Grleicbung JS—0 erfiillen. 

269. Wir wolleii noch folgende Thatsache beweisen: 

Gestattet die JPfaff'sche GleicJmng 


J = ^ (^ 1^2 • * d^i — 0 
1 

die infinitesimale Transformation 

so gestattet sie alle Transformationen der von Xf ergeugten eingliedrigm 
Gruppe 

x! = F,(x^x^ . . xj) {i = l . .n) 

(Art. 54 und 210). 

Der Satz bleibt richtig, wenn die Worte: „die Pfaff’sebe Gleicbung 
z/ = O'' dnrcb die Worte „der Pfaff’sche Ausdruck ersetzt werden. 
Es ist zu zeigen, daXs fiir jedes beliebige Wertsystem 

(34) t,Xj^.. x„ 

eine Identitat der Form 


n n 

^ «i(Ji . . P’m) dFi = iCj . . x„) ■ ^ a, («i . . dx, 

1 1 

stattfindet^ wenn die Differentiate dFi unter der Annahme ausgefiibrt 
werden^ dafs t eine Konstante ist. 

Nacb. Art. 54 sind nun die Fi diejenigen Integralfunktionen des 
simultanen Systems 

df ~ ) (i — 1 . , n), 


die vermoge ^ — 0 bez. in Xi iibergehen; man bat daher 


(35) 


dF, 


,iF,F, . . f ;). 


dt 
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Ferner gilt der Aiinalime nack die Identitat 
(36) XJ = . . x„) • J , 

also besteken die Relationen; 

Xas-{- (s = l..n), 

und diese Identitaten gelten auck nock, wenn man die Xi durch die 
Buckstaben F{ ersetzt, d. k. man hat fiir jedes Wertsystem (34): 


(37) 


= . . F„)a,(F^ . . Fn). 

Wir schreiben jetzt: 

d, = _2 Si 

1 * 

dann folgt: 


w = 2: 2!‘ — m — + 

11 " A - 

11 

+ 2j2 ^ • 


115 . 

dtdx. 


dF, 


1 1 

Mit Rucksickt auf (37) folgt sonach: 


dU^ 

It 


’‘ = q(F,..F„)-U,. 


Da mitkin die Verkaltnisse der Uh von t niekt abkangen, dkrfen wir 
sekreiben: 

ZTifc — ^(^? ■ • *^7i) * ■ . Xf^, 

Setzen wir kierin t — 0 und beackten, dafs vermoge dieser Substitution 
dF. 

Fi in Xi, ferner in 1 oder 0 iibergekt, je naekdem i gleick Ti ist 
Oder niekt (Art. 52), so folgt: 

ak{x^ ..«„) = ©(O, ..Xn)- . . x„), 


and hieraus; 
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TT = 

* a (0, (Bj 


Qi ] 


was zn zeigen war. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze ergeben sicb folgende Korollare: 
Jede infinitesmale Beruhrmgstransformation 


iwf]-w% 


erseugt eine dngliedrige Oruppe von SeruJirungstransformationm der 
Varidbeln zx,pi: 

0 = F (S, . . XmPi^ . . pmt), 

X'l = Xi . . XmPi ..Pmt) (* = 1 . . W) , 

pi = ^iis, % . . XmPi • • prJ) («■==!.. m) . 

Jede infinitesmale Berulirungstransformation der Form 








worin H eine beliebige FunUion von . ,pm bedewtet, er^eugt eine ein- 
gliedrige Gruppe von Beruhmngstransformationen der Form: 

/ ^ -f TJ{X^ . . Xm,P^ ^^pm, t) 

x[ == Fiix^x^ ••Xm^p^.. Pmj t) (i = 1 . . m) 

pi = 0,(X^ . . XmyPi ^.Pmyt) (i = 1 . . m), 

die also der in Art 201 definirten besonderen Kategorie von Beruhrungs-- 
transformationen angehbren. 

Jede infinitesimale homogene Beruhnmgstransformation 


^i(d^df____dEdf\ 

worin E(x ^ . . XmPi . . Pm) in den pi homogen erster Ordnmg ist, mmgt 
eine eingliedrige Gruppe von homogenen Berilhrungstransformationen: 

Xi ======= Fi(X-^ . . Xp^p^ , , PmJ) 

Pi ^*(^1 * * ^mPi • • Pm^ (i 1 » • mij. 

270. Sind (p^ Tp^ % drei beliebige Funktionen der 2m Verander- 
licben . XmPi * • Pm inid bat das Klammersymbol {(pf) die Be- 

deutxing: 
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SO besteht die „JacoMsche IdmtitdP^: 

(39) + {i>i%9)) + (x(9>^)) = 0- 

In der That, die linke Seite dieser Gleichung ist eine Summe 
von Produkten aus je zwei ersten Ableitungen der Punktionen (p, 
Oder % in eine zweite partielle Ahleitung einer dieser Punktionen. 
Mit Riicksicht auf die Symmetrie der Identitat (39) geniigt es daher 
zu zeigen^ dafs deren linke Seite keine zweite Ahleitung von <p ent- 
halten kann. 

Terme, die mit einer zweiten Ahleitung von (p multiplizirt sind, 
koiinen nur aus den zwei letzten Gliedern von (39) entstehen. Schreiben 
wir nun 

Xip = (ip(py, Yg) = (x(p), 

so folgt: 

(^( Z9 >)) + = ^{^9) — ^(^9) 

und wir wissen aus Art. 57, dafs die rechte Seite keine zweite Ab- 
leitung von cp enthalt, was zu zeigen war. 

271. Sind jetzt 9 , % drei beliebige Punktionen der 2m4“ 1 

Verandeiiichen . . XjnPi . •Pmp und setzt man: 


( 40 ) 





SO besteht die ,,Mayer'sc]ie IdentiiM^: 

( 41 ) [<p x\] + [f 1 % 95]] + i% [9 ^]] = [^ %] + li 9] + If [9 ■ 


Wie im vorigen Art. zeigt man namlich, dafs die linke Seite 
dieser Identitat keine zweite Ableitung einer der Punktionen q)ip% ent- 
halten kann; es geniigt daher bei der Ausrechnung dieser linken Seite 
nur diejenigen Glieder zu betrachten, die keine zweiten Ableitungen 
enthalten. Die aus [(pbPx]] entstehenden Terme dieser Art sind nun 
die folgenden: 

f dcp . d(p\f d% 

dz j dp- dz dp-J ’ 

Vertauscht man hierin g)ip% zweimal hintereinander cyklisch, so 
folgt durch Addition der so entstehenden drei Summon in der That 
die rechte Seite von .(41). 

Es seien jetzt 9 und ip zwei Punktionen der Variabeln . . x^Pi • •Pm] 
dann hat man: 

n 

[99] = (9’^); [9^"] = 2 Ij. ■ 


V. Weber, Das Pfaffscbe Problem. 


U 
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Schreibt man nun 

(42) + 

so findet man durcli Anwendung der Mayer’sehen Identitat auf qj, ip, 0 : 

(43) (g) {ip)o) + ((^)o^) + (^ 9 ) = ((9>^))o • 

Der Ausdruck rechts bat die Bedeutung (o)^, wenn C3 = (ip tp) 
gezetzt wird. 

272. Die Identitaten (39) (41) (43) gelten auch, wenn man den 
Klammersymbolen ikre frxihere Bedeutung beilegt: 


i9f) = 


dx,.dx,^ 

11 * ' 



a, 


P 

■p 


!llC. 





Qtk dtp df 


und in (41) die Terme etc. durcli { gi ) ^ etc. ersetzt (Art. 223). 

Es folgt dies unmittelbar aus den Normalformen dieser Klammer- 
symbole. Man erkalt jetzt folgende Satze:^) 

1) Sind ip(x^..x„) und z^ei Losungen der linearen 

partiellen Differentialgleichung 

(tpf) = 0, 


SO ist die Funktion entweder eine Konstante oder ebenfalls ein 
Integral dieser Gleichung. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge der Jacobi’schen Identitiit. 
2) Sind 9 und ^ zwei Losungen der linearen partiellen Differential- 
gleickung 

(44) (/•)o = 0, 

so gilt dasselbe von jeder der beiden Funktionen; 

i'4'5'1 . (i<pip)1>) _ 

^ ^ (cpipy ’ {tpipy 

In der That, wegen (q}\ ~ = 0 nimmt die Identitat (43) 

folgende Form an; 

(46) 0) -f" (®)o = 0, 

"wenn a = (<pip) gesetzt wird. Ersetzt man aber in ( 43 ) die Funktion 


1 ) Tgl. Clebsch HI und IV. 
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(p durch coj so folgt wegen = 0: 

Mo^) + (^<o) = ((«>^))o, 

Oder also mit Rticksicht auf (46): 

(47) 2r + (r)o = 0, 

wenn T = (a>^) gesetzt wird. 

Aus (46) mid (47) folgt: 

• (^)o — 'p • (®^)o = 

also ist in der That ein Integral der Gleichung (44); fur den 

ersten Ausdruck (45) wird der Beweis ganz ahnlich gefuhrt. 

Bei diesem Satze wird natiirlich vorausgesetzt^ dafs die Ausdriicke 
(45) nicht konstant oder illusorisch werden. 

3) Sind (pj Tpy % drei Losungen der partiellen Differentialgleichung 
(44), so gilt dasselbe von den Funktionen: 

(AQ\ 

^ ^ iX9) ’ ( 9 '^)^ 

denn schreibt man Cii = ( 9 i^); a}'^(^;^), co" = {%(p)^ so folgen aus 
(43) die Identitaten: 

® + (®)o = «»' + (©Oo = a" + (©")o = 0 

und mithin; 

m =( 4 ) =(^) =0. 

Die drei vorstehendea Satze gelten selbstverstaadlich auch, wenn 
q>-ilJX Funktionen der Variabeln . . pm sind, und die Klammer- 

symbole ((pf) irnd (/’)(, in der Bedeutung (38) (42) genommen werden. 
Satz 1) verwandelt sicb dann in das sogenannte „Foisson’ sche Theorem", 
und die Satze 2) und 3) geben der leicht zu verifizirenden Thatsacbe 
Ausdruek, dafs die Funktionen (45) (48) in den pi homogen nullter 
Ordnung sind, wenn dies fiir tp, % zutrifft. 
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Kapitel XL 

Die DeflnitionsgleicliuBgeii der endlichen Berulirungs- 
traiisformationen/) 

§ 1. Die Definitionsgleielningen der endliclieii Bomogenen 
Beriilirungstransformationen. 

273. In den 2 m nnabliangigen Veraiideiiichen 

( 1 ) ^ 1^2 * • • ' P'in 

seien irgend 2m Funktionen . . Xjnf • . Pm gegeben^ welcbe der 
Identitat : 

m m 

(2) X ■ ■ 'dA) = X 

1 1 

Gentige leisten. Haben nun die Klammersymbole (cpf) nnd {f\ die- 
selbe Bedeutung wie in Art. 267 nnd 268, nnd beacbtet man^ dafs die 
linke Seite der Identitat (2) eine Normalform des Pfaff^scben Ausdrucks: 

V' p^dxm 

darstellt^ so liefert die Anwendnng der allgemeinen Tbeorie des 
Pfaff^scben Problems anf den Ausdiuick V' der Reibe nach folgende 

o 

Satze, von denen uns die drei ersten bereits bekannt sind: 

1 ) Die 2 m FmUionen 

(3) P,P,..Pm 

sind von einander undbhdngig^ d. h. die Gleicbungen 

(4) x[ = Xi] p'l = Pi — 

definiren eine Transformation der 2m Variabeln (1)^ nnd zwar eine 
bomogene Beriibrungstransformation. 

2) Pie Xi sind Mnsiehflich der pk homogen nullter Ordnung^ man 
bat also 

(5) (X/)q = p^ 4" — b Pm ^0 (?: = 1 . . m). 

Die Xi mtissen namlicb dem zu geborigen vollstandigen System V 
genugen, nnd dieses rednzirt sicb anf die einzige Gleicbung 

m 

(/')o = X^',g = 0. 

1 


1) Lie II Abt. 1. 
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3) Die Pi sind Mnsichtlicli der Jiomogen erster Ordnung, d. h. 
man iiat: 


( 6 ) (F.\ = P, 

denn der Pfaff’sche Aiisdruck - 4 - V' besitzt die Klasse 2 m — 1, also 

geniigt die Fuuktion ^ der niclithomogenen linearen partiellen Dif- 
ferentialgleiclmng : 

(/% + /*= ^ 

(Art. 142), ist also in den pk homogen der Ordnung — 1. 

Die beiden letzten Satze haben wir scbon in Art. 202 aus der Form 
der allgemeinsten bomogenen Berlibrungstransformation (4) erscblossen. 

4) Die Fimlitionen . . X^ genilgen den Identitdten 

(7) (XX,) = 0 (i, 7c = 1, 2 . . m). 


5) TJmgelielirtj Izemt man m nnabhdngige FtmUionen X ^ , . Xm der 
2 m Variaheln (1), ivelclie die Identitdten (7) erfiillenj und in den pf 
Jiomogen mdlter Ordmmg sind, so Lassen sicJi m Fanldionen . , P^ 
aiif eine imd nur eine Weise mit Eiilfe der linearen Gleiclhungen : 






ermittehi, derart dafs die Identitdt (2) stattfindet. 

Diese beiden Satze folgen uumittelbar aus den Entwickelnngen 
Yon Kap. IX, § 1 nnd 2 (vgl. aucb Art. 239 und 241). 

6) Fiir jeden Index v der'Beilie 1, 2, . . to — 1 Ulden die partiellen 
Differentialgleichmgen 

(8) (ft - 0> (2i, /■) - 0, _ 0, , . (X., /) = 0 

ein V “j- 1-gliedriges vollstdndiges System. 

Dies folgt ebenfalls unmittelbar aus Kap. IX, § 2, da ja die 
Gleicbungen (8) in der Terminologie dieses Kapitels nicbts anderes 
als das „Yollstandige System darstellen. Docb wollen wir fiir 
diesen Satz nocb zwei weitere Beweise aufstellen. 

274. Wir zeigen znnacbst die lineare XJnabbangigkeit der Glei- 
cbungen (8). Aus der XJnabbangigkeit der v Funktionen X^. .X^ 
folgt vor allem, dafs die v letzten Gleicbungen (8) fiir sicb linear un- 
abbangig sind. Es ist also nur nocb nacbzuweisen, dafs der Ausdruck 
(^f\ keine Linearkombination der Ausdrucke (Xi, f) sein kann. Hatte 
man identiscb: 
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V 

1 

SO wiirde folgen; 



und Heraiis: 

m V 

'^PkdXk = ^ QkdXk, 

1 1 

was nur fiir v = m, moglich ist. Zugleich erkennen wir, 

dais im Falle v = m die erste Gleickung (8) wirklich eine Folge der 
ubrigen ist, welch’ letztere linear unabhangig sind. 

275. Schreiben wir: 

so nimmt die Jacobi’sche Ideiititat: 

iW,, /)) + (Xdf, Xi)) + (/-(X-Z,)) - 0 

mit Riicksicht auf (7) folgende Form an: 

Z{T,f) - Y,{Zf) = 0. 

Daraus folgt zunachst: 

Gmugen v umbMngige Fmlstimm X^ . . Xr der Variabeln (1) den 
Bedingmgm 

(9) (XX) = 0 (r,s==l,2..v), 

so bildm die partidlen Bifferenticdgleichungen: 

(X„f) = 0, ..(X,o = o 

m v-gliedriges JacoU’sches System. 

Dieser Satz gilt offenbar ganz unabhangig davon, dais die Xt in 
den homogen nuUter Ordnung sind. 

Ist aber die letztere Bedingung erfiillt, so erhalt die in Art. 271 
unter (43) angegebenen Identitat, auf die Funktionen Xi und /' an- 
gewendet, folgende Form: 

(X(a) + (/;zo-((x,/-))o 

Oder also, wenn wir Af statt (f)^ und wiederum Ttf statt (Zj-, f) schreiben : 

eine Identitat, die sich auch auf’s leichteste direkt aus den Homogenitats- 
eigenschaften der Funktion X erschliefsen lafst. 
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Die Vollstandigkeit des Systems ( 8 ) ist damit bewiesen. 

276. Ein dritter Beweis des Satzes 6 ) folgt aus nacbstebender 
Eigenschaft des Symbols ( 9 /'): 

Fiihrt man in den Ausdruck {<pf) statt der Variaheln (1) vennoge 
der homogenen Beridirungstransformation (4) die neuen Independenten 
Xi, P, ein, so hat man identisch: 

IL — lA = f If. K ^ If lA 

^ [^dP, az. az, dP,J - 4/ l^a^, a^, dx^ dp,J 

oder, in leicht verstaudlicher Bezeicbnungsweise : 

{<pf)xp={q>f)xp, 

m. a. W. dtis Klamtnersymhol (gif) hleibt hei jeder homogenen Beruhrmgs- 
transformatmi imariantF) 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge von Art. 262, da ja die 
linke Seite der Identitat ( 2 ) eine Normalform des Pfaff’sehen Ans- 
drucks V' darstellt. 

Nun bat man offenbar: 

(P,.X,.)zi> = 1; (PiXf)xP = (PiPi:)xP = (XtX,)xp = 0 
(i, = 1, 2 . . jm; « ^ 7c), 

und es ergiebt sicb somit auf’s neue der Satz 4), sowie folgendes Theorem: 

7) Erfullen die FmMonen Xi, P, die Identitat (2), so gelten die 
Bemhungen 

(10) (PiXi) = 1 ; (P,X,) = (PiP,) = 0 

(i, Jc== 1,2, . . m-, i ^ li). 

Darnaeh erfullen die Punktionen: 


X-^X^ . . Xm, Pr+1, Pr+2, ■ ■ Pm 


die partiellen Differentialgleichungen (Xj^f) == 0 . . (Xyf) = 0. Da nun 
die Punktionen 


1 ) Offenbar gilt aucb der etwas allgemeinere Satz: Wenn die Formeln 

z' = z+ U{Xj^ . . . . jpJ; x! = Z. , p. = P. 

eine Beriihrungstransformation von der in Art. 201 erklarten Beschaffenheit clar- 
stellen, so besteht die Identitat: 
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•Xj • • X„i, p 




v-{-l 



in den pi homogen nullter Ordnung sind, so stellen sie 2 m — v — 1 
unahhangige Integrals der v + 1 partiellen Differentialgleichnngen (8) 
dar; diese bilden also ‘wirklich ein vollstandiges System. Im Falle 
v = m— 1 sind die Funktionen Xm die unabhangigen Losuugen 
des Systems (8). 

277. Die vorstehenden Ergebnisse wurden mit Hulfe der all- 
gemeinen Theorie des Pfaff’schen Problems gewonnen; dieselben Re- 
sultate in etwas anderer Reihenfolge Ia.ssen sich aber auch, ohne Be- 
zugnahme auf die friiheren Eapitel, durch direkte Betrachtung der 
Identitat; 


(11) P^dXj^ + P^dX^ -I 1- PmdXr,^~p^dx^ -\-p^dx^^ -] \-pmdx,n 


ableiten. Ans dieser Identitat folgen namlich die Beziehungen: 


( 12 ) 

(IS) 






(i = 1 . . m). 


Wir differentiiren die i*® Identitat (12) nach pk, und die /c*® Iden- 
titat (13) nach Xt und subtrahiren die so entstehenden beiden Relationen. 
Ebenso differentiiren wir die Relation (12) nach Xk und die 
Relation (12) nach Xi und subtrahiren; endlich differentiiren wir die 
Gleichung (13) nach pk und die H;*® nach pi und subtrahiren. Da- 
durch erhalten wir der Reihe nach: 


(14) 



dXi dXi dpT, J~ 

ydxj. dxi ix^ dx^ J — 

dp. dPi dp^ J 


{i, k— 1,2, . . m). 


(pag. 354) 


Wir betrachten jetzt die Funktionaldeterminante der 2 m Funktionen 

XPii 
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dX^ 


dP, 



dx^ 

dx^ 

dx^ 

ax, 


dP, 

^P,n 





dXj^ 






dPi 

^Pl 

dX^ 






'^Pm 

^Pm 


Es sei D' diejenige Defcerminante, die aus B entsteht, indem man 
zunachst die X dureh — X, ersetzt^ und liinterher die linke Halfte 
des Schemas mit der rechten vertauscht. Dann ist B' = D und durcli 
zeilenweise Komposition der beiden Determinanten ergiebt sich folgende 
Determinante : 


an 

• • ni 

Cn 

• • Cl ,)i 

ami 

• • am m 

C)nl 

• ‘ Cm m 

— Cn 

• * 

hn 

• • ^hu 

^ml 

. . Cmm 

^inl 

* . l)7n m 


die wegen (14) den Wert.l besitzt. Darans folgt: 

BB' = B^=1, B^s, 

worm s die positive oder negative Einheit bedeutet. Damit ist zii- 
nacbst Satz 1) bewiesen. Bezeichnen wir jetzt mit 

(- 

diejenige 2 m — 1-reibige Determinante^ deren Blementensystem aus B 
durch Streicbung der Zeile und Spalte entstebt, so folgt nacb 
bekannten Determinantensatzen: 


( m 


(15) 


2 2 

1 * 1 ^ 

1 X-J 1 

(i = 1 . .m-, k^m). 


Tap, 


Dies sind 2 m nicht homogene lineare Gleichungen zur Bestimmung 
der 2 m Unbekannten: 
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Der Vergleich mit den Formeln (14) lehrt sofort, dais identisch, 


(16) D, 


sk ■ 




5 k ■ 


— S 


ax 


(s, ft — 1, 2 . . m). 


Auf ganz analoge Weise erhalt man: 

dP, 

(10 ~ 


® m+i — ® ga;. 


'k 


Andererseits aber folgt aus der Bedeutung der Due sofort, dafs identiscb 
folgende Beziebungen stattfinden: 


(18) 




dx. 


m 

1 

m 

21 








dX, 

Dm-^lc^m+s 


dip, 

A.+ 


dx. 


aJ,. 

Dk,m+s 
dPe 


^k, 7/1 -f" ^ ^ 

gp. 

“f" ^ Dni^kjm-^s 

(ijJc — 1,. m). 


'■ Bda 


Mit Rucksicht auf (16) (17) schreiben sicb diese Relationen: 

(19) (PtXj) = d,,, (X,Z,) - (P,P,) = 0 m), 

Hiermit sind die Satze 4) und 7) als ricbtig erkannt. 

Multipliziren wir jetzt die Relationen (12) bez. mit K,®- 


lationen (13) mit - 
chungen, so folgt: 


dx. 


und addiren die so erhaltenen 2 m Glei- 




womit Satz 2) nachgewiesen ist. Zugleicb aber erkennt man die 
Riebtigkeit von Satz 5). In der That, der Rang der Matrix: 


Pi • 

Pn 

0 . 

. 0 

ax^ 

dX^ 

ax^ 

ax^ 

dx^ 


dp^ 






dx^ 


dp^ 

^Pm 


( 20 ) 
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ist offenbar niclit < m, da sonst die nicht nnabliangig waren^ aber 
auch nicht > m, da die Bedingungen 


'3 P‘ 


dx, 


0, (ZiZ,) = 0 (7;, s = 1 . . m) 


erfiillt sind, und mitliiii die Gleichungen: 


2y.S. = o, 


dx. ^ dx. 


(i = 1 . . m) 


m linear unabhangige Losungensysteme besitzen. 

Da ferner der Rang der Matrix (20) durch Weglassung der ersten 
Zeile sich nicht andert, so besitzen die linearen nicht homogenen 
Gleichungen (12) (13) in der That ein und nur ein Losungensystem 
P,P, . . P,, (Ari 14), 


dP 

Multipliziren wir die Gleichungen (12) mit , und die Gleh 


chungen (13) mit 


dP 

"dX; 


‘ , SO folgt mit Riicksicht auf (19) durcii Ad- 


dition die Identitat: 



Po 


also die'Richtigkeit des Satzes 3). 

Der Satz 6) folgt jetzt kinterher wie in Art. 275 oder 276. 

278. Wir haben, ausgebend Ton den Identitaten (12) (13), die 
Relationen : 


(19) (P,-Z,) = da; (ZZ,) = (P,P,) - 0 (i, /<; = 1 . . m), 

( 21 ) = 


abgeleitet. Offenbar kann man auch umgebehrt von diesen Relationen 
ausgehend^ die Identitaten (12) (13) wiedergewinnen. In der That, 
ist P" diejenige Determinante, die aus D entsteht, indem man zunachst 
alle Elemente der oberen Halfte mit — 1 multiplizirt, und dann die 
obere mit der untern Halfte vertauscht, so entsteht durch spaltenweise 
Komposition von D und D" wieder die Gleichung D = e. Aus den 
identischen Relationen (18) ergeben sich jetzt durch Vergleichung mit 
(19) die Beziehungen (16) (17); die Gleichungen (15) und die ana- 
logen fiir l&ym liefern.dann sofort die Beziehungen (14); aus den 
Relationen (21) folgt schliefslich durch geeignete Multiplikationen und 
Additionen das Pormelnsystem (12) (13). 
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Darnach konnen wir so resumiren: * 

JBefriecUgen 2 m FmUionen Pi die IdenUtdf: 

(22) P^dX^-\ 1- PmdXni =Pidx^^ h Pm dxnt , 

so sind sie unahlidngig md erfilllen die Bedingtmgeu (19) (21). 

Dieser Satz gestattet zweierlei Uinkehrungen: 

a) Befriedigen m tmabhangige FunMionen X^ . . Xm der Variabeln 
. . x,nPi . . Pm die Bedingmgen: 

(XX*) = 0 

SO gieU es ein und mir ein System von FunMionen P^ . , Pm, die der 
Identitdt (22) genilgen. 

b) Befriedigen 2m FunMionen X^Pi die Identitdten (19) (21), so 
sind sie unahlidngig und erfiillen die Identitdt (22). 

Durcb die Relationen (19) (21) sind also die XiPi als die rechten 
Seiten einer endlicben, homogenen Berubrungstransformation vollstandig 
charakterisirt ; man nennt daber diese Relationen die ^^Definitions- 
gleickmgen der endlichen homogenen Beriilmmgstransformation^^, 

279. Nacb a) erfordert die Bestimmung einer bomogenen Be- 

rllbrungstransformation diejenige der Funktionen X^ . . Xm nnd aufser- 
dem nocb die Auflosung linearer G-leicbangen. Sind bereits 

so bestimmt, dafs die Bedingungen: 

erfilUt sind, so mnfs fur ein beliebiges, von . . Xr unab- 

bangiges Integral des v 1 -gliedrigen vollstandigen Systems (8) ge- 
nonamen werden; dies erfordert eine Operation 2 m — 2v — 1, da das 
System (8) die bekannten Losnngen Xj . . zulafst. Fur X^ kann 
man eine beliebige Funktion von % . . XmPx . . Pm wahlen, die in den p 
bomogen nnllter Ordnung ist. 

DieBestimmmg der allgemdnsten JmnogenenBeruhrmgstransforniation 
x[ = Xi, Pi' = Pi 

erfordert also hd wiUhiirlich vorgeschriehenem X^ noch je eine Operation 
2m — 3, 2m — 5, . . 3, 1. 

Dieser Satz ist offenbar in den Ergebnissen von Kap. IX, § 1 
als Spezialfall entbalten. 

280. Aus den Relationen (19) folgt ein neuer Beweis fiir den zu 
Anfang der Nr. 276 aufgestellten Satz. In der Tbat, fiibrt man in 
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das Symbol (cpf) vermoge der bomogenen Berubrungstraiisformation 
(4) die neuen Independenten X-P/ ein, so folgt leicht; 

dcp r-sr ’^\ \ df 


(<pf} 


'xp ■ 


^ Z ^ ^ 


+ 22^ ^ ^ (9>/)xp. 


2. Die Definitionsgleieliiingen der endlichen, niehthomogenen 
Beruhrungstransformationen. 

281. Unter einer Beruhrungstransformation der Variabeln 


Zy X-y * * 

yerstanden wir in Art. 195 eiiie Transformation: 


(1) 


s = Z {SjX^.. x„,p^ . . f,„) 

X,' = Z/(^, . . Xm2'>i • • P>n) O' = 1 . . m), 

pi = P,(0, . . X,n2\ . . p«) 


deren rechte Seiten einer Identitat der Form: 


(2) dZ P-^^dX^ — PmdXm ^ Q {ds — Pi_dx^ — . . Pmdx„,). 

Dabei verscbwindet die mit p bezeicbnete Funktion der Variabeln 
g, XiPi nicht identisch, da andernfalls, wie man leicbt sieht, die Funktionen 
Z,X^. . Xm nicbt nnabbangig waren. 

Umgekebrt, gentigen 2m + 1 Funktionen Z, X,, Pt der Variabeln 
g, XjcPic der Identitat (2), in der q nicbt identisch null ist, so besitzen 
sie nach der allgemeinen Theorie des Pfaff’schen Problems folgende 
Eigenschaften : 

1) 8ie sind von eimnder undbMngig. Denn der Pfaff’sche Aus- 
druck ■wo '7 ~dg — Zpidxi gesetzt ist, besitzt die Klasse 2m -f- 1 
(Art. 99, Schlufsbemerkung), und die linke Seite von (2) ist eine Nor- 
malform desselben. 

2) Die FmUionm Z, X^. . Xt gcmigm dm Pdaiionm : 

(3) lZXi\ = 0 ; = 0 (i, ^ = 1 . . m) , 


wmn gesetgt wird 
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Dies folgt aus Kap. IX^ § 2, oder auch aus Art. 242 Satz 3)^ wenn 

man bedenkt^ dafs der Pfaff’sclie Ausdruck 


LdZ—-^dX^ 

Q Q 9 

eine reduzirte Form von V mit m -f- 1 Differentialelementeii darstellt^ 
nnd dafs das Klammersymbol (4) zu V in derselben Beziehung stebt^ 
wie das in Kap. IX erklarte allgemeinere Symbol [ipf] zu einem be- 
liebigen Pfaff’scben Ausdruck ungerader Klasse. 

3) Kennt man m 1 unahlidngige FunMionen Z, X^ . . X^ der 
Variabeln ^XfPf, die den Bedingungen (3) geniigen, so lassen sicli die 
FunMionen q, ctnf eine nnd nur eine Weise so hestimmen, 

dafs die Identitdt (2), oder, tvas dasselbe besagf die Bemehmgen: 


( 5 ) 

( 6 ) 
iV 


dZ_ p 
dz dz 

dZ_ p ^ 

dx. ^ dx. 

M_ P ^ 


p 

rrr, —Q-, 

Pmj~ = 0 


stattfinden. 

Dies ist wiederum eine einfacte Konsequenz der Entwickelungen 
des Kap. IX (Art. 242, Satz 3)). 

4) Fur jeden Index v der Beihe 1 . . m — 1 hilden die partiellen 
DifferentialgMchmgm : 

(8) [^;^] = o, [x;/] = o 

ein V -|- 1-gliedriges vollstdndiges System, wie ans Kap. IX -anmittelbar 
folgt. Unter der Annahme v = m dagegen reduziren sich die partiellen 
Differentialgleichungen (8) offenbar auf nur m linear unabhangige, die 
ein Tollstandiges System mit den unabhangigen Losungen Z, Xj . . X,,, 
bilden. 

282. In Analogie mit dem vorigen § wollen wir den Satz 4) nocb 
auf zwei andere Arten begriinden, und zu diesem Zwecke zunachst 
die lineare Unabhangigkeit der v + 1 partiellen Differentialgleichungen 
(8) fiir den Fall v<m nachweisen. Wir definiren zu diesem Zweck 

zur Abkiirzung das Differentiationssymbol ^ folgendermafsen: 

dx^ dx. 


und bilden die Matrix: 
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dZ 

dZ 

dZ 

dZ 

dZ 

dZ 




dp^ 

dp^ 

SPm 

dX^ 

dX^ 

dX^ 

dX^ 

dX^ 

dX^ 

dx^ 

dx^ 


dp^ 


^Pm 







dx^ 

dx^ 

d«^M 

dp^ 


^Pm 


Yerschwanden alle v -f- l-reihigen Determinanten dieser Matrix^ so gabe 
es x' -j- 1 Funktionen • • Qv? die nicbt alle verscbwmden land den 
Identitaten: 




8X, 


dp. 


dp^ 


geniigen. Setzt man jetzt: 

r — _L V 


2^. 
ds ’ 


SO folgt^ indem man die Gleichnngen (10) mit dx,y bezw. d])i multiplizirt 
nnd addirt: 


( 11 ) Q^dZ + + \- QvdXv = 0{d0 — — PmdXm)- 

Ware 6 = 0^ so waren die Funktionen Zy X^. , X^j entgegen der 
Yoi*aussetzung, nicbt unabbangig. Hatte man aber <?=l=0y so konnte 
die Identitat (11) nach dem Grassmann’schen Theorem (Art. 118^ 119) 
nur fur v = m bestehen. 

Damit ist fiir v <,m die lineare Unabhangigkeit der Gleichungen 
(8) nachgewiesen. 

Betrachtet man nun die Identitaten (3); und setzt: 

[zn - ToA TO = r-A 

so lafst sich die MayeFsche Identitat (Art. 268): 

ix.izm + [ZlfXi] + [/tx,^]] = 

folgendermafsen schreiben: 

KCW - r«(r,/-) S ^ • r/- If f,/: 

Ebenso erbalt man: 

r,(F,fl - Y,(y,f) = Y,f - ^ Y,f, 
wmit Satz 4) bewiesen ist. 
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283. Um einen zweiten Beweis fur diesen Satz zu gewinneii, 
wollen wir zunachst eine wichtige Eigenscliaft des Klammersymbols 
\(pf] ableiteii. Es sei 





. . x^dXi 


eiii Pfaff ’sober Ausdruck der Klasse 21 — 1; und es werde gesetzt: 

und zwar sei q so gewablt^ dafs wieder die Klasse 2X — 1 besitze 
(Art. 144). Endlicb sollen die Punktionen Q , Qa fdr J' dieselbe 
Bedeutung baben^ wie Q, Qa fur^ den Ausdruck z/ (Art. 222). Man 
erkennt dann leicbt^ dafs identiscb: 

Qa = Qa] Q = q^-Q, 


und infolgedessen: 


( 12 ) 


2X—12Z — 1^, 22—122 — 1 ^ 

h. M. = 1. 


Verstehen wir jetzt unter V wiederum den Pfaff’schen Ausdruck: 

V ~ds — p-^dxj^ — ■ — ptm dXm, 

und unter 9 die in der Ideutitat (2) Torkommende Funktion, so er- 
giebt sick aus der Beziebung ( 12 ) und dem Satz des Art. 263 ohne 
weiteres die Identitat: 


(13) = 

■wemi gesetzt wird: 


[Spf^zxp 



I p 

dx, dz 






Oder, mit Worten ausgedriickt: Das Klammersymbol [g?/*] leJidlt his 
auf einen hin^utretenden Fahtor q seine Form, wenn man statt der 
Variaheln ^Xipi mittels einer heliehigen Beruhrungstransformation ( 1 ) 
die nmen Independenten Z, XiPi einfuhrt 
Da nun identiscb: 


[^X]zxp = = {PiPi^zxP = 0. 

\_PrZ'\zXP ^ Pr, [PrX^zxP = 

SO ist Satz 2 ) auf’s neue bewiesen, und wir haben aufserdem noch 
folgende Eigenscbaften der Punktionen Z^ XtPi gewonnen: 
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5) Genilgen die FunMionen ZX,Pi der Identitdt (2), worm ^=|=0; 
so gelten die Bedehmgen: 


(14) [P,P,] = 0; [P.ZJ = 9 • [PrZ] = 9 P. (r, s == 1 . . m). 
DarnacL. hat man auch: 



(Tj s = Ij 2 , , m) j 


nnd die v 1 partiellen Differentialgleichungen (8) hesitzen mithin 
die 2 m — v unabhangigen Integrale: 




p ; 




P.+i’ 


bilden also in der That ein vollstandiges System. 

Indem man die Mayer’sche Identitat (Art. 271) auf irgend drei 
der Funktionen ZZ*P, anwendet^ und die Formeln (3) und (14) be- 
achtet^ folgen leicht die Beziehnngen: 


( 15 ) 

( 16 ) [P, ,,] = (, . 


284. Wir wollen schliefslich noch in Analogie zum vorigen § die 
wichtigsten der bisherigen Resultate direkt aus der Identitat: 


(17) dZ — PidX^ — ( PnidXm = Q(d0 — Pidx^ — ihtdx,n) 

ableiten. Diese Identitat zerlegt sich in die folgenden Gleichnngen: 


( 18 ) 


(19) 



1 




dX; 


— Qlh 


m 




(^ = 1 . . m) 


{i = 1 . . m). 


Aus (18) (19) folgt durch Elimination von p unter Grebrauch des 
Symbols ^ (Art. 282): 


( 20 ) 


§1. 

dx. 


2^' 


dx.. 




T, Vrefeer, Das Pfaffsohe ProWem, 


25 
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Wir iiben nun auf die Relation (20) die Operation ^ auf 


die Relation (20) die Operation ^ aus und subtraiiren; ferner 

differentiiren wir die Relation (20) nach pk iind die Relation 
(19) mit dem Symbol ^ und subtrabiren; endlicb subtrabiren wir 

die nacb pk abgeleitete Relation (19) von der nacb pi abgeleiteten 
Relation (19) und erbalten so: 


( 21 ) 


{ 


aa = 2 
1 
m 

1 

m 


dxj. dx, 

k I 

'ap, ax. 


d d x-f, 

dp^d^ 

dp, dp,. 


= 0 


= 0 




dp,, dx, dx, dp,, j 
[ .. w; du- = 0; Sh = 1). 

Ferner betrachten wir die Determinante: 


dX^ 


dP^ 


dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 


d’X^^ 

dp^ 

dP,n 



dx,^ 

m 


8X 

!5i' 



CZ)| 


op^ 

dp^ 

8Z, 






^Pm 

^Pm 


und bezeichnen mit D' diejenige Determinante, die aus I) bervorgebt, 
wenn man dark die X, durcb — Xi ersetzt, und sodann die linke 
Halfte mit der recbten vertauscbt, Durcb Zeilenkomposition von D, If 
folgt dann wegen (21) leicbt: 

work £ die positke oder negative Ekbeit bedeutet, 

Wenn man nun in der Funktionaldeterminante J der 2w -j- 1 
Punktionen Z, Zj-P,-: 
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dX^ 


8P^ 

dP„. 

dZ 


dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dXi 

J=\ 

dX^ 




dZ 








8X^ 




dZ 


~w 




dz 


zu der Zeile die mit p; multiplizirte letzte Zeile addirt, so kommt 
dies darauf hinaus^ in den m ersten Zeilen von J die Symbole — 

durcli — zu ersetzen. Wenn man in der so nmgeformten Deter- 

minante J die ersten m Spalten bez. mit — . . — P^ mnltiplizirt^ 

nnd zu der letzten addirt^ so folgt wegen (18); (19) und (20); 

/ EE p D = 6 • + 

Da nun q der Annahme nach nicM identisch verscbwindet^ so ist 
Satz 1) nachgewiesen. 

Es sei jetzt wieder 

(- 1)'+^’D., 

die aus D durcli Streicbung der Zeile und Spalte hervor- 
gebende Determinante. Die Theorie der Determinanten liefert dann 
folgende Relationen; 


( 22 ) 


7/C 

2- 


dX^ dP^ 

Psk "h 


dX; 


dm, 


^ ( dv. dv, 


' dp, 

\ 

fdX^ _ . dP. 


iO 


^2 ( dx, + dx. 


1 \ 


2' 


8X 


dP. 




(Sj h — ly . . m) 

Der Vergleich mit (21) lehrt jetzt^ dafs identisch; 

( d P S X 

\D,Tc = f P*” ^ ; -Dm+»,i = fp”* ^ 


( 23 ) 


dPk 


dP, _ dX, 


diCj» ^ dx,^ 


(s, ^ = 1 . . m). 


26 * 
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Man hat ferner die Identiiaten: 


(24) { 


/ m 

m 

1)2? 

1 

m 

0)2 


n J- T> 


III 

d)2 


\^dx^ 

( 

V 

\dx^ 

(d^ 

Y 


dP. 

Dt-s + jDk,m+s 


i £9’"d/i 

0 


az, i _ A 

^mpk, s 1 m -f-s I — ^ 

ap^ \ 

-Z?«! + J,s “I -D)« + i,m4-s I 


Die Eelationen a) d) liefem iibereinstimmend : 

[P,-X,\~Q$a, 

wahrend sich aus b) nnd c) die folgenden Gleichungen ergeben: 

[P,PJ = [X-Z,] = 0. 

. axj. . 

Mnltiplizirt man femer die Relationen (20) mit die Dlei- 

chnngen (19) mit yX’ addirt die so entstehenden 2 m Gleichungen, 
so folgt: 


[ZX,] = = 0. 


SPk 


Indem wir schliefslich die Relationen (20) mit — ^ die Gleichungen 


dP,. 


(19) mit mnltiplizirt, so folgt durch Summation dieser 2 m Glei- 
chnngen: 


[ZPJ = ZP,[XPJ; 


9 Pi 


i5 


womit die Satze 2) nnd 5) bewiesen sind. 

285. Dm den Satz 3) nachzuweisen, bemerken wir zunachst, dafs 
Ton den m -f- 1 Funktionensystemen: 


(25) 


dZ 

dZ 

dZ 

dz 

dx^ 



^Pm 


dX, 


dX, 

dx^ 


Sp^ 

^Pm 




1 ,.. 


immer je m linear unabhangig sein mhssen, wenn die m -f 1 Punktionen 
Z, Zj . . Zm als unabhangig yorausgesetzt werden, Denn waren etwa 
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die m ersten Systeme (25) linear abhangig^ so ergabe sick eine Identitat: 

m — 1 

Q^dZ + ^ qJXs = c{ds — p^dx^ PmdXir), 

1 

was im Falle 6 = 0 mit der vorausgesetzten TJnabhangigkeit von 
ZyX^., Xmy im Falle 6 =[= 0 aber^ wie man leicbt erkenut, mit Satz 1) 
in Widersprucb stebt. Darnach ist der Eaiig der ans den Systemen 

(25) gebildeten Matrix > m. Da nun die Fiinktionen Z, Xi den Re- 
lationen (3) gentigen, so besitzen die m + 1 linearen Grleicbungen: 

(i== 1 .. m) 

offenbar die m linear unabhangigen Losungensysteme : 

also ist der Rang der Matrix (25) er ist daher genau —m und 
andert sich nicbt, wenn man ans dieser Matrix die erste Zeile fort- 
lafst. Nacb Art. 14 besitzen daher die linearen Gleichungen (19) (20) 
ein und nur ein Losungensystem . .Pm- Deflnirt man dann die 
Funktion p dureh die Gleichung (18), so gilt die Identitat (17) und q 
kann nicht null sein, da andernfalls die 2 m -j- 1 Funktionen ZXiPi 
nicht unabhangig waren. Der Satz 3) ist damit vollstandig bewiesen. 

286. Es seien jetzt umgekehrt 2m -(- 2 Funktionen q, Z, Xi, P, 
gegeben, die den Bedingungen 

= [P,PJ - 0; [P,X.J - 

^ ^ 1 [XX] EEE 0; [PiZ\ ~ qP, (i, l = l,2..m) 

geniigen; die Funktion q verscbwinde nicbt identiscb. 

Bezeicbnet jetzt D" diejenige Determinante^ die aus D dadurcb 
entstebt; dafs man darin alle Elemente der obern Halfte mit dem ne- 
gativen Zeicben versiebt^ und dann die obere Halfte mit der untern 
vertauscbt; so ergiebt sicb durcb spaltenweise Komposition der beiden 
Schemata D und D" fiir D wieder der Wert Aus den idem 

tiscben Relationen (24) folgen fiir die Bth durcb Vergleicbung mit 

(26) die Werte (23); worauf die Relationen (22) obne weiteres das 
Gleicbungensystem (21) ergeben. 

Nun bat man vermoge (26): 


dX^ ^ dx\ 
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Die linken Seiten dieser Gleichungen sind aber^ wie die Aus- 
recbnung lekrt, vermoge der Formeln (21) mit q bezw. mit q 

identisch, womit die Formeln (19) (20) gewonnen sind. Diese Formeln 
zeigen, dafs die Identitat 

d2-^ FdXi = (II _ 2 P, (dx - dx^ 

stattfindet, und aus Satz 6) und den Identitaten (14) folgt jetzt un- 
mittelbar, dafs die in den Formeln (26) auftretende Funktion q durch 
die Gleichung (18) definirt ist. 

Damach lassen sick die bisherigen Resultate so zusammenfassen: 
Befriedigen 2 m 1 Funktionm Z, X,, Pi der Variabeln 

. X,nPi . . Pin 

eine Identitat der Form: 

(2) dZ — PidX^ — PmdXm ^ Q(d 0 — Pidx^ — Pmdx,,,), 

worin Q{s..pn^ nicM identisch verschwindet, so sind sie von einander 
malMngig, und es bestehen die Bemhmgen: 

^ ^ UP.PJ = 0; [PZJ = [PZ] = pP,, 

(27) [Zp] = 9 If - [Z.p] ^ p [Pp] = p ^ 

{i, 'k=l,2,.. m). 

Dieser Satz gestattet eine doppelte TJmkebrung: 

a) Kennt man m-\-l unabhdngige Funktionen Z,X^. . X^, welche 
die Bdationen 

(3) [ZZ^] = 0, [Z^ZJ = 0 (i,h==l,2,..m) 

erfuUen, so lassen sick auf eine und nwr eine Weise m 1 weitere 
Funktionen q, P^. . Pm so bestimmen, dafs die Identitat (2) stattfindd. 

b) Xennt ma/n 2»?. -f- 2 Funktionen Z, Xi, Pj-, p, von denen keine 
identisch verschwindet, und welche die Bdationen (26) {und infolgedessen 
ouch (27)) erfullen, so besteht ewischen ihnen die Identitat (2). 
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Die Gleicliungen (26) heifsen die y^JDefinitionsgleidmngen der end- 
lichen, nicht homogenen Beriihrungstransformationen'^, da sie nach dem 
Vorigen die Funktiouen Z, XiP^ als die rechten SeiteE einer Be- 
riihrangstransformation vollstandig ckarakterisiren. 

287. Sind von den reckten Seiten einer Bernkrungstransformation: 

(28) / = Z; = X,; pi = P. 

die Funktionen Z, , , X^ bereits so bestimmt^ dafs die Relationen 

[ZX,] = [X,X,] = 0 (i, = 1, 2, . . I/) 

alle erMlt sind^ so ist fiir X^-f i ein beliebiges, von Z,X^. . Xy nn- 
abkaiigiges Integral des v + 1-gliedrigen vollstandigen Systems: 

(8) VZf-\==0, [V] = 0 .. [X/] = 0 

zu waklen^ was eine Operation 2 m — 2v — 1 erfordert^ da Z,X^ . , Xy 
bekannte Integrate dieses Systems sind. 

Die Anfstellnng der allgemeinsten Berukrungstransformation er- 
fordert also, wenn Z willktirlick vorgesckrieben wird, je eine Operation: 

2m — 2m — 3^ . . 3^ 1. 

Nattirlick kann man ebenso gut etwa X^ willktirlick annekmen. In 
der Tkat ist ja die in der Identitat (2) auftretende Funktion Z vor 
den Xi in keiner Weise ausgezeicknet; denn dividirt man diese Identitat 
durck — Pjl; so entstekt eine Relation, in der X^^ die Rolle von Z 
tibernommen hat. 

288. Man kann aber auck q willktirlick annekmen, und sodann 
die Funktionen Z, X^, Pi so bestimmen, dafs die Identitat (2) statt- 
findet. Es gilt namlick folgender Satz: 

1st Q eine helieUg vorgeschriehene ^ nicht identisch verschvindende 
FimUion der Variabeln 0 Xip , , imd iedeuten X^ . . Xy (y ^ m) unab- 
hdngige Funldionen derselben Variabeln^ die den Identitdten: 

(29) [X9] = ? II ~ 0 (i, 7. = 1, 2, . . r) 

genugen, so bilden die partiellen Differentialgleichungen: 

( 80 ) + 

ein V -{- 1 -gliedriges voUstdndiges System. 

Dafs die Gleicliungen (30) linear unabhangig sind, folgt leicbt 
daraus, dafs andernfaUs entweder die v letzten derselben, entgegen den 
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Resultaten des Art. 282 , fiir sich. linear abhangig waren^ oder dafs q 
identiscb yerscliwande. 

Man hat ferner: 


(31) 


Z(YJ) = [X.[Qf]] + [X„gl^] 

Y,{Xf) = [Q[Xf]] + 9l[X,f]-, 


beachtet man nun, dafs identiscb: 




+ 


T 


[% Qt] = Qlfi’] + ^[(pQ], 

so folgt mit RiicksicM auf die Mayer’scbe Identitat durch Subtraktion 
der beiden Gleichungen (31) nacb kurzer Recbnung: 

- T.(T.o S 2 ^ r,/ - |i Y,f. 


Da nun die v letzten Gleichungen (30) fiir sich genommen ein voll- 
standiges System bilden (Satz 4) dieses §), so ist die Vollstandigkeit 
des Systems (30) nachgewiesen. Man wahle jetzt fiir Xr+i ein be- 
liebiges, von unabhangiges Integral dieses Systems, was eine 

Operation : 

2m -f“l — (r-f-1) — V = 2m — 2v 

erfordert. Hat man solcherweise X ^ . . Xm der Reihe nach ermittelt^ 
so bestimme man eine Punktion Z, die den Bedingungen: 

(32) Y,Z-q^ = 0, Y^Z=0, ZnZ=0 

geniigt Zu diesem Zwecke denken wir uns Z durch die Gleichung 

f{Z^ Zj X-^ , . Xffi'P-i • • Pm) 0 

definirt. Ist dann | irgend eine der Variabeln zXiPi^ so hat man: 

dz H~ 

7 ) 7 

Substituirt man die Werte der Ableitungen ^ aus diesen Glei- 
ebungen in das System (32), so Terwandelt sicb dieses in das folgende: 

(33) r/-- To/ + == 0, Ji/- = 0, . . Yr^f = 0. 


Diese Gleichungen bilden ein m -j- 1-gliedriges voUstandiges 
System mit 2m -f- 2 Independenten, da namlicb identiscb: 

E(ffl - T(r,n = 2 7/ - |i r,f. 
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Da ferner die Koeffizienten des Systems (33) die Independente Z 
nicht enthalten^ und dasjenige Gleichungeiisystem ^ das aus (33) durcli 

O 

Weglassung des mit ^ multiplizirten Terms entstehi wiederum yoU- 

standig ist^ so besitzen die Gleichungen (33) aufser . . Xm nock ein 
m + Integral der Form: 

~Z + . . pr^, 

welches durch eine einzige Quadratur bestimmt wird^ wenn 
bekannt sind. Alle diese Behauptungen ergeben sich dnrch ganz ahn- 
liche tiberlegungen wie in Xr, 145, Indem wir jetzt Z mit ® 
identificiren, konnen wir nach Satz 3) die Pi hinterher dnrch Auf- 
losung linearer Grleichnngen so bestimmen, dais die Identitat (2) statt- 
findet, und haben damit folgenden Satz gewonnen: 

jjist Q Mne iviUkilrlich geivdhltey nicht identisch verscliivindende 
FimUion der 2 m 1 Varidbeln ^x^, . XmPi . >Pm, erfordert die Be- 
stimmimg eines FmUionensystems ZX^P,, ivelches der Identitat: 

m / m \ 

dZ—X 

genugt, aufser Pifferentiationen und Eliminationen noch je eine Operation 
2m^ 2m — 2, , . 4, 2^ 0. 


Auch dieser Satz folgt unmittelbar aus der allgemeinen Theorie 
des Pfaff’schen Problems. Man verifizirt namlich leicht, dafs fiir den 
bedingungslosen Pfaff’schen Ausdruck 

Q[d^ — P^dx^ PmdX-rf) 


das Yollstandige System V sich auf die einzige partielle Differential- 
gleichung: 


[£>/■] + 9|I=0 


reduzirt, und daXs das voUstandige System, das in Kap. IX mit F,, be- 
zeicbnet wurde, in dem gegenwartigen Falle mit (30) identisch ist. 

289. Wir betrachten schliefslich noch diejenigen Bertthrungstrans- 
formationen, fur welche die in (2) auftretende Fnnktion p = 1 ist. 
Aus (27) folgt jetzt: 


dz 




0. 


Also muls Z die Form haben: 


(34) 


Z-^Z— U(X^ -.XmPi . .Pm), 
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wahrend die Pi von ^ unabhangig sind^ was wir aus Art. 201 
bereits wissen. Wablt man nnn dementsprecbend fiir eine arbitrare 
Funktion der 2m Variabeln . . x^Pi . -Pm ™d legt aiicb den iibrigen 
X die Bedingung auf^ von 0 unabhangig zu sein^ so verwandeln sick 
die Bedingungen folgenden: 

(35) (XX,) = 0, 

und wir wissen aus Art. 275, dafs fiir jede Zahl v der Reihe 1 . .m 
die partiellen Differentialgleickungen: 

(36) (Xi/‘) = 0 .. (X/) = 0 

ein z/-gliedriges vollstandiges (Jacobi’sches) System bilden, wenn die 
X^ . . Xv unabhangig und bereits so bestimmt sind, dafs die Be- 
dingungen (35) fnr Tc — 1 V gelten. Fiir X^+i mufs dann eine 
von X^ . . Xv Losung des Systems (36) genommen werden, was eine 
Operation 2 m — 2v erfordet. Hat man so die X^ . . Xm der Reihe 
nach bestimmt, so bilden nach Art, 282 die Gleichungen: 

^x\ 


fiir sick ein ^-gliedriges vollstandiges System mit den Independenten 
0 , x^ , . XmPi • ^ Pm] da nun die Variable 0 in den Koeffizienten des- 
selben nicht auftritt, und die m Gleichungen (Xf) = 0 fiir sick ein 
vollstandiges System bilden, so besitzt das System (37), wie man 
mittels der Schlufsweise des Art. 145 leicht erkennt, aufse^den Lo- 
sungen X^ . . Xm nock ein m + 1*®® Integral der Form (34), das durch 
Eliminationen und eine einzige Quadratur erhalten wird, wenn X^ . . X^^^ 
bekannt sind. Aus Satz (3) schliefsen wir nunmehr, dafs die linearen 
Gleichungen : 


2 - 


' dx, 


dU' , 





dU 


eine und nur eine Auflosung P,, . . gestatten. Die Identitaten: 

- ^,P,; [Z,P,] = - pd,,; [P,PJ = 0 
nehmen hier folgende Grestalt an: 

3 A 
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Die letzten beiden dieser Identitaten zeigen^ dafs das vollstandige 
System (36) die Integrate 

. . XmPv^^l ‘ . Pm 

besitzt. 

290. Ubertragt man die in Art. 218 entwickelte Reduktionsmetbode 
auf den bedingimgslosen Pfaff’schen Ansdrnck 

V = — p^dx^ — • * ~ PmdXm, 

so erbalt man genau das in der vorigen N"r. auseinandergesetzte Ver- 
fabren. Man erkennt dies sofort^ wenn man bedenkt^ dafs das voll- 
standige System F, das zn V gebort^ sicb auf die einzige partielle 
Differentialgleicbung 

( 88 ) . 11-0 

reduzirt, und dafs die Gleicbungen (36) mit (38) zusammen in dem 
vorliegenden Palle dasjenige vollstandige System bilden^ welcbes in 
Art. 218 mit bezeicbnet wurde. 

Derselbe Sacbverbalt lafst sicb aucb so aussprecben: 

Die Reduktion der vorigen Nr. kommt darauf binaus^ den Pfaff 'scben 
Ausdruck 

V' = dX-^ p^j^dXjn 

auf die Form 

dU(x^p) 4 * XP,(x^p)dXi(xp) 

zu reduziren, worin die Funktion X^ willktirlicb vorgescbrieben ist^ 
und wird^ wie man leicbt siebt^ aucb dadurcb erbalten^ dafs man auf 
V'das in Art. 162 skizzirte Yerfabren anwendet. 

291. Nacb Nr. 289 konnen wir scbliefslicb folgenden Satz aufstellen: 
jjBefriedigen 2 w + 1 FimMionen U, X^ . . X^Pi • ^ Pm der Variaheln 

Xj^ . . XmPi . . Pm die Identitdt: 

(39) dU P-j^dX-^ -j- . , -j- Pf^dXm = p^dx-^ p^^dxmy 


so sind die FunMionen P ^ . . P^y X ^ . . X^ von einander mahlidngig^ 
und es bestehen folgende identische Pe^ieJiungen: 


(XiXj^ = 0 , {PiXj^ = day (PzPk) ” 0 


dx, 


{P,U) = -P, + 2-p,i 




(i, A = 1, 2, . . m). 


(40) 
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Dieser Satz gestattet melirere Umielir'ungeii ; von denen wir 
folgende hervorheben: 

a) Eemt man m unahhdngige FunMionen . . Xmj welche die 

Idenfitdfen (XiX^) ~ 0 erfullen, so Jcann man durch eine Quadratur 
eine Funktion Merauf durch Auflosung linearer Gleichmgen m Funk- 
tionen so lestimmen, dafs die Identitdt (39) stattfindet 

b) Befriedigen 2m + 1 FunUionen U, PiXi der VariaMn cdle 
Belationen (40)^ so sind die 2 m FunMionen PiX^ unaiJidngig, und es 
besteht die Identitdt (39). 

Wir konnen nock hmzufiigen: 

Die Bestimmung der allgemeinsten Beruhrungstransformation der 
Gestalt: 

/ ^ ^); x[ = Xi{x, ^); p[ = Pi{x, p) 

erfordert^ falls X^ willkurUch vorgeschriehen wird, je eine Operation 
2m — 2^ 2m — 4, . . 2, 0. 

Es sei sckliefslich kervorgehoben, dafs mit Rticksickt aiif (40) 
die Funktion U nur dann, aber auek stets dann eine Eonstante oder 
eine Funktion von X^ .. Xm allein wird, wenn alle X^ in den pt ko- 
mogen nullter Ordnung sind. Wir kommen damit auf die Tkeorie 
des vorigen § zuriick. 

292. Man kann im Vorigen aimh die Funktion U ivillhmiich an- 
neJmen^ und hmterJier die Pi, Xt so iestimmen, dafs die Identitdt (39) 
stattfindet Es gilt namlick der Satz: 

1st V ein Index < m, bedeutet ferner U eine belielige Funktion der 
Variabeln Xipi, und sind X^ . ,Xv unahhdngige FunUionen dieser Va- 
riabeln, die den Bedingungen: 

(41) = (i-l,,,.) 

(XX.) = 0 ' (i,*-!,..) 

geniigen, so bilden die partiellen Differentialgleiclmngen: 

m 

(42) + = (Z/) = 0 

ein V -|- 1-gliedriges voUstandiges &ystm. 

Die lineare TJnabliangigkeit dieser Gleichtingen ist leicht zu be- 
weisen. Setzt man ferner; 
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SO hat man: 

T,{Y,f) = (mXif)) +_2' p. W) 
Y(Y,f) s (XiiUf)) + (x,, gj, 


woraiis mittels der Jacohi’schen Identitat und mit Eiicksicht anf die 
Beziehung: 






“V IL . 

^ ^Ps ' 


dX, 


leicht folgt: 

Da die v letzten Gleichungen^ (42) fiir sich ein vollstandiges 
System bilden^ so ist unsere Behauptung erwiesen. 

Die Punktion ist jetzt ein beliebiges^ von unab- 

hangiges Integral des Systems (42)^ wird also durch eine Operation 
2 m — 2v — 1 gefunden. Sind solcherweise die X/ der Reihe nach 
bestimmt^ so folgen die P/ aus (39) durch Auflosung linearer Glei- 
chungen. Daraus folgt: 

Ist U(x ^ . . Pm) eine arbitrdr gewdlilte FunUion, so erfordert die 
Bestimmung eines FunMonensystems FiXi, welches die Identitat: 

PldoO-^ “|- • • PmdXm = dU P^dX^ ^ P^dXm 
erfullt, je eine Operation: 

2m — 2m — 3, . . 3^ 1. 

Auch dieser Satz erweist sich als Korollar der allgemeinen Theorie 
von Kap. IX, § 1 und 2, wenn man bedenkt, dafs die vollstandigen 
Systeme V und Vvy die nach den zitirten Paragraphen zu dem be- 
dingungslosen^) Pfaff’schen Ausdruck: 

P^dX^-\- [- PmdXm — dU 

gehoren, mit der ersten Gleichung (42) bezw. dem System (42) identisch 
werden. 

293* Aus den Identitaten (27) folgt noch beilaufig der Beweis 
fiir die in Art. 201 aufgestellte Behauptung, wonach die allgemeinste 
Beruhrungstransformation, deren rechte Seiten XiPi von 0 frei sind, 
die Form: 


;3? = + U{x^ . .i?m); x! = Xi{xp)] pi = Pt(xp) 


1) Ygl. Art. 102. 
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besitzt^ unter A eine Konstante verstanden. In der That^ sollen die 
Xi^ P* von 0 nicht abbangen, so folgt aus (27): 

[X-9] = 0, M = 0. 

Also ist Q eine Funktion der X, alleiii, da die m Gleickungen 
[X,/] = 0 keine aiidere Losung besitzen. Aber aus den Identitaten ; 

folgt^ dafs Q einer Konstanten A gleicb ist; die erste Identitat (27) 
gebt jetzt in die folgende fiber: 

was zu zeigen war. 

§ 3. Begrundung der Theorie des Pfaff’schen Prolblems mittels der 
Tlieorie der Beriihrungstraiisformatioiien. 

294. Die Resultate der letzten beiden Paragrapben warden nicbt 
nur aus der allgemeinen Theorie des Pfaff’scben Problems ^ sondern 
ancb anf direktem Wege abgeleitet. Anf Grand dieser Tbatsacbe 
woUen wir nun umgekebrt die Hauptsatze der Theorie des Pfaff’scben 
Problems mit Hiilfe der Theorie der Beruhrungstransformationen wieder 
zu gewinnen sucben. Da uns jedoch alle Resaltate, zu denen wir auf 
diesem Wege gelangen, bereits gelaufig sind^ so beschranken wir uns 
daranf, den erwahnten Gedankengang zu skizziren^ indem wir die weitere 
Ausfubrung dem Leser fiberlassen. 

Zunachst schicken wir die folgenden beiden Hiilfssatze voraus: 

1. Sind die 2r — 1 Varidbeln: 

( 1 ) Viy^ * * Vrj ? 1 ; • • Q.r—1 

an eine Belation: 

(2) 95(j/i2/2.-Mi--3r-i)==0 

gehunden^ so Jcann der Pfaff’sche Amdruck: 

(3) dyr -j-q^dy^-i f- 1 

auf die eine oder die under e- der heiden Formen: 

r—Z 

qfdyf -j 1- q^^idyf-i] dy^ + ^ qfdyf 

1 

gelracht werden, je naehdem die Belation ( 2 ) die Varidbele y^ mthalt 
od&r nicM. 
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Die Grofsen ^//g/ sind dabei Funktionen von gewissen 2r — 2 
unter den Variabeln (1). 

2) Sind die 2r Variaheln: 

(4) . . yrqi . . qr 

an eine Relation: 

(6) (p{y^..yrqj^..qr) = 0 

gekniipft, so kann der Pfaff’sche Ausdruck: 

(6) H H qrdijr 

auf die eine oder die andere der Iddm Formen: 

r — 1 r — 1 

^ qjdyr, dyr' + ^ q^dy^ 

1 1 

gebracM werden, je nacMem die Relation (5) in den homogen ist 
Oder nicht 

Die g/; j// sind dabei Funktionen von ge^vissen 2r — 1 der Va- 
riabeln (4). Der Hiilfssatz 2) ist fiir r = 1 evident; wir nebnaen an^ 
dieser Hiilfssatz sei fiir die Zahlen 1^ 2, . . r — 1 bereits bewieseUj, 
und wollen zeigen, dafs unter dieser Annabme beide Hiilfssatze aucb 
fiir die Zabl r Geltung baben. 

Entbalt die Eelation (2) die Variabeln yy^ so kann sie auf folgende 
Form gebracbt vrerden: 

Vr = V(l/i . . yr-l . . qr-x)- 
Der Ausdruck (3) bat also die Gestalt: 

^ * * Vr-i • • g'r— i) + iidy^ qr_idyr—i 

und der Beweis fiir die Aussage 1) folgt jetzt unmittelbar aus Art. 292. 
Wenn dagegen die Gleicbung (2) die Variable yr nicbt entbalt, so er- 
giebt sicb die Ricbtigkeit unseres Satzes aus Hiilfssatz 2), der fiir die 
Zabl T — 1 als bewiesen gilt. 

Ist andererseits die Gleicbung (5) in den g* nicbt bomogen, so 
konnen wir stets annebmen, dafs sie die Form babe: 

q[r = i>(.yi ■ - yr, X^..Xr-l\ 

worin %i fiir ~ gescbrieben wurde. Der Ausdruck (6) nimmt jetzt 
9.r 

folgende Gestalt an: 

^(2/1 * ‘ yr'^l * ‘ — 1) (dyr + 4 ” ' ’ “f" 1 )> 

und die Bebauptung 2) ergiebt sicb aus Art. 288. Hat dagegen die 
Relation (5) die Form: 
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SO ergiebt sicb die Bebauptung 2), wenn man den Satz 1); der fur 
die Zabl r soebeii bewiesen wurde, auf den Ausdruck: 

dyr “f“ %j^^idyr-~i 

anwendet. 

Die beiden Hiilfssatze sind damit allgemein als ricbtig nacbgewiesen. 
295. Es sei jeizt 

n 

J = ^ a, . . Xn) dX; 

1 

ein beliebiger Pfaff ’sober Ausdruct in den Variabeln . -x^- Indem 
wir dann far den Augenblick die Grofsen: 

6X'l j 0 /^ ? * * ^ 

als 2n Variabeln betracbten^ die durcb die Relation 

ax — a^{x^x ^ . . 

verkntipft sind^ konnen wir den Ausdruck J nach Hiilfssatz 2) auf die 
folgende Gestalt bringen; 

% — 1 

(7) dyn + 2 q,dy, , 

1 

worin die gewisse Punktionen der 2n — 1 Variabeln a^,a^, . . 
x^. .Xn bedeuten. Ersetzen wir dann die a,- dureb ibre Ansdriicke in 
den Xi, so yerwandeln sicb die y^qt in Punktionen der x, die im Palle 
w > 1 stets durcb gewisse identiscbe Eelationen aneinander gekniipft 
sind. Greifen wir irgend eine derselben beraus, so gestattet der Aus- 
druck (7) nacb Hulfssatz 1) eine weitere Reduktion: 

n — 1 

^Uidy;. 

1 

Die Grofsen qi'yi sind dabei Punktionen von gewissen 2n — 2 
unter den Variabeln y, q, also Punktionen von x^ . . Xn. Durcb ge- 
eignete Wiederbolung dieses Verfabrens gelangen wir sofort zu dem 
Resultat, dafs jeder Pfaff’scbe Ausdruck z/ auf eine der beiden naeb- 
stebenden Pormen gebracbt werden kann. 

i 

( 8 ) 2 7ti{x-^x^ , . Xn^d^iix -^ . . 

X 

^i(XxX^ . . Xn^d^i(XxX^ . . Xy^j 

1 


( 9 ) 
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worin sammtliclie Yorkommende Funktionen bezw. Tti, yon 

einander unabhangig sind. 

Iiidem man jetzt den Pfaff’schen Ausdruck z/ mit der einen oder 
der andern der beiden Formen (8); (9) vergleicbt^ und solcberweise 
die Koeffizienten a, durcb die Funktionen tci^i bezw. ausdriickt, 

erkennt man durcb. die tJberlegungen von Kap. V, § 1 und 2 sofort^ 
dafs der Ausdruck z/ die Form (8)^ bezw. (9) nur dann erbalten kann^ 
wenn der Rang % der zu z/ geborigen Matrix (A) (Art. 96) gleicb 
2>l bezw. 2 A — 1 ist. 

Das Fundamentaltbeorem ist damit aufs Neue nachgewiesen. 

296. Im Falle % — sei (8) eine bestimmte Normalform von z/^ 
wahrend der Ausdruck: 

(10) ^ IlidS, 


eine beliebige andere Normalform von J darstellen moge, Nacb 
Art. 206 miissen dann die Funktionen S durcb die iitili allein 
ausdriickbar sein, und zwar kann man nacb Art. 279 fiir Sl eine be- 
liebige Funktion dieser 2 1 Grrofsen nebmen^ die in den iti bomogen 
nullter Ordnung ist. Fiir v — 1,2^ . , X — 1 ist dann ein be- 

liebigeS; von St ^ & unabbangiges Integral des vollstandigen Systems : 



Die Ui folgen binterber durcb Yergleicbung der zwei Ausdriicke J 
und (8). 

Im Falle % = 2X — 1 sei (9) eine bestimmte Normalform von 
Versteben wir dann unter dem Ausdruck: 


dZ-'^n,dSsj 

eine beliebige reduzirte Form von z/ mit X DifferentialelementeU; so 
sind die Grofsen <?, Z, Us, Ss nacb Art. 205 Funktionen der % Grofsen 
g, I* allein^ und fiir Z kann man nacb Art. 287 eine beliebige 
Funktion dieser Grofsen wablen. Dann ist fiir jeden Index v der 
Reibe 1,2^ . . X — 1 die Funktion Sv ein beliebiges, von Z, Si • ^ Sr-i 
unabbangiges Integral des vollstandigen Systems: 

V, Weber, Das Pfaffscbe Problem. 
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Sind die !E!i bestimmt^ so folgen die Funktionen q und kinterliei’ 
dnrch Auflosung linearer Gleichungen. 

Verstehen wir endlich. im Falle k ~ 22. — 1 uiiter dem Pfaff’schen 
Ausdruck: 

(14) 


eine beliebige Nomalform von J, so kann fiir eine arbiti-are Funktion 
von |i . . li— 1 % . - 1 genommen werden; dann ist die Funktion S'v+i 

ein von unabbangiges Integral des vollstandigen Systems: 


(15) 



— 0 (i = 1 .. v), 


und Z folgtj -wenn die !S!i bestimmt sind, dnrch eine Quadratnr, vrorauf 
die Hi wie vorhin ermittelt werden (Art. 289). 

297. Die hiermit angedeuteten Methoden setzen zunachst die vor- 
herige Ermittelung einer Normalform von Z voraus. Die entscheidende 
Wendung in nnserm Gedankengang besteht jetzt darin, dafs wir die 
successive Bestimmung der Differentialelemente in den reduzirten Por- 
men (10) (12) (14) auf die Integration solcher Systeme partieller 
Differentialgleichungen zuriiekfiihren, in denen die urspriingliehen Va- 
riabeln x^. als unabhangige Veranderliche figuriren. Dazu be- 
notigen wir vor allem die Resultate von Kap. V, § 1 und 2, wonach 
die X unabhangigen, in der N^ormalform von Z auftretenden Funktionen 
ein gewisses System W linearer partieller Differentialgleichungen er- 
Mlen, welches mit Hiilfe der Funktionen at, an, naoh den Eegeln des 
zitirten Kapitels gebildet und bier-bei gleichzeitig als voUsiandig er- 
kannt wird. Ebenso wissen wir aus Kap. V, dafs im Falle jc — 2il 
die Funktionen: 

im Falle % — — 1 die Funktionen: 


. . utx — 1 

ein gewisses System V ron n — k 1 partiellen Differentialgleichungen 
befriedigen^ das sonach ebenfalls vollstandig ist 
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Fur die Funktion Sfi in dem Ausdruck (10) tmd (14) ist sonach 
ein beliebiges Integral des Systems F, fur die Funktion Z in (12) da- 
gegen ein beliebiges Integral von Wy im Falle % — — 1—n eine 

arbitrdre Funktion der x 0 u todhlen, 

Aus diesen Thatsachen folgt nunmehr aufs leichteste der Satz des 
Art. 151 und damit die ^jimplicite^^ Reduktionsmetliode. 

Mit Htilfe der Ergebnisse von Kap. § 3 kann man sodann die 
Grleichimgensysteme (11) (13) (15) direkt in partielle Diflferential- 
gleicbmigensysteme mit den Independenten x^^ , umsetzen. Dadurch 
gewinnen wir nicbt nur abermals die in Kap. IX entwickelte ^^explicite^^ 
Reduktionsmethode; sondern gleicbzeitig einen neuen Beweis fiir die 
Vollstaudigkeit der a, a. 0. bemitzten Grleicbungensysteme und 

Aus der Tbeorie der Beruhrungstransformationen (Kap. VIII^ XI) 
und dem daran sich anschlielsenden Beweis des Fundamentaltbeorems 
(Art. 295) sowie aus den Ergebnissen von Kap. V, § 1, 2, und Kap. X, 
§ 3 lafst sich somit eine vollstandige, in sich abgeschlossene Theorie des 
Pfaff^schen Problems aufbauen. 


Kapitel XIL 

Niclitlineare partielle Differentialgleicliungen erster Ordimiig. 

§ 1. Die Integrale. 


298. Gegeben sei eine partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung mit einer Unbekannten: 


( 1 ) 


Fi 


^ 2 ; • 


j 


dz 


d_z^ 



Die Funktion: 

( 2 ) ^ , Xn) 

sei ein Integral derselben (s. die Einleitung). 

Im Raunie , x^) stellt die Relation (2) eine Flache 

dar; wir bezeichnen dieselbe als ^^Integralflache^^ der partiellen Differen- 
tialgleichung, wenn <p eine Losung derselben ist. Definirt also die 
Relation (2) eine Integralflache von (1), dann und nur dann besitzt 
das m -f- 1-gliedrige Gleichungensystem: 

die folgenden beiden Eigenscliaffcen: 


26 * 
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Kap. Xn. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. [299, 300] 

1) Es befriedigt die Pfaff’sehe Gleicbung: 

dg — PmdXm = 0 . 

2) Die Relation: 

F{0, % . . XmPi ■ ■ Pm) = 0 

ist eine Polge des Gleicbungensystems (3) (vgl. die Einleitung und 
Art. 41). 

299. Wir werden so auf das Problem gefubrt, in den 2m 1 
Variabeln: 

(4) 0,XiX^ . .XmPi- -Pm 

iiberbaupt aUe m -)- 1-gliedrigen Gleichungensysteme zu bestimmen, 
"welche die genannten beiden Eigenscbaften besitzen, und dement- 
sprechend -wollen wir den Integralbegriff folgendermafsen verallgemeinern : 
Unter einem „Integral‘‘ der Gleichung: 

(5) F(S, . . XmPx . . = 0 

verstehen wir jedes m -}- 1-gliedrige Gl&ichungensystem der Form: 

(6) ^i{0, Xx . . x„,Px . . y),„) = 0 (« == 1, 2, . . m + 1) , 

welches die Belation F = 0 umfafsf und die Ffaff’sche Gleiclmng: 

(7) ds — PidXx — • — PmdXm — 0 
befriedigt (rgl. Art. 82 und Kap. VII § 1). 

Deuten wir die 2 m -|- 1 Variabeln (4) als Elementkoordinaten 
des Bm+i, so deflnirt jedes Gleichungensystem (6) der genannten Art 
eine Element- , deren Flacbenelemente 0 XiPi alle die Relation F—0 
erfiillen, und die wir als eine „Inkgral-Mm“ der Gleicbung (5) be- 
zeicbnen woRen. 

Eine Gleicbung (6) „integriren“ beifst also jetzt, alle ibre Integral- 
bestimmen, und diese Aufgabe umfafst das im vor. Art. formulirte 
Integrationsproblem als Spezialfall, da ja durcb ibre Losung insbesondere 
aucb alle Integral- oder IntegraMacben der gegebenen Gleicbung 
miterbalten werden. 

300. Bine Element- (p. > 0), deren m 1 -j- Definitions- 
gleicbungen (Art. 177) die Relation F = 0 umfassen, soli als eine 
„Integral-Mm—jf‘ dieser Gleicbung bezeicbnet werden. Um die all- 
gemeinste Integral-Jf^—^t einer partiellen Dififerentialgleicbung (5) zu 
bestimmen, brauobt man nur zu den m -)- 1 Definitionsgleicbungen 
einer gang bdieUgen Element- die keine Integral- von F ~ 0 
ist; die Gleicbung F=0 selbst und g — 1 beliebige andere Relationen 
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iiinzuzufugen, derart, dafs die so erhaltenen m + ft -j- 1 Gleichungen 
Ton einander unabhangig ausfallen. 

Die allgemeinste Integral-Mm-ii Idfst sich dmnach, falls ft > 0, 
ohm jede Integration ermitteln. 

Insbesondere erkennt man, dafs die Punktmannigfaltigkeit, an die 
sicb die Integral- anscbliefst, ganz -willkurlich gewablt werden kann. 

Urn z. B. die allgemeinste Integral- Jfj einer partiellen Differential- 
gleicbung : 

( 8 ) F(xy 0 pq) — 0 

zu bestimmen, wablen wir irgend eine Element-J^^ des Raumes Itg(xyz): 

(9) ^==9>(*2/);P=||; 2 = 

imd fiigen die Relation ( 8 ) hinzu^ die jetzt vermoge ( 9 ) folgende Pom 
annimmt: 

CQ {xy) — 0. 

Durch. diese Gleichung wird auf der Flache 0 = q) eine gewisse Raum- 
kurve ansgeschnitten , und diese Raumkurve bestimmt anf unserer 
Flache einen Streifen (Art. 177) yon Flachenelementen, die alle der Re- 
lation F=0 geniigen. Wir konnen ebenso eine des beliebig wablen: 

0 == f(x)] y == 9 ( 35 ); p = y> — q(p. 

Diese Relationen definiren dann zusammen mit: 

F(x, y, 8, — qtp, 2 ) = 0 , 

einen oder mehrere Streifen, die sich an die Raumkurye ^ y — tp 
anschliefsen und deren Flachenelemente die Gleichung F =0 erfiillen. 

Man erkennt leicht, dafs jede Integral-ilfj^ yon ( 8 ) ebensowohl 
anf die eine als anf die andere Weise erhalten werden kann. 

301. Es giebt einen Fall, in dem auch die Bestimmung aller 
Integral- Jfwi ohne Integration gelingt, wenn namlieh die Gleichung (5) 
die Variabeln iiberhaupt nicht enthalt, also die Form besitzt: 

(10) . .^^m) = 0.. 

Diese Gleichung stellt im Sinne yon Art. 298 tiberhaupt keine 
partielle Differentialgleichung dar, wahrend der Integralbegriff des 
Art. 299 unyerandert bestehen bleibt. In der That, urn die allgemeinste 
Integral- Jfin der Gleichung (10) zu finden, yerstehen wir unter ft eine 
Zahl der Reihe 0, 1, . . w, wahlen (i Funktionen (p^. . (p^ derart, dais 
die Gleiehungen: 

9 = 0 , = 0 , . . = 0 
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nach z und nach von den Variabeln anflosbar sind^ und 

fiigen die Eelationen hinzu, die durch Elimination der A ans dem System : 






— Pi- 


^ Sz dn + 




m) 


herrorgelien (Art. 174). Damach giebt es z. B. dreierlei Arten von 
Integral-ilfg der Gleichung: 

( 11 ) (p(xy0)^O. 

Die eine Kategorie wird durch die Flache (11) selbst, bezw. durch die 
oo^ sich an sie anschliefsenden Plachenelemente xyspq reprasentirt. 
Die zweite besteht aus den Element-ilfa, die sich an je eine beliebige, 
auf der Flache (11) gelegene Eaumkurve anschliefsen ; zu der dritten 
gehort jede M^, deren Elemente denselben Pnnkt xyz der Flache (11) 
enthalten. 

302. Hat die gegebene partielle Differentialgleichung (5) folgende 
Form:- 


( 12 ) 



^ A. 

Pm' Pm 



= 0 , 


d. h. ist sie von 0 frei und in den pi homogen, so lafst das Integrations- 
problem eine doppelte Auffassung zu. Einmal konnen wir wie vorhin 
nach alien m -|- 1-gliedrigen Gleichungensystemen in sxipi fragen, 
welche die Pfafflsche Gleichung (7) erfullen und die Relation (12) 
enthalten. Zweitens aber konnen wir die 2 m Variabeln XiPi als ho- 
naogene Elementkoordinaten des Raums ■ x,n) interpretiren, und 

dementsprechend alle w-gliedrigen, in den p, homogenen Gleichungen- 
systeme in . . XmPi - . Pm zu ermitteln suehen, welche die Pfaff’sche 
Gleichung: 

p^dx^ -j- p^dx^ PmdXm = 0 


befriedigen und die Relation (12) umfassen. Ein solches Gleichungen- 
system definirt uns dann eine Element-iKm-i des deren Plachen- 
elemente der Relation ■ (12) geniigen, und die wir als ein „Integral" 
oder eine „Integral-J[fm— von (12) bezeichnen wollen. 

Das zweite Problem ist seheinbar spezieller als das erste. Durch 
die Losung der ersteren Aufgabe ist die zweite offenbar miterledigt; 
denn die m Definitionsgleichungen einer Element- Jfm_i des geben 
mit « = 0 zusammen die w -f 1 Definitionsgleichungen einer Element-. 
Mm des Bm+i (Art. 180, 182). Dagegen liefert die Losung des zweiten 
Problems nicht die Element-ifm des Bm+i, die der Gleichung (12) 
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genugen, sondern nur diejenigen^ deren zugehorige Punktmannigfaltig- 
keiten in der Ebene 0 — O des -Rwz-fi gelegen sind; insbesondere wird 
auf diesem Wege keine Integralflache ^ der Gleicbung 

(12) gewonnen. Gleichwobl werden wir spater erkennen^ dafs aus der 
Losung des zweiten Problems sick die des ersten mit Leicbtigkeit ergiebt. 

303. Bine partielle Differentialgleicbung der Form: 

(13) 0 {0, . . Xm-1, Pi . . Pm-l), 

kann einfack dadurck auf die Form (12) gebrackt werden, dafs man 

p. 

Xra statt nnd statt pi sckreibt, also im statt 

der nicbt homogenen Elementkoordinaten 0 Xtp^ homogene einfiihrt. 1st 
so (13) anf die Form (12) gebracht^ so wird man bei der Integration 
dieser letzteren Gleicbung von den beiden obigen Formulirungen des 
Integrationsproblems der zweiten den Vorzug geben. Umgekehrt kann 
man natiirlich durch die inverse Substitution von der Gleicbung (12)’ 
sofort zu (13) ubergeben. 

Vermoge dieser Transformation konnen nunmebr aucb solcbe In-* 
tegral-lf^-i der partiellen Differentialgleicbung (13) in Betracbt ge- 
zogen werden, deren zugehorige Punktmannigfaltigkeit eine zur 0 -Axq 
parallele cylindrische Mannigfaltigkeit darstellt (Art. 183), deren De- 
finitionsgleicbungen also, in den bomogenen Koordinaten gescbrieben, 
die Relation pm — 0 entbalten. 

304. Wir werden im Folgenden meist partielle Differentialglei- 
cbungen der Form: 

(14) F(0, X^ . . XrnPi * -Pm) = 0 

betracbten, worin c eine willkiirliche Konstante ist. Jede Gleicbung: 

(15) ® (^, X^ . . Xrr,p^ . . p„,) = 0, 

die keine willkurlicbe Konstante entbalt, kann auf die Form (14) ge- 
bracbt werden. Entbalt namlicb 0 die Grofse so fubre man statt 
0 die neue Variable / -{- c ein, und lose (15) nacb / -j- c auf. Durcb 
den tJbergang von 0 zu 0 c gebt offenbar jede IntegraH£,,i von 
(15) in eine solcbe der transformirten Gleicbung iiber; umgekehrt^ jede 
Integral’-ilf,,^ der letzteren liefert eine solcbe von (15), wenn man in 
deren w + 1 Definitionsgleicbungen c durcb 0 und 0 durch 0 ersetzt. 

Wenn aber 0 die Funktion 0 nicbt entbalt, so moge die Gleicbung 
(15) auf die Form: 

Pi = '^{^1 • • ^mP2 • • Pm) 

gebracbt sein. Diese Gleicbung erbalt dann vermoge der erweiterten 
Punkttransformation : 
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^ a;/ = j)/ — J>i — c 

x! — x,]^ Pi' —p, (i — 2 . .in) 
die gewdnschte Form; 

(17) Pi “I- Ipipi • ■ ^mPi ■ ■ Pnt) — ^ j 

tmd es ist Har, dais jede Integral- Jf« von (17) sich vermoge der Be- 
riilirungstransformation (16) in eine Integral-JITm von (15) verwandelt 
und nmgekehrt. 

§ 2. Metkode von Pfaff, vervoUstandigt von Jacobi und Mayer. 

305. Urn alle m + 1 -gliedrigen Gleichungensysteme in 2x,p, zu 
finden, velche die Eelation: 

( 1 ) -^(p) • • ^mPx ■ • Pm) ^ 

umfassen, und die Pfaff’sche GileicFang: 

V = (Is — PxdXi — PmdXm — 0 

erMlen, denken wir uns die Relation (1) in der Form: 

(2) Px = '^ ^1 ..Xm,P 2 -- Pm, c) 

aufgelost. Dafs dies moglich sei, darf okne Besehrankung der All- 
gemeinheit angenommen werden, da der Fall einer von den pi unab- 
hangigen Gleichung (1) bereits in Art. 301 erledigt wurde. 

Wir habea jetzt alle m-gliedrigen G-ieicbungensysteme in den 2 m 
Variabeln: 

(3) S,Xi. .Xmp^ . .pm 

zu bestimmen, welche die Pfaff ’scbe Grleichung: 

Vg — ds — rjjdXi — P^dx^ — ■ • — PmdXm = 0 

befriedigen. 

Wir untersebeiden nun die nachstehenden drei Moglichkeiten, die 
wir fortan immer als „die Falle a), 7 )“ zitiren werden: 

a) Die Funktion F, und infolgedessen aueh ip, ist von s nicbt 
unabhangig. 

j3) F ist von s frei, und in den pi nicbt bomogen nullter Ord- 
nung, Oder, was dasselbe besagt: ip ist von s unabbangig, aber in den 
Pi nicbt homogen erster Ordnung. 

7 ) F ist von s frei und in den p, bomogen nullter Ordnung, d. b. 
Ip ist von s frei und in den pi bomogen erster Ordnung. 

Der Pfaff ’scbe Ausdruck V besitzt, wenn darin die 2 m 1 Orolsen 
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als Variable betrachtet werden^ die Klasse 2m + 1; ferner ist 
die Klasse des Ausdrucks: 

V — pm^Xm^ 

wenn die 2 m Grrofsen Xipi als Variable gelten, gleicb 2 m. Die zu 
V bezw. V' gehorigen voUstandigen Systeme V reduziren sick anf die 
partiellen Diflferentialgleicbungen : 

|{==0, bezw. 

(Kap, X, § 3). Aus dem Satz des Art. 162 folgt jetzt unmittelbar, 
dafs Vq, als Pfaff ’sober Ausdruck in den 2 m Indej^ndenten (3) be- 
tracbtet, im Palle a) die Klasse 2 m, in den Fallen |8) und y) dagegen 
die Klasse 2m — 1 besitzt. Ferner ist die Klasse des Ausdrucks: 

= • XmP2 • • Pm)dx^ + ft ^^2 H !“ PmdX^ , 

wenn darin 

(4) , . Xm p 2 • • Pm 

als unabbangige Variable gelten^ im Falle j3) gleieb 2 m — 1, im Falle 
y) gleicb 2m — 2. Alle diese Resultate fliefsen natiliiicb aucb un- 
mittelbar aus der Betracbtung der zu dem Pfaff’scben Ausdruck Vq 
geborigen Matrix (B) (Art, 96), welche folgende Form besitzt: 

0, --|t, 0, .. 0, 0, .. .. 0, -1 

^ dip dip dip dip . 

17’ ’ dx^’ " dxj Jp^’ ■■ ■■ 

0, 0, .. 0, 1, 0, .. 0, p, 

(5) 0, 0, .. 0, 0, .. .. 1, p^ 

0, -|±, -1, .. 0, 0, .. 0, 0 

»> -fe •• •• ® 

1; —If’, —Ps ■■—Pm 0, .... 0, 0 

Die 2jw-reihige Determinan'te, die bieraus durch Weglassung der 

■^1 ; also ist die 

Klasse von V,, gleicb 2 m, wenn ifj von z nicbt frei ist. Ist aber 0, 
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SO hat die Matrix (5) immer noch den Rang 2jw; denn die 2m-zeilige 
Determinante, die aus (5) durch Streichung der zweiten Zeile und 
Spalte entsteht, ist gleich 1. Aber die Determinante, die aus (5) durcb 
Streicbung der letzten Zeile und Spalte entsteht, ist jetzt null, also ist 
2m — 2 der Rang der zu geborigen Matrix (C), d. b. besitzt 

die Klasse ~ (2m -j- 2m — 2) = 2m — 1. 

Die zu Vq' geborige Matrix (B) entstebt aus (5) durcb Streicbung 
der ersten Zeile und Koloniie; die zuriickbleibende Determinante ist 
aber gleicb dem Quadrat des Ausdruebs: 

und die Determinante, die aus (5) durcb Streicbung der ersten, zweiten 
und letzten Spalte und Zeile entstebt, bat den Wert 1, woraus aucb 
unsere ubrigen Bebauptungen sofort folgen. 

Nacb Rap. IV lafst sicb die Grleicbung = 0 in alien drei Fallen 
auf eine reduzirte Form mit m Differentialelementen bringen: 

(6) -F,df, = 0, 

worin . . fmF^ . . F^—i ein System von 2m — 1 unabb&gigen Funk- 
tionen der 2 m Variabeln (3) bedeuten. Ist diese Reduktion ausgeftibrt, 
so ergiebt sicb nacb Kap. VII sofort die Gesamtbeit aller w-gliedrigen 
Gtleicbungensysfeme, '-welcbe die Pfaff ’scbe Gleicbung == 0 befriedigen. 

306. Die Herstellung der reduzirten Form (6) beginnt nacb der 
Pfaff-Grassmann’scben Tbeorie (Kap. IV) in alien Fallen damit, dais 
man die Pfaff ’scbe Grleicbung V, = 0 durcb Binfubrung neuer Va- 
riabeln . . ytm-xt auf die Gestalt: 

2 m— 1 

• • 2^2 w—i) == 0 

1 

bringt. Die yi sind dabei die 2m — 1 unabbangigen Integrale einer 
gewissen linearen partiellen Differentialgleicbung mit den Independenten 
(3), die im Falle a) in dem zu geborigen vollstandigeu System 
in den Fallen /3) und y) dagegen in dem zu Vq geborigen Tolistandigen 
System W entbalten sein mufs. 

Das System V reduzirt sicb im Falle a) auf die folgende lineare 
partielle Gleicbung: 
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Im Falle j3) wird das zu Vq gehorige System W durch die eine 
Gleichung: 






im Falle y) also durch die Gleiehung; 


K 4- SlI^lL ^ttlL 

)a:^ I 2jPf dx. dx. dp^ 


reprasentirt. 

Diese drei Gleichungen lassen sich bezw. durcli die folgenden 
ersetzen: 


O') 


7 dF df , df\ df [dF . dF 


-J dz J dpAdx^~-^‘ dz 


pjnilL—^£lL\4.IL. SI .IE 

J \ dpi 8 X. 8 X. dpj 8z' 8 Pi 


nv 

(9') (Ff)='^ 


^ZK—^K 

J\dp.dx^ dx.dp^ 


In der That, die Gleichung (7') hesitzt das Integral jP, wobei F 
die linke Seite der gegebenen partiellen Differentialgleicbung (1) be- 
deutet. Urn die 2 m — 1 iibrigen Integrate zu finden, konnen wir ver- 
moge der Formel (1) oder (2) die Grofse c statt in die Grleichung 
(7') als neue Independente einfiihren, wodurch diese Gleicbiing, wie 
man leicht verifizirt, gerade die Form (7) annimmt. 1st also 

. . XmP^ . .praC) 

irgend ein Integral von (7), so erhalt man daraus eine Losnng von 
(l')\ wenn c durcb F ersetzt wird, und umgekehrt verwandelt sick 
jede Losnng der letzteren Gleicbnng in eine solcbe von (7), wenn man 
darin fiir p^ substitnirt. Die Integrationsprobleme (7) und (7') sind 
daber vollig aquivalent, nnd dasselbe gilt fiir (8) nnd (8'), sowie ftir 
(9) und (9'). 

Die erste Pfaff’scbe Reduktion, welcbe auf den Ausdruck aus- 
zuiiben ist, verlangt also die Integration einer der Gleichungen (7) 
(8) (9), Oder, was dasselbe ist, die Ermittelung der 2m — 1 von F 
unabhangigen Losungen einer der Gleichungen (7') (8') (9'). Dabei 
ist zu ♦bemerken, dafs im Falle y) eines dieser 2 m — 1 Integrate, 
namlich von vorneherein bekannt ist 
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Man hatte jetzt die Integrale . . y^m-i der Gleicliung (7) (bezw. 
(8)y (9)) nebst einer beliebigen andern Funktioii t statt der Variabeln 
(3) in den Pfaff’scben Ausdruck als nene Independente einzufnbren, 
und den so erhaltenen Ausdruck nach der Vorschrift von Kap. IV 
weiter zu behandeln. 

307. Es gilt nun aber die aufserst wicbtige Tbatsacbe: 

Die erste, auf die Gleichmg = 0 anmwendende Ffaff-Gmss- 
mann^sche HeduMion Idfst sich so einrichten^ dafs die fransformirte Glei^- 
chung l)ereits in der redwirten Form mit m Differentialeleynenien er- 
scheintj eine weitere JReduMion also nicht melir erforderlicli ist 
Es sei namlicb 

( 10 ) 

ein Wertsystem, in dessen Umgebung die Funktion ijj regular ist. 
Dann besitzt jede der linearen partiellen Different algleicbungen (7) 
(8) (9) ein System von 2 m — 1 Hauptintegralen binsicbtlicb 
Diese Integrale bezeicbnen wir in alien drei Fallen mit: 

(11) ^2? * * ^2 * * 

Diese Funktionen der 2 m Variabeln (3) und der Konstanten c 
sind alle in der Umgebung der Stelle (10) regular und reduziren sick 
vermoge bezw. auf: 

X^ • . Xmy P 2 * * 

Wena man jetzt diese 2m — 1 Funktionen neben statt der 
Variabeln (3) als neue Veranderlicbe einfubrt, so erha.lt man die 
transformirte Gleiehung Vo — 0 nach Art. 114 und 115 dadurch, dafs 
man in Vg die Variable uberall durch Xj^, die iibrigen Variabeln 
0 ,x^..Xm,P 2 --Pm dagegeu durch die entsprechenden Grofsen (11) er- 
setzt. Die transformirte Gleiehung ist also die folgende; 

* * ^md^m Oy 

mithin hat man identisch: 

(1^) (dt — ^sd^ ^mdtm), 

und da im Falle a) der Ausdruck Vq die Klasse 2 m besitzt, so sind 
die 2m Funktionen q, g, 7t{, von einander unabhangig; in diesem Falle 
haben wir also fiir durch unser Verfahren ohne weiteres eine 
Normalform erhalten. 

308. Im Falle sind die 2 m — 2 von s unabhangigen Losungen 
der partiellen Differentialgleiehung (9) zugleich auch Integrale ton (8); 
sind diese Losungen bekannt, so ergiebt sich das noch fehlende 
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2m — 1^® Integral Yon (8) durch eine Quadrature was ahnlicli wie in 
Art. 143 erkannt wird. 

XJm dies etwas naher auszufulirene seien 

(l3) Ig . . 

die (yon 0 freien) Hauptintegrale der Grleicliung (9) hinsiclitlicli 
sie sind dann offenbar aucli Hauptintegrale von (8). Dann konnen wir 
die 2m Grofsen (13) statt als neue Independente in 

(8) einfubren. Die Funktion: 

die im gegenwartigen Falle von 0 nicht abhangt, nehme kierdurch 
die Form: 


an. In den neuen Independenten sckreibt sich jetzt 
folgendermafsen: 


df , df 


die Gleickung (8) 


und diese Gleickung besitzt die Losung: 




t 

+ I udx^. 


Bei der rechts auszufulirenden Quadratur sind die als Konstante 
zu behandeln. Es sei jetzt: 

JJ (x^ X 2 • • Xf^ p2 • • 


X 

der Ausdrucke in den sick udx^ verwandelt; wenn man nack 


aus- 


gefiikrter Quadratur die ^iTti wieder durck ikre Ausdriicke in den x 
und ersetzt. Da TJ fiir yersckwindete stellen die Funktionen: 


^ ~j~ 


die Hauptintegrale von (8) liinsiclitlicli dar. Demnacli ist in 

der Identitat (12) die Funktion 9 = 1, und man erhalt im Falle ]3) 
fur Vg folgende Normalfom: 

(14) Vo = (i(0 + 17) — 

Im Falle y) ist U=0 und man hat; 


(15) 


Vq d0 
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oder^ was dasselbe besagt: 

m 

(16) Vq' = -j- PidXi = 3r2^?|2 + • • -f- ^md>lm- 

2 

Damit ist fiir den Ausdruck Vo in alien -Fallen die Nonnalform 
kergestellt. 

309. Unter den m-gliedrigen Gleichungensystemen, welche den 
Ausdraek Vq zum Verschwinden bringen, greifen wir insbesondere 
folgendes heraus : 

(I'i) ^ Gj ^2 ^2 ■ • 

■worin ? im Palle durcb z U, im Falle j^) dureh z zu ersetzen 
ist. Es ist dies nacb der Bezeichnungsweise des Art. 189 ein ,poll- 
stdndiges Integraldquivalenf‘ der Pfaff’seben Gleiebung Vg = 0. Indem 
wir in den Funktionen %i die Konstante c dureh. er- 

setzen, und dem System (17) die Relation F — c hinzufugen, ei-halten 
wir ein Relationensystem der Form: 

(18) F( 2 , x^ . . Pm) = c; Fi(s, Xj ^ . . jPm) = Ci (i = 1, 2 . . m). 

Die Funktionen F, F^, . . Fm sind augenscheinlich von einander unab- 
hangig, und die Gleichungen (18) definiren, wie aus ihrer Entstehung 
folgt, fiir jedes beliebige Wertsystem der arbitraren Konstanten c, q . . e,„ 
eine Element- des Raums x^ . . Xm) und zwar eine Integral- 

Mm der gegebenen partiellen Differentialgleichung F — c. 

Wir verstehen nun unter einem „vollstdndigm lntegral“ der par- 
tiellen Differentialgleichimg: 

(1) F{g, x ^ . . XmPi ■.pm) = c 

jedes m -j- 1-gliedrige Gleichungensystem der Gestalt : 

(19) % . . Xm, Pi ..pm, e, c^..Cm) = 0 (i = 1, 2, . . TO -f- 1), 

welches sich nach den c, in der Form (18) auflosen lafst, also ins- 
besondere die Relation F — c umfafst, und welches fiir jedes beliebige 
Wertsystem der arbitraren Konstanten c, Ci eine Element -Aim des 
Raumes Bm+i, d.h. also ein Integralaquivalent der Pfaff’schen Gleichung: 

dz—p^dx^ PmdXm — 0 

definirt. Verstehen wir unter c keine arbitrare Konstante, sondern einen 
bestimmten numerischen Wert, etwa die KuU, so nennen wir „voll- 
stdndiges Integral" der Gleichung (1) jedes m -j- l-gliedrige Gleichungen- 
system (19), das fiir beliebige Werte Ton . . c« eine Element-ilf,„ 
definirt, und nach Elimination der q.-Cm eine und nur eine Relation 
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in namlich die Grleicliung F—c ergiebt^ m. a. W. in der 

Form (18) anfgelost werden kann. 

Ein vollstandiges Integral von (1) besteht demnacb aus m-fach 
ausgedebnten Elementvereinen^ die alle der Q-leicbung (1) geniigen; 
nnd zwar giebt es unter diesen Elementvereinen einen und nur einen, 
welcber ein bestimmt ausgewabltes Flacbenelement 0 ^ . . das (1) 
erffillt, in sick entbalt; es ist dies derjenige durch (19) definirte Ele- 
mentverein^ der den Konstantenwei'ten : 

c. — F.U^j ) 

* ?v ? 1 

entspricbt. 

Aus der Definition des vollstandigen Integrals und aus Art. 189 
folgt aucb obne weiteres: 

Damit ein Grieichungensystem der Form: 

^(^; * • Pm^') 5 * * JP»w^) (j' ^ • * ^) 

fiir beliebige Werte mit F=c zusammen eine Integral 

dieser partiellen Differentialgleicbung darstelle^ ist nicbt nur bin- 
reicbend, sondern aucb notwendig, dais der Pfaff’scbe Ausdruck sicb 
in der Form (12) darstellen lasse. 

Ferner erkennt man^ dafs eine partielle Differentialgleicbung durcb 
Angabe eines vollstandigen Integrals eindeutig bestimmt ist. 

310, Soil das vollstandige Integral (19) aus lauter Fldchen des 
Raums besteben^ so darf sicb durcb Elimination der Grofsen 

. .pwi aus (19) nur eine einzige Relation: 

( 20 ) .Cn^ ^0 

ergeben. Die ubrigen m Relationen (19) konnen jetzt nacb Kap. VII^ 
§ 1 die Form: 

erbalten und die Elimination der q • * aus (20) und (21) mufs die 
Relation F—c und nur diese ergeben. Man pfiegt dann die Gleicbung 
(20) fiir sicb als ein vollstandiges Integral der partiellen Differential- 
gleicbung F — c zxi bezeicbnen. 

Ein vollstandiges Integral (20) mufs jedenfalls auf die Form: 

( 22 ) 0 == ^{x^x^ . . XmCC^ . . Cn) 

gebracbt werden konnen; denn Elementvereine, deren zugeborige Punkt- 
mannigfaltigkeiten cylindriscb und zur 0 >Axe parallel sind^ bleiben 
beim Gebraucb der Elementkoordinaten 0 Xip, iiberbaupt aufser Betracbt. 
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Die Grleicliungen (21) werden jetzt: 

(23) = 


Damit sich dann durch Elimination von ans (22) (23) nur 

eine Gleichung F — c ergebe^ isfc offenbar notwendig und binreichend; 
dafs einer der beiden folgenden Palle stattfinde: 

1) Die Determinante: 


dx^^dc^ 


(iy ^ = 1, 2, . . w) 


ist nicbt identiscb null Dann lassen sicb die als Funktionen von 
x -^ . . XmPi * ‘ mittels (23) ausdriicken und in (22) substituiren, wo- 
durcb eine partielle Differentialgleichung vom Typus cc) entstebt. 

2) Die obige Determinante ist identiscb null, nicbt aber alle ibre 
qn — 1-zeiligen Unterdeterminanten. Ist insbesondere etwa die Deter- 
minante: 




(ij h — Sj . . m) 


nicbt identiscb null, so kann man aus den letzten qn — 1 Grleicbungen 

(23) die .. Cm berecbnen, und in die erste Grleicbung (23) substituii'en, 
vrodurcb q aus dieser Gleicbung von selbst fortfallt und eine nacb 
aufgeloste partielle Differentialgleichung vom Typus jS) oder y) entstebt. 

Ist q)(x^ . . Xm) eine Integralfunktion der gegebenen partiellen 
Differentialgleichung F = c, so ist im Falle aucb 9 -j~ 4 ™ 
y) aucb Cg) -f- C' eine Integralfunktion, wenn C, G' arbitrare Kon- 
stante bedeuten. Daraus folgt sofort, dafs im Falle /J) jedes aus 
Flacben bestebende vollstandige Integral in der Form: 

(24) ^ = 'll; (x^ . . Xffi Cj C 2 . - C^?i) Cj , 
im Falle y) in der Form: 

(25) 0 — C 2 'ijj (x-j ^ . . x-jji Cj 

vorausgesetzt werden darf; diese Formen des vollstandigen Integrals 
sind tiberdies fiir die Grleicbungen vom Typus j3) bezw. y) cbarakteristisch. 

Damit die Gleicbung (24) das vollstandige Integral einer GHeicbung 
vom Typus /3) darstelle, ist nacb dem Obigen notwendig und bin- 
reicbend, dafs in dem Schema: 


d^'ip 

dx.dcj^ 


(i = 1 . . w; Jb = 2 . . m). 


nicbt alle m — 1-reibigen Determinanten identiscb verscbwinden. Da- 
mit die Relation (25) das vollstandige Integral einer Gleicbung y) 
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sei^ ist notwendig und hinreichend^ dafs in der Matrix: 


d'lp 

d'lp 

d^i 


d^Tp 


dx^de^ 


d^'ip 


dxj^dc^ 

dxje„, 


nicht alle m — 1-reihigen Determinanten verschwinden. 

311. Ist die gegebene partielle Differentialgleicbung linear, hat sie 
also die Form: 


(26) AmPm — -B; 

worin A^ , , Am, S Funktionen von bedeuten, so nimmt die 

Grleichnng (7) folgende Form an: 


wobei wir fur die Koeffizienten der Ableitungen ^ eine abkiirzende 
Bezeicbnung gewablt baben. Die Hauptintegrale der Dieicbung: 

(28) 


ft + 


welche sich fiir x^ — bezw. auf x^ reduziren^ mogeii ^2 •• 

genannt werden, Diese Funktionen^ die von den pi nicht abhangen^ 
sind oflFenbar auch Hauptintegrale der Gleichung (27) hinsichtlich 
~ '^ 1 ^* Relationen: 


(29) ^ — C-^ 5 §2 — ^2 • • 

definiren nun nach Art. 53 die j,charakteristischen Kurven^^ der ho- 
mogenen linearen partiellen Differentialgleichung (28); oder auch der 
nicht homogenen Grleichnng (26). Darnach ist jede Element- des 
die sich an irgend eine charakteristische Kurve der Gleichung 
(28) anschlielst; d. h. also durch die w + 1 Relationen (26) (29) definirt 
wird; von unserm gegenwartigen Standpunkt aus als ein Integral der 
partiellen Differentialgleichung (26) zu betrachteU; und die Gresamtheit 
dieser Element- AP bildet ein voUstandiges Integral dieser Grleichnng. 

312. Im Falle y) nimmt das in Art. 309 erhaltene vollstandige 
Integral der gegebenen partiellen Differentialgleichung ( 1 ) folgende 
Form an: 


(30) 0 — I 2 — ^2 * • 

V. Weber, Das Pfaffscbe Problem. 


27 
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Da im gegenwartigen Falle der Pfaff’sche Ausdruck: 

die Klasse 2 m — 2 besitzt, so ist das zugehorige Yollstandige System 
V zweigliedrig und bestekt aus der partiellen Differentialgleicbung (9) 
und der folgeEden: 

■^2 dp^ dp^‘ ' dp^ 

Aus der Identitat (16) folgt jetzt sofort, dais die Funktionen 
diesem vollstandigen System F genugen miissen, also in. den Variabeln 
P2 ■ - Pm komogen nullter Ordnung sind. Aus den letzten m — 1 
Gleickungen (30) ergiebt sick demnack dureh Elimination der pt min- 
destens eine Relation in co^. .x^ allein, und das voUstandige Integral 

(30) bestekt daher niekt aus Flacken des Rm+i, sondern aus solcken 

Elementvereinen , deren zugekorige Punktmannigfaltigkeiten weniger 
als m-faek ausgedeknt sind. Aber auck fur partielle Differential- 
gleickungen vom Typus a) oder /S) kann es eintreten, dafs sick durck 
Elimination der Variabeln aus (17) mekr als eine Relation in 

. Xm ergiebt. 

313. Durck eine einfacke Modifikation^) der Metkode des Art. 307 
gelingt es aber in alien Fallen, ein aus Flacken bestekendes voUstandiges 
Integral kerzusteUen. In der Tkat lalst sick die Identitat (12) so 
sckreiben : 

Mitkin liefem die Relationen: 

(31) J ^2^2 ' ' ®2 Tz ' " 

mit Pi — il> zusammen ein voUstandiges Integral dieser Gleickung, das 
offenbar aus Flacken bestekt. Deim die m — 1 letzten Gleickungen 
(31) lassen sick nack p^, . . p„, auflosen, da sick ja die x, fiir = Xj^ 
bezw. auf pi reduziren, also die nack p^..pm genommene Funktional- 
determinante der Fimktionen . 0 ^ fiir x^ = x.^ den Wert 1 an- 
nimmt, und demnack niekt identisck versekwindet. 

Wir konnen jetzt folgendes Tkeorem aussprecken: 

Urn em voUstandiges, aus 00 “ Fldehen hestehendes Integral der 
partiellen Differentialgleichung: 

(1) Pi =^f(z,Xj^.. XmPi ..pmc) 

0 U erhcLlt&yi^ hestimme m(m im Fcdlc cc) die hMsidhflich = x-j^ g&viom- 
mmm Sauptintegrale %i der linea/rm partiellen Differentialgleichung: 


1 ) Mayer IV. 
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m-f+y. ^11 

^ J dx^ ' ^ Idp^cx^ 




K 

dp^ 



= 0 . 


DriicM man dann die Varidbeln p^. .pm mittels der Bdationen: 


— y^^ 

als FmUionen von cCj^ ^ '^nd sulstituirt die so erhaltenen 

Werte in die Gleichmg: 

t ^2^2 * * = 7ij 

SO erhdlt man das gesucMe vollstdndige Integral in der Form: 

$ (^; ♦ ‘ ^2 ' * ~ Vi * 

1st 'll; von ^ frei, so hestimme man die Hauptintegrale 
der linear en partiellen Differentialgleichung: 


( 9 ) 




hinsicMlich Sodann berecJine man die Grofsen . . x,,nix ^ . . pm 

mittels der Gleichmgen: 

= Cg . . = Cm*’! 31^2 = ^2 • * ~ 


als FunMionen von x^, , Cmy^ • • y-m "and subsiituire die erhaltenen 

Werte in den Ausdruch: 


d'tp t , df , 

der Merdurch in u(x^j , , Cm, 'dhergehe. Hierauf herechne 

man das Integral: 


^ udx^ = Ih{Xy^y .. Cm, y2 * ' 


md le0eichne 


y% • • ym^ 

diejenige FmUion, die entsteht, wenn man ans dem Ausdruck: 

*^(^ 1 ? ^ 2 ? * ' 5^2 * ' y^^y "f" ^2 ^2 “I” * ‘ “i” 

die Varialeh ^ * Pm 'xnittels der Gleichmgen: 

(^ 32 ) = y^ • • ym 


eliminiri Das gesucMe vollstdndige Integral hat dann die Form: 
( 33 ) ^ + ^(pc^0l^2 ym, c). 


27 
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Der Fall y) unterscheidet sich von dem Fade j3) nur dadureh, dafs 
Sl~0 wi/rd. 

314. Die Piiiiktioii 0 hat in dem z'alet 2 t genannten Palle die Form: 

^2^2 4" • • “t~ 

wohei |b ans dadureh entsteht, dafs man darin die dutch ihre aus 
Xi = yi entnommenen Ausdriieke ersetzt. Kun sind aber die Funktionen 
If in den Variabeln homogen nullter Ordnung; die % sind 

ferner in den p homogen erster Ordnung, wie man leicht aus der 
Identitat (16) des Art. 308 erkennt. Daraus folgt sofort, dafs die 
Funktionen |f nur Ton den Verhaltnissen der arbitraren Konstanten 

y^ . . ym abhangen. Sehreibt man also statt ^ — einfach ■ ■ ym, 

^2 

so nimmt das Integral (33) im Falle y) folgende Gestalt an: 

(34) e = y<i c,y^.. y„) -j- 

•was mit einer Bemerkung des Art. 310 iibereinstimmt. Wenn wir 
nun im FaEe y) die zweite der in Art. 302 gegebenen Definitionen des 
Integralbegriffs bevorzugen wollen, so -werden wir unter einem „v(FF 
sidndigen Integral“ der partiellen Differentialgleichung: 

(1) F(x^..x,n,~-- j == <3, Oder = c), 

\ Jfyn ifyn / 

jedes m-gliedrige GHeicliungensysteia: 

(35) F^^o, £li{x^ = yi {i = l . .m — 1) 

verstehen, welches fdr jedes beliebige Wertsystem c, yi eine Element- 
Hfm-i des Raums JSm(i£; 3 L . . x^ definirt, d. h. also die Pfaff’sche Gleichung: 

V =p^dx^-\ 1- p„,dXm = 0 

befriedigt. Aus dieser Definition folgt dann ohne weiteres: 

Sollen die Gleichungen: 

^i(xi . . Xm, ■- - , = yf (i = 2, 3 . . wj) 

mit F = c zusammen ein vollstandiges Integral dieser Gleichung bilden, 
so ist dazu notwendig und hinreichend, da& der Pfaff’sche Ausdruck: 

‘iltdxj^ -^-p^dx^ -t \-pmdXm 

sich in der Form: 


darsteUen lasse. 


®2^l2 4" • • 4~ ^md%m. 
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Soli ein vollstandiges Integral (35) aus lanter Plachen des 

p. 

bestehen^ so mufs die Elimination der Verbaltnisse — aus (35) eine 

und nur eine Relation in und den Konstanten ergeben. 

1st dies der Fall, und denken wir uns diese eine Relation in der 
Form: 


(36) 9(^1 • ■ C, ys . . ym) + 72 = 0 


geschrieben, so konnen die m — 1 ubrigen Eelationen ( 35 ) anf die 
Gestalt: 


(37) 


dcp dtp 

Pi • • * ■ • * 




dtp 


gebracbt werden (Art. 181), und die partielle Differentialgleicbung 
F — c ergiebt sich, indem man aus den m — 1 Relationen (37) die 
m — 2 Konstanten . • ym eliminirt. Umgekehrt, liefert diese Elimi- 
nation nur die eine Gleicbung F = c, so ist (36) ein vollstandiges 
Integral von ( 1 ) in der gegenwartigen Bedeutung dieses Begrijffs. 

Hat man im Falle y) nacli der Metbode der vorigen Nr, ein voll- 
standiges Integral (34) im fruheren Sinne bestimmt, so, liefert die Re- 
lation (36) ein vollstandiges Integral nacb der zweiten Definition. In 
der That ergiebt sicb ja der Annabme nacb dureb Elimination von 
yc ^ . . aus den Gleicbungen: 

= (i = 1, 2 . . m), 


Oder, was dasselbe besagt, dureb Elimination von 73 . , y^ aus den Re- 
lationen (37) nur die eine Gleicbung F — c, XJmgekebrt, bennt man 
ein vollstandiges Integral (36) in der zweiten Bedeutung dieses Be- 
griffs, so ist (34) ein vollstandiges Integral im ursprunglicben Sinne, 
da ja der Annabme nacb 9 und infolge dessen tiberbaupt jede Punktion 
f((p) eine Integralfunktion der partiellen DijBferentialgleiebung F ~ c 
ist (Art. 298, 310). 


§ 3. Variation der Konstanten. 

315. Indem wir alle Bezeiebnungen des vorigen § beibebalten, 
denken wir uns den Pfaff'seben Ausdruck: 

^ Vo E — tp(0,x^- Xjnp^ • • pm)dx^ — p^dx^ PmdXm 

nacb der Metbode des Art. 307 auf die Normalform: 

(1) Vo mi Q(d^ TC^d^^ • • 

gebracbt, woriii die Funktionen g, jr,-, an der Stelle 
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( 2 ) 

regular sind^ und die Hauptmtegrale der linearen partiellen Differential- 
gleichung: 


( 3 ) 


.IL 

dx^ 


+2 


dj) df 

dpfdx' 




dtp I df 

dzjdp, 


+ 






d'lp 


-til =0 


hinsiehtlich bedenten. Tiber die Stelle (2) wird dabei nur 

Torausgesetzt, dafs ip an derselben regular ist. 

Urn jetzt in den 2 m Variabeln ■ ■ Pm alle m-gliedrigen 

Gleiebungensysteme zn erbalten, welche ie Pfaff’sche Gleicbung V,, = 0 
erfallen, verstebe man unter r eine beliebige ZaH der Reihe 1, 2, . . w, 
wahle die Relationen: 


(■^) is ■ • i»>) — ^ (^ ~ 1; 2, • • >■) 

beliebig, aber so, dafs sie nach g und nach r — 1 Ton den Grofsen 
auflosbar sind, und fiige die w — r Gleicbungen hinzu, die sich durcb 
NuUsetzen aller »• + 1-reibigen Determinanten der Matrix: 


- 1 , 


^3 

* 

d<p^ 




n 

Si, 

■ 



S'Pr 

s% 

S<Pr 

If 


^ ■ 



ergeben. Damit dieses w-gliedrige Gleicbungensystem im Siune Ton 
Art. 40 an der Stelle (2) regular sei, -wenn man darin sx^. .XmP^. .pm 
als Variabeln betracbtet, ist nacb Art. 45 notwendig und hinreicbend, 
dais es, als System mit den Variabeln g, jt, aufgefafst, an der Stelle 

^ = h = 7C!=Pi^ 

regular sei. Wir baben daber den Funktionen <fi folgende Bedinguugen 
aufzuerlegen: sie miissen an der Stelle g==«®, ^i = xP regulk sein 
und Tersebwinden, femer durfen in der Matrix: 


d<p 

dqi^ 

s% 


IT 


^ ■ 


Sfr 

Sfr 

S<Pr 

s% 

St 


^ ■ 



an der genannten Stelle nicbt aUe diejenigen r-reibigen Determinanten 
null sein, welcbe die erste Kolonne entbalten; es sei z. B. die aus den 



[ 316 ] 


§ 3 . 'Variation der Konstanten. 


423 


r ersten Spalten Ton (6) bestekende Deteminante daselbst von Null 
verscbieden. Endlicb rniissen alle r \ -reibigen Determinanten des 
Schemas (5) verschwinden, wenn man die ni bezw. durch 

xp, pP ersetzt. Unter diesen Voraussetzungen lafst sich in der That 
unser Jw-gliedriges Gleichungensystem auf folgende Form bringen: 

[ S == . . Im); . . Im) (i=2,B..r) 

^3^r+ifc == -}- ^^23^2 -j- • • -f" -^Jer^r (^ = 1, 2. • • J"), 

worm die Funktionen Z, Au gewohnliche Potenzreihen der Grofsen 

^ p /y'O 

br+1 r-j-1? * • 

bedeuten. Dafs das System (7) nun seinerseits die Variabeln 

• , XrPr-^1 • • Pm 

als gewolinliclie Potenzreilieii der Grrofsen: 

P2—Pt--P, —P% — < 

darznstellen erlaubt^ folgt aufs LeicMeste aus den Eigenscbaften der 
Hauptintegrale nnd den Satzen von Art. 38 und 40. 

316. Die Konstante p^ werde dnreli die Grleickung: 

(8) p\ = '>p • K? 


definirt. Wir behaupten nun: die vorige Metkode Uefert uberhmpt alle 
Integrcde: 

(9) F = c, £li( 0 , . . x„,Pi . . Pm) = 0 (j=l, 2..m) 

der gegehmen Qleichung F= c, welche im Sinne von Art. 40 an der 
Stelle: 


( 10 ) 




xlpl..p 


0 

m 


regular sind. 

In der That, ist das System (9) an der Stelle (10) regular^ und 
eliminirt man p^^ mittels F — c oder ^ aus den letzten m Glei- 
cbungen (9)^ so verwandeln sich diese in ein Relationensystem: 


(11) a?! . . XmPs ..Pm,c) = 0 = 


welches an der Stelle (2) regular ist und die Pfaff’sehe Gleichung 
Vq = 0 befriedigt. Bringen wir jetzt V(, wie vorhin auf die Normal- 
form (1), so Jcann die FmUion p vermoge (11) nicM null sein; denn 
man hat: 
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und arts den Bigensdiaften der Hauptintegrale folgt, dais || vemoge 

den Wert 1 annimmt, warend die Aoleitungen ' '~cz 

moge dieser Substitution alle Tei-scliwinden; q nimmt also ftir — x.^ 
den Wert 1 an, ist somit an der Stelle (10) von Null verschieden. 
Damacb. mufs das Gleichungensystena (11) die Pfaff’scbe Gleicbung: 

( 12 ) dj^ ■ — 0 

befriedigen, und lafst sich daber (Kap. VII) in ein Gleiebungensystem 
zwiseben den 2m — 1 Variabeln g, umsetzen, was zu zeigen war. 

Bei alien unseren Untersucbungen zieben wir naturlicb nur solcbe 
Wertsysteme (10) in Betracbt, in deren TJmgebung die linbe Seite der 
gegebenen partiellen Differentialgleicbung: 

(13) F( 0 , Xj^ . . x„p^ . . p„,) = c 


regular ist. Ist jetzt (10) ein solcbes Wertsystem, welebes ubei'dies 
die Gleicbung (13) fiir einen bestimmten numeriscben Wert von c 


erfiiUt, und sind an der Stelle (10) nicbt alle m Ableitungen 


dF 

dp, 


gleicb 


nuU, so diirfen wir, obne die Allgemeinbeit zu bescbranken, annebmen, 

d F 

dafs insbesondere ^ daselbst nicbt verscbwinde. Dann lafst sicb die 
dp^ 

Grleicbung (13) in der Form anflosen, und 'll; ist an der Stelle 

(2) regufar. Jedes Integral (9)^ das an einer solchen Stelle (10) re- 
gular istj kann also durcb die Metbode der vorigen Nr. ermittelt wei*- 
den. Damit ist der folgende wicbtige Satz gewonnen: 

Jedes Integral der gegebenen Gleichung (13), welches nicht nach der 
Methods des Art. 315 erhalten warden hann, hefriedigt notwendig die 
m + 1 partiellen Differentialgleichungen: 


(14) 


F=^c, 


— n ^ 

SPi ’ Sp^ 


0 , 


dF_ 


= 0 . 


Wenn c nicbt eine arbitrare, sondern eine bestimmte numerische 
Konstante, etwa die NuU, bedeutet, so wird vorausgesetzt, dafs die m 

d F 

Gleicbungen ^ = 0 nicbt eine Folge von F—c sind, dafs also die 

gegebene Gleicbung (13) binsicbtbeb der Variabeln j); den Anforderungen 
geniigt, die wir in Art. 40 an jedes von uns zu betracbtende Relationen- 
system gestellt baben. 

Eine Integral- Jf„ der Gleicbung (13), welebe die partiellen Dif- 
ferentialgleiebungen (14) und aufserdem nocb die folgenden; 
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(15) 


dF , dF 


0 ({ = 1 . , m) ; 


erfullt^ heifst ^^singiildr^^ Ebenso bezeichnen wir ein Flacbenelement 
^XiPiy welches die Gleichungen (14) (15) erfiillt, als ein singular e$ 
Fldchenelement der partiellen Differentialgleichung F ~ c. Eine sin- 
gulare Integral besteht darnach aus lanter singnlaren Flachen- 
elementen. Es brancht nicht notwendig singulare Integrate^ ja nicht 
einmal singulare Plachenelemente zu geben, wie schon die Annahme 
F~:£-.'P^ zeigt. Allgemein erkennt man folgendes: 

Es sei F beliebigj aber so gewahlt, dafs die hinsichtlich 
genommene Funktionaldeterminante der linken Seiten von 
(14) nicht vermoge F — c verschwinde. Dann kann man 0, • p^ 

aus (14) als Funktionen von , , x.m berechneU; und die so erhaitene 
Grleichung: 

^ = (p{x^ . . Xm C) 

stellt das singulare Integral dar, falls ein solches iiberhaupt existirt. 
Dieselbe Grleichung ergiebt sieh aber auch durch Elimination der pi 
aus den Relationen: 


worin 


dF, 


'ill 


0 , 


i’l + ■ JPm + 7m} 


gesetzt ist, uud die yi arbitrare Konstante bedeuten. Es ist aber klar, 
dafs die Flache z — (p die partielle Differentialgleichung F^ — c nicht 
fiir beliebige y erfiillen kann, da sonst F die Variabeln j), iiberhaupt 
nicht enthielte. Mit Halfe jeder Gleichung F — c, welche die obigen 
Bedingungen erfiillt, lassen sioh sonach unbegrenzt Tiele partielle Dif- 
ferentialgleichungen aufstellen, die kein singulares Integral besitzen. 

Die etwa vorhandenen Integrale, welche die Gleichungen (14), 
nicht aber alle Gleichungen (15) erfiillen, werden im nachsten § ge- 
legentlich zur Sprache kommen. Wir bemerken gleich hier, dal's ein 
solches Integral sicher keine Flache 




sein kann; denn F = c wird zur Identitat, wenn darin z durch (p und 

die Pi durch ^ ersetzt werden^ und durch Dijfferentiation dieser Iden- 
ox. 

titat folgen die Relationen: 
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.iZo. V SF ay 

dz ^ dp, dsOfdx, 


(«■ = 1 . . m), 


also bestehen mit Rucksicbt anf (14) in der That die Beziehungen 

(15) , was zu zeigen war. 

317. Unter den jw-gliedrigen Integralaquivalenten der Pfaff’schen 
Gleichung (12) betrachten wir insbesondere das folgende: 

(16) t = ■ ■ im); = || (^ = 2, 3 . . m). 


Dabei soli 9 an der Stelle = «" • • ^ regular sein und 

den Wert annehmen; femer sollen die Ableitungen daselbst 

bezw. die Werte j)/ besitzen. Ersetzt man nunmehr die Grofsen 
durcb ibre Ansdriicke in den Variabeln: 

SO folgt ans der Natur der Hanptintegrale sofort, dafs die nach 
0,p^,,pm genommene Funbtionaldeterminante der m Funktionen: 

c. dcp dcp 

sich vermoge % = auf die Einheit reduzirt. Darnach lafst sich 
das Gleichungensystem (16) folgendermafsen auflosen: 

(17) ^ = ; i>i = %i{Xi ■ • «m) (i = 2, 3 . . m). 

Die %, %. sind an der Stelle ajJ . . o?^ regular und besitzen daselbst 
die Werte pP-, i reduzirt sich Termoge x^ — x^ auf tp(x^..x,n), 

Xt auf 1^ - Die Gleichungen (17) bilden zusammen mit der folgenden: 

( 18 ) Pi = 

die aus der gegebenen partieUen Differentialgleichung Pi — ijj durch 
Elimination von gp^ . .p^ entsteht, ein Integralaquivalent der Pfaff’scheu 
Gleichung: 

^ '■ — Pj^ * • Pff^ d/Xnt — 0 , 

also hat man: 

(* = 1; 2, • • w). 

Es sei jetzt umgekehrt von der partieUen Differentialgleichung 
Pi=t ein Integral (17) (18) bekannt, das die soeben aufgezahlten 
Eigenschaften besitzt. Die Grofsen g,x^.. XmP % . . Pm lassen sich nun 
folgendermafsen durch die Hauptintegrale you ( 3 ) darstellen: 
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^ = $|B ^2 • * ^2 * • ! 

Pi = & ^2 • • Im; ^^2 • • 2^ 3^ . . 

Xi = ^2 • • ^2 * * 

Die 5(5, Q/ sind gewohnliche Potenzreihen der Grofsen : 

^1 — I — I* — 

und reduziren sich vermoge bezw. auf 1^-. Substituirt 

man diese Ausdrucke in (17) und beacbtet^ dafs die entstebenden Glei- 
cbungen ein Integralaquivalent der Pfaff’scben Gleicbung (12) bilden^ 
also Yon ganz unabbangig sein miissen; so kann man in dem Eesultat 
unserer Substitution ^ obne dasselbe zu andern^ x^ durcb x^ ersetzen^ 
und erbalt so: 


S %(^A ^2 * • ^«i); 




^2 ‘ * 


dh 


also wiederum das System (16). Damit ist der nacbstebende funda- 
mentale Satz bewiesen; 

1st (p(x^x^,.x^) eim arbifrarey an der Stella regulare 

FmUion, schreibt man ferner: 


~ 9)(a:» . . p!> ^ 5 (i = 2, 3, . . m), 

und ist die FunMion ip( 0 , . . XmPi ■ ~Pm, c) an der Stelle: 

s^, a?® . . as* JO® . . 

* 1 


regular, so 'besiM die pcwiielle Diff&rmtialgleichung : 

f-ick\ t [ d z \ 

( 19 ) dxj) 

eine tmd nur eine IntegralfunMion 0 — i(x^ . , x^y die an der Stelle 
x\, .x^^^ regular ist und vermoge x^ — x\ in die vorgeschriebene Funktion 
(p(x 2 • . Xm) ubergeht 

Dafs es nur ein Integral 0 der im Satze geforderten Eigenscbaft 
geben kann, erkennt man aucb durcb eine abnlicbe Dberlegung wie 
am Scblusse des Art. 62. Mit Hiilfe der Eelationen namlicb, die sicb 
ergeben, wenn die Gleiebung (19) unbegrenzt oft nacb x^ . . x^ dif- 
ferentirt und dabei 2 und seine Ableitungen als Punktionen der x be- 
tracbtet, lassen sicb die Werte, welcbe die Differentialquotienten: 

ia-i > 1) 

d d x^^ • . d x^'f^ 



an der Stelle x^. .x^ annelunen, der Reihe nacli bereelinen, wenn ^!® 
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und die Aiifangswerte aller Ableitungen (20), fiir die = 0 ist, als 
betannt vorausgesetzt werden. Darnacli ist die nacli Potenzen von 
. .X — x^ fortschreitende Taylor’sche Entwickelung der ge- 
suchten Integralfunktion ^ % dureh die aufgestellten Bedingungen 

eindentig bestimmt. Der Beweis fiir die Konvergenz dieser Reihe 
folgt aus obigem Satze, lafst sich aber auch direkt filbren, nnd liefert 
dann eine von der Tbeorie des Pfaff'scben Problems nnabhangige Be- 
griindung nnseres Satzes. 

Aus diesem Satze folgt ferner die Tliatsacke: 

Wird bei der Metbode des Art 315 die Anzabl der vrillktirlichen 
Relationen (4) grofser als eins gewablt, so ist das so gewonnene In- 
tegral entweder eine Element- (p < oder eine Integralfiacbe: 

^ % (^1 • * 

wobei aber dann % an der Stelle x^. , x^ sicker nicht regular ist Dies 
bindert natiirlicb nicbt, dafs die m + 1 Definitionsgleichungen der be- 
treffenden Integral-ilf^ an der Stelle x\. . x\^ pj . . im Sinne von 
Art 40 regular sind, wie in Art 315 gezeigt wurde. 

Schliefslicb ergiebt sicb aus unserem Satze nocb folgendes Korollar: 

Es hedeute q)(x 2 , . , , Cni) eine gewohnliche Potemreike der 

2 m — 1 Qrofsen: 


‘T /y>0 /y» — /y»0 /> /w ft _ />0 


iMid die JDeterminante: 


d^cp 


(i, 7c = 2, . . m) 


sei an der Stelle 


^2 • . . c^ 

2 ml m 


nicht null; ferner werde geseM: 


^ _ dcp (x” . ■ el) 


^ = <p(xl J?.« = - - '^0 Pi — • • Kc) 

und es sei die FwnMion ip an der Stdle: 

. . ic® «® . . «® 

1 m-^1 

regular. Dann lesiM die partielle Diff&rentudgleicJmng (19) ein und 
nwr ein vdUstdndiges Integral: 

^ ~ ^ (^1 ■ • ^ • ^m) f 


worm ® an der Stdle: 


aP . . sfi <P . . <p 

1 m I m 


regular ist und vermoge = indie vorgeschrid/em FunMon f ubergcM. 
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Setzt man z. B. 9 ^ = -|- ^ 2^2 + * ‘ + so kommt man 

auf das in Art, 313 bestimmte Tollstandige Integral zuriick. 

Unser Korollar ergiebt sicb unmittelbar aus dem vorigen Satze^ 
wenn man (19) als eine partielle Differentialgleicbnng mit den 2 m 
Independenten 

betrachtet. 

318. 1st durcb das Gleichungensystem: 

(21) F(^0Xj^ . . ^ ^ • • ^jw) ij' 1^ 2 . . 

ein vollstandiges Integral der Gleichung F — e definirt^ nnd werden 
mit Zj !S!^ ISm diejenigen Funktionen von . x^p ^ . . PmC bezeichnet^ 
in die sick Sl^ . , Slrn vermoge der Substitution p^ = ip verwandeln^ so 
bilden die Gleicbungen: 

(22) Z = 5 >^f 2 = G^ . . 

fiir beliebige Ci ein Integralaquivalent der Pfaff ’scben Gleicbung Vq == 0^ 
d. b. es bestebt eine Identitat: 

(23) Vo = 0{dZ n^dSm ) . 

Darnacb sind die Z, iSiHi Funktionen der Grofsen und die 

Gleicbungen: 

^ = Z(^^^ ^2 • • ^ • • ^ 0 ^ 

definiren eine Berubrungstransformation der 2 m — 1 Variabeln 
So bilden z. B. die Gleicbungen: 

t ^ ^ 2^2 * * ij' ^ • • ^^^) 

eine Berubrungstransformation, und wir gelangen bierdurcb abermals 
zu dem in Art. 313 bestimmten vollstandigen Integral. 

Aus dem speziellen, in Art 309 definirten vollstandigen Integral 
erJidlt man demnaeh das allgemeinste vollstdndige Integral durch Uofse 
Fifferentiationen und Eliminationen, 

Will man, dafs in der Identitat (23) die Funktion 6 in den Fallen 
| 3 ) und y) den Wert 1 besitze, also die Funktionen iX;, von ^ frei 
werden, so bat man im Falle /3) auf die Variabeln eine Berub- 
rungstransformation von der besondern, in Art. 201 besprocbenen Art, 
im Falle y) dagegen auf die 2m — 2 Variabeln Ttili eine bomogene 
Berubrungstransformation anzuwenden. 

319. TJmgekebrt lafst sieb aber aucb aus einem beliebigen voll- 
standigen Integral ( 21 ) das spezielle vollstandige Integral des Art. 309, 
also das System der Funktionen gewinnen. Zu diesem Zwecke 
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leiten wir aus (21) znnaclist die Grleicliuiigeii (22) ab^ und bestimmen 
sodann mit Hiilfe der Identitat (23) die Funktionen q, ll^ . . IJm durcb 
Anflosung eines linearen Gleichungensystems. Die Fnnktionen: 

Zj • ISlrri} • • n^n 

sind dann 2 m — 1 unabhangige Integrale der linearen partiellen 
Differentialgleicbung (3), und die Hauptintegrale dieser Gleicbung hin- 
sichtlicb ergeben sick jetzt durcb Anflosnng der Relationen: 

Z(0^ . . XmP% • ‘Pm) ^) ^ (t; ^2 • * ^) 

• • ^niP2 • •Pm) ^) A^(^; ; ^2 * * * • '^ni) ^) 

{^y X-^ . . XmP^ • * Pm) ^) ^i(^t) ? ^2 • * ^m. ^2 • • ^nt) ^') 

nacb den Unbekannten Tti, 

Urn aber ans einem bestimmten vollstandigen Integral (21) das 
allgemeinste vollstandige Integral, bezw. die allgemeinste nicht singulare 
Integral-Af; 7 i zu erbalten, ist es nicbt notig die Funktionen zu be- 
stimmen. Deim hat man aus (21) das System (22) und sodann mittels 
(23) die Funktionen Hi bestimmt, so liefert eine beliebige Beruhrungs- 
transformation der 2m — 1 Variabeln ZSiIIr. 

z = ^{Zy s! = %{z, aiz,); n; = f,(z, ^.tj,) 

ohne -weiteres das allgemeinste Tollstandige Integral: 

F^Cy Z' ^ q, S'/ == ^2; • - == C,,,, 

und die allgemeinste Integral wird erhalten, indem man in den 
Relationen des Art. 315 die durcb die grofsen griecbischen Bucb- 
staben ersetzt. 

320. Wenn man im Falle y) die zweite, in Art. 302 gegebene 
Definition des Integralbegriffs anwendet, und unter den Ttf^i wie fruber 
die Hauptintegrale binsicbtbcb x^ = x^^ von der linearen partiellen 
Differentialgleicbung : 

^ " \^Pi dx. dPij 

versteht, so bat man, urn alle Integrale der Grleicbung p^ — f zu 
finden, alle m — 1 - gliedrigen Integralaquivalente der Pfaff’scben 
Grleicbung: 

Vq irzr * * ”j“ “^md^m 

ZU bestimmen; d. b. man wahle r (< m) beliebige Relationen: 

• • ^m) = 0 (i = 1, 2 . , r) 
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und fuge die m — 1 — r Gleichungen tinzu^ die sick durck Elimination 
der A* aus dem System: 


Tti 



(i = 2jd , . m) 


ergeben; es ist darnack leickt, alle an der Stelle re- 

gularen Integral-ilf^„i zu finden. Da die Pfafif’scke Gleickung: 


Vo' = ^ ]rPmdx^ = 0 


singulare Integralaqnivalente im Sinne yon Art. 190 ilberkaupt nicht 
besitzt^ andererseits die Relationen :jr 2 = 0^ . . Tt^ — O auf das un- 
brauckbare Gleickungensystem = 0 pm = 0 fiikren, so folgt^ dafs 
aulser den genannten keine andern Integralaquivalente der Pfaff^scken 
Gleicknng V^' = 0 existiren. 

Definiren die Gleickungen: 

\ I'm / 

ein vollstandiges Integral in der gegenwartigen Bedeutnng dieses Wortes^ 
und bestimmt man mit Htilfe der Identitat: 


XmPi . . Pm)dXj_ + JPaCZajg -| ]rPmdX,n ^ ^ Hid^i 

2 

die Funktionen JJ ^ . . JJm durck Auflosung eines linearen Gleickungem 
systems^ so erkalt man die allgemeinste Integral-ilf^_i der gegebenen 
Gleickung Pi = 'ip durck Elimination der li aus einem Relationensystem 
der Form: 

>.lslm) = 0, Ilk = A, ~ («■ = 1 . . r; 7c = 2 . . m), 

1 ^ 

und das allgemeinste yollstandige Integral wird gefunden, indem man 
auf die 2m — 2 Variabeln eine beliebige komogene Berukrungs- 
transformation ausiibt. 

321. Wenn ein aus Flacken bestekendes yollstandiges Integral: 

(24) 2 == ^ {Xi . . Xm ‘ 
der partieUen Dijfferentialgleickung: 

(25) % . .pm) — c; JPi = ^(^; x^ . . XmP^ . -Pm c) 

gegeben ist^ so nimmt die im Vorigen auseinandergesetzte Metkode 
zur Herleitung des allgemeinsten Integrals folgende Gestalt an: 
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Damit (24) ein yollstandiges Integral der GleicLung (25) sei, ist 
notwendig und hinreichend, dafs die sich mittels der m Relationen: 


(26) 


= ft 


. 1 ® 

'8a:„ 


■ * "Pm ' 




die Grrolsen q . . als Funktionen der 2m Variabeln . >Pm 

ausdrticken lassen^ nnd dafs sich dnrch Substitution der so erhaltenen 
Werte die Gleichung: 

d0 
dx^ 



in die Gleichung (25) verwandelt. JDarnach geld (lurch unsere Suh- 
stitution der Ffajf'sche Ausdruck: 

(28) dz — ~dxy dx,„ 

dir eld in den A^isdruck: 


Vq = 6?^ — f dx^ — p^ dx^ — — pjn dx,„ 


uber, und der Ausdruck: 

/Oqn J I 7 I I ^ 

(29) dc^ 4“ dc^ 3c 


ve}wndelt sich vermdge derseTben Substitution in eine Normalform von V^. 

In der That^ ersetzt man die Ci durch ihre aus (26) folgenden 
Ausdrticke^ so wird die Gleichung b == 0 zn einer identischen Relation 
in den Variabeln bx^ , . XmP^ •'.pmj iind durch totale Differentiation der- 
selben folgt: 


dB ■ 


g# 

dx. 


dx^ 


dx^ 


dx^i — 


g^ 

dc^ 


dCi + 


( 7 


Auch. in den Fallen /S) und y) ist der Ausdruck (29) eine Nor- 
malform von V,,, da jetzt 0 die Form: 


(p (^Tj . . Xm Cg . . Cni) H~ 0^ 

besitzt, also = 1 wird. 

Ist also ein vollstandiges Integral (24) gegeben, so erhalt man 
die Definitionsgleicbungen der allgemeinsten Integral-iJf„, in folgender 
Weise : 

Mm verstehe unter r eine Zahl der Beihe 1,2, ..m und fuge m 
einem heUebigen r-gliedrigm GMchungensystem der Form: 

(30) 9)*(ciC 2 ..c„) = 0 (* = 1, 2, ..r) 
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m 


diejenigen m — r Belationen Mnm^ die dmcli Elimination der I am 
den Gleichmgen: 


(31) 


dc. ~ dc^ ^ dc. 


{i — l,2j . . m) 


folgen, Burch Elimination der Grofsen , Cm aus den so erhaltenen 
m Gleichmgen und den m 1 Belationen (26) (27) entsteht ein m + 1- 
gliedriges Gleichungensystem in • Pm '^on der gesuchten 

Beschaffenheit. 

Die Annaliine r — m fiilirt auf konstante d. h. auf eine in dem 
Yollstandigen Integral (24) enthaltenen Integralflache. 

322. Das soeben gescbilderte Verfabren^ mit Hiilfe eines voll- 
standigen Integrals (24) alle tibrigen Integrale zn finden, ist von 
Lagrange die ^^Mefhode der Variation der Eonstanten‘‘ genannt worden 
Dieser Bezeicbnung liegt folgende tlberlegnng zn Grunde. 

Sind die C; Konstante, so ist ^ $ eine Integralfanktion dei 

Gleichnng (25); dasselbe gilt aber anch, wenn man die ei ^^variirtf^ 
d. b. als Fnnktionen von . . Xm betracbtet, voransgesetzt, dafs die 
m -\-l Relationen: 


(32) 


dz 


(i = 1, 2, . . m) 


ftir jedes beliebige Wertsystem x^ . .x^n erfullt sind^ wenn recbts die e, 
dnrcb ibre Ansdrucke in den Xi ersetzt werden, und 0 die Funktion: 

(33) 0 • • ^m(^l • • ^m)J 

bedeutei TJmgekebrt, soil 0 eine Integralfunktion von (25) sein, so 
mussen sicb m Fnnktionen e^(x^x^ . . Xrr^) so bestimmen lassen, dafs die 
Relationen (32) ftir jedes Wertsystem x ^ . . Xm erfiillt sind und 0 mit 
der Funktion (33) identiscb wird, Beide Bebauptungen folgen un- 
mittelbar aus der Tbatsacbe, dafs die Gleicbung (25) das Resultat der 
Elimination der Cf, aus dem System (26) (27) ist. Durcb totale 
Differentiation der Identitat: 

( 34 ) 0 zzz: 0 (X-^ . . Xfn j Cy (/jL (X-i • • Xffi) . . Cm tX^ • • 

findet man aber: die gesucbten Fnnktionen . . Cm mussen so be- 
scbaffen sein, dafs die beiden Pfaff’scben Ansdrucke (28) und (29) 
identiscb werden. Ersetzt man in (28) das Differential d0 dnrcb 

seinen Wert ^ Riicksicbt auf (32), dafs die 

Fnnktionen (?/, in (29) substituirt, diesen Pfaff’scben Ansdruck zum 
Verscbwinden bringen mussen; die Gleicbungen: 

Cl == Ci(x^x ^ . . Xry^ m) 

V. Weber, Dm Pfaffsclie Problem. 


28 
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bilden also ein 
(35) 


Integralaquivalent der Pfaff’schen Gleichung; 


wenn darin als Independente betrachtet werden^ und 

ergeben sicb. sonach aus einem Grleicbungensysteiii der Form. (30) (31) 
dtircli Eliminatioii der X* Sind iimgekelirt die Grrofsen Ci durcli ein 
derartiges Grleichxmgensystem als Funktionen der x definirt^ so folgt 2 
ans der Identitat (34), und die Identitaten (32) sind jetzt yon selbst 
crfullt, wenn rechts die Ct durcb. ibre Ausdriicke ersetzfc werden, da ja 

der Pfaff’sche Ausdruck (29), also aucb die Ausdriieke ^ j- 


nunmekr identisch verschwinden. Damit ist dann das allgemeinste 
Punktionensystem s, . . Cm, der verlangten Beschaffenheit, d. h. die 
allgemeinste Integralfunktion. s gefanden. 

323. Der Pfaff’schen Gleichung (35) wird aucH durch die Relationen: 


(36) 


A _ n — 


formal geniigt. Zunachst aber braueht es iiberbaiipt kein Funktionen- 
system geben, welches diese Relationen identisch befriedigt; 

ein Beispiel liefert der Pall, dais ® eine der Eonstanten Ci additiv 
enthalt, dafs also eine partielle Differentialgleichnng vom Typns /3) 
oder y) Torliegt. Nehmen wir aber an, es gebe ein Punktionensystem 
Ci{x.^(R^ . . Xn) der verlangten Beschaffenheit; es braueht dann nicht 
notwendig ein Wertsystem zu geben, derart, dafs gleichzeitig 

die c. an der Stelle x°..a^ und die Funktion 0 an der Stelle 
ej . . regular sind, weim 

cP — c/xP . . x^) 

% '4 V 1 md 


gesotzt wird; d. h. es kann der Fall eintreten^ dafs die Funktion # 
jede Bedeutung yeriiert, wenn man darin fur die C; die aus (36) be- 
rechneten Funktionen der Xi substituirt denkt. 

Es moge nun ein Wertsystem x^. der soeben genannten Be- 
scbaffenkeit wirklicL. existiren, und es werde iiberdies angenommen^ 
dafs die Determinante: 

(37) dx]dc^. 1c = l,2,..m) 

an der Stelle a;? . . c? . . c® nicht versehwinde. Die Funktion: 

1 ml m 

(38) s = W(x^x^ • . ajm), 

welche aus 0 entsteht, wenn man darin die Ci durch die aus (36) ent- 
nommenen Funktionen c.(x^ . . x^^) ersetzt, ist an der Stelle xP^. 
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regular, und ein Integral der gegebenen partieUen Differentialgleicbung: 

% . . Xrapx C. 

Ferner genugt die Funktion W den Identitaten: 

^ nz.- 0 . . Xrrt 

dW _d^ 


wenn auf den rechten Seiten fur die Ct die e,- {Xj^ . . Xm) substituirt 
werden.- 

Dieses Integral (38) ist singular. In der That, fiir jedes Wert- 
system der 2 m Variabeln XiCi hat man die Identitat: 


F X-^ , . X'nx 


g# g# \ 


und durch Differentiation derselben nach Cj folgt: 


(39) 


ds * 9 <?. 'dp^ dx^dc. 


(i — 1 , ,m). 


d P' 3 F 

In den Ausdriicken ^ hat man die Grofsen ^ und p bezw. 
dz ’ opg 

durch © und zu ersetzen. Die Identitaten (39) gelten nattirlich 

auch noch, wenn man fur die Ci ihre aus (36) entnommenen Werte in 
den X einsetzt. Vermoge dieser Substitution aber verwandeln sich die 

Ableitungen ^ — in — und ® in ferner die Identitaten (39) in 

u Xj, C Xj^ 


die folgenden: 



dF 3*# 


(* = 1 . . m) , 


und da die Determinante (37) infolge unserer Substitution nicbt identisch 
null ist, so geniigt die Funktion "9^ in der That den m partiellen Differential- 
gleicbungen: 



dF 

^Pm 


was zu zeigen war (vgl. die Schlulsbemerkung des Art. 316). 

Die Annahme, dais die Determinante (37) yermoge der Grleickungen 
(36) yerschwindet, fiibrt zu sebr yerwickelten Betrachtungen, auf die 
bier nicbt eingegangen werden kann. 

324. Die Metbode der Variation der Konstanten gestattet eine 
geometriscbe Interpretation, die sicb auf den Begriff: „Bnyeloppe einer 

28* 
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Flaclienscliar^^ griindei 1st eine r-gliedrige Flaclienscliar: 

(^ 40 ^ ^ ^ ^2 * * ^2 * * 

gegeberL; 'worin die Grofsen ^ ^w-) willkurlicbe Konstante 

bedeuteri;, so Terstebt man unter ibrer ,jEnveloppe^^ oder ^^einbiillenden 
Placbe^^ diejenige Plache^ deren Gleicbung: 

^ 41 ) ^ {pi ^2 * * 


sich ergiebt;, indem man die a* mittels der Relationen: 


(42) 


_n A 

da ’da. da 

1 2 


als Funktionen von X-^ . . Xm berechnet imd in (40) einsetzt. Dabei 
wird natiirlicb eine solcbe Bescbaffenlieit der Funktion 0 vorans- 
gesetzt, dafs die genannten Operationen einen funktionentbeoretiscben 
Sinn haben. 

Die Grieicbungen (40) (42) definiren fiir jedes Wertsystem der 
Konstanten a,- eine gewisse m — r-facb ausgedebnte Punktmannigfaltig- 
keit des Raums . .Xm), die der betre£fenden Flache (40) und 

alien dazu unendlich benacbbarten Flaoben der Scbar gemeinsam ist. 
Die Enveloppe (41) enthalt alle diese r-faob unendlieb vielen Punkt- 
^m—r, d. b. sie wird von ibnen „erzeugt* Jede einzelne Flacbe (40) 
unserer Scbar entbalt eine solcbe (im—r und beriihrt in alien Ptmld&n 
der leUteren die Umhiillungsfldche. 

In der That, betracbtet man eine bestimmte Flacbe der Scbar (40) : 
(43) s . . Xm . • a/) 


nnd ist ein Punkt der anf ibr gelegenen Punkt-gm—^, d. b. 

befriedigen die Konstanten ..x^a^..a^ samtlicbe r 1 Glei- 
cbnngen (40) (42), so reduziren sicb die r Funktionen a,{x^..x„^, 
welcbe durcb die Relationen (42) definirt werden, bezw. anf a,®, wenn 
darin die Xtc dnrcb x^ ersetzt werden. Man bat nun: 




“A=“A® 



__p 






dxi. 



Demnacb besitzen die beiden Flaeben (41) und (43) in ibrem gemein- 
samen Punkte . . «® dieselbe Tangentialebene, was zu zeigen war. 

Betracbten wir beispielsweise im Raum B^{xyg) eine eingliedrige 
Flacbenscbar: 
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V(xy8a) = 0, 

so definirt diese Gleichung zrasammen mit der folgenden: 

• f-o 

da 

einfacli unendlicli yiele Ranmkurven, -welciie die TJmhiillimgsfiache der 
Scliar erzeugen. Jede einzelne Flaehe der Schar enthalt eine dieser 
Raumkurven, und berilhrt langs derselben die einhullende Placbe. 

1st andererseits eine zweigliedrige Plaehenscbar gegeben: 

(44) Vixygah) = 0 


und eliminirt man aus dieser Grleicbung die a, h mittels der Relationen; 


(45) 




SO entsteht die Gleicliung einer Flaehe, und diese wird von jeder 
einzelnen Flaehe (44) in denjenigen Punkten heriihrt, die aiif der 
letzteren durch die Grieichungen (45) hestimmt werden. 

Wir interpretiren nun das vollstandige Integral (24) der gegebenen 
partiellen Dififerentialgleiehung F — c bIs eine m-gliedrige Flachenschar 
mit den arbitraren Konstanten und greifen aus dieser 

Sehar diejenigen m — r-faeh unendlich vielen Flachen heraus, deren 
Parameter Ci die r beliebig gewahlten Relationen (30) erfiillen. Als 
arbitrare Parameter dieser Schar konnen die Grolsen Cr-j-i . . Cm ge- 
nommen werden, wenn die Gleichungen (30) nach auflosbar 

sind. Man erhalt nun offenbar die Enveloppe dieser m — r-gliedrigen 
Schar, indem man die Grofsen Z und c aus den Relationen (24) (30) 
(31) eliminirt, und diese Flaehe befriedigt offenbar die gegebene par- 
tielle Dififerentialgleiehung jP = e, wie aus der vorhin bewiesenen 
Eigenschaft der UmhuUungsflaclie unmittelbar hervorgeht. Umgekehrt, 
ist eine beliebige Integralflache J der partiellen Dififerentialgleiehung 
F = c gegeben, und betrachten wir ein beliebiges Flaehenelement E 
der Flaehe J*, so giebt es im allgemeinen eine und nur eine Flaehe 
der Schar (24), welche das Element E enthalt. Denken wir uns 
solcherweise zu jedem Flaehenelement von J die zugehorige Flaehe der 
Schar (24) bestimmt, so erscheint J als Enveloppe einer aus (24) 
herausgegriflfenen Flachenschar*, mithin Mnn jede Integralflache der 
Gleichung F = c auf dem vorhin angegehenen Wege durch Emeloppen- 
bildmg gewonnen werden, 

Eine beliebig vorgeschriebene Flachenschar (24) besitzt naturlich 
im Allgemeinen selbst eine Enveloppe, deren Gleichung durch Elimination 
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der Ci aus (24) (36) entsteht, imd die jede Flache der ScFar (24) in 
einem oder einigen Pnnkten beruhrt; die zugehorige partielle Differential- 
gleichung besitzt dann eine (nnd nur eine) singulare Integralflache. 
1st dagegen die partielle Bifferentialgleichung F = c ielieUg gegelen, 
und ermittelt man nacb dem Verfahren des § 2 ein vollstandiges In- 
tegral (24), so tritt im Allgemeinen einer der beiden in Art. 323 
erwahnten Umstande ein, welebe die Enveloppentheorie illusoriscb 
machen. 

Ein genaueres Eingehen auf die Tbeorie der singularen Losungeii 
liegt nicbt im Plane dieses Werkes; wir miissen in dieser Beziebung 
anf die Originalabbandlungen verweisen.^) 


§ 4. Oaucliy’s Methode; die Charakteristiken. 


325. Wie in § 2 denken wir uns mittels der Hauptintegrale 
der linearen partiellen Differ entialgleicbnng: 


1)- 






dj! df 
dp, d X, 



+p> 


IL 


^ J 



den Pfaff’scben Ausdruck: 


Vq r=r ds — —p^dx^ — pmdXn, 

auf die Normalform: 

Q (d ^ 7^2 d ^2 ' * rCfYi d ^77j) 

gebracbt. 1st jetzt . . xl^pl . eine Stelle, an der die Funktion 
^ und infolge dessen aucb die regular sind, so definiren die 
2m ~ 1 Relationen: 

(2) t = h = (i = 2, 3, . . m) 

ein IntegralaquiTalent der Pfaff’scken Gleichung = 0. Setzen wir 
wiederum: 

pI = • • K^pt ■ -pI c ), 

■and beachten, dafs die Funktionen fur bezw. in Xipi 

fibergeben, so erkennen wir, dafs die Relationen (2) zusatnmen mit der 
gegebenen partiellen Differentialgleiehung: 

(3) F{zx^ . . XmPi ■ - Pm) = c oder P^ = ■■PmC) 

eine Integral- Jfj dieser Gleicbung definiren, d. b. also einen Streifen 


1) Insbesondere auf die Abbandlung Darboux L 
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von Placiienelementen^ die alle die Gleichnng (3) erfiillen^ ferner^ dafs 
dieser Streifen das Flachenelement: 


( 4 ) 




■ • 


P 


0 

iti 


enthalt und dnrch Angabe desselben eindentig bestimmt ist. Wir be- 
zeicbnen einen solchen Streifen als einen ^fihamlderistischen Streifen^^ 
Oder eine j,GharaUeristik‘‘ der pariiellen Differentialgleicbnng (3). Das 
Flacbenelement (4) nennen wir das ,,Ausgangselemenf^ dieses Streifens^ 
und sagen wobl auch: der durch (2) und (3) definirte Streifen ,^lauft 
von dem Flacbenelement (4) aus^^ oder j^gebt durcb dasselbe bindurcb^^; 
jedes von den oo^ Flacbenelementen einer Cbarakteristik bann naturlich 
als Ausgangselement derselben betracbtet werden, sofern es obigen Be- 
dingungen gentigt. 

Die Flacbenelemente, welcbe die Relation (3) fiir einen be- 
stimmten Wert von c befriedigen, lassen sicb darnacb zu cba- 

rakteristischen Streifen derart zusammenordnen , dafs durcb jedes 
Flacbenelement, dessen Koordinaten die Relation = t/; befriedigen, 
ein und nur ein solcber Streifen bindurcbgebt. 

326. Ist eine beliebige andere Normalform: 

Vo = 6{dz - 

des Pfaff’scben Ausdrucks Vq gegeben, so stellen die Relationen: 

(5) ^ = 7; & = Th = Vi = 2, 3, • • w) 

worin die y, / arbitrare Konstante bedeuten, mit (3) zusammen eben- 
falls die cbarakteristiscben Streifen unserer partieUen Differen- 

tialgleicbung dar. 

Denn die linken Seiten der Gleicbungen (5) bilden ebenfalls ein 
System von 2 m — 1 unabbangigen Integralen der linearen bomo- 
genen Gleicbung (1); m. a. W. die Relationen (5) sind, ebenso wie 
die Gleicbungen (2), die allgemeinen Integralgleicbungen des simul- 
tanen Systems: 


( 6 ) 


dx. 

dx^ 


7 ^ 

^ = IJL 

dpi’’ dx^ dxi ' P'' dz ’ dx^ ^ *2 


{i = 2, 3, . . m). 

Isfc nun insbesondere ein ans Flaeben bestehendes voUstandiges 
Integral; 

Z == d ? ^7 ^x^% ' * 

der partieUen Differentialgleichung (3) gegeben, so ist nacb dem 
yorigen § der Ausdruck: 
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If *. + ■■ + If.*- 

eine Normalform von V^, wenn man darin die Grofsen C; mittels der 
Relationen: 

^ ~ ~ di;^ 

als Funktionen von e, . . Pm ausdriickt. Mitliin bildeu die 

Relationen: 

mit (7) zusammen die allgemeinen Integralgleiehungen des simultaucn 
Systems (6), wenn \ . .hmC^ . . <?,„ arbitrare Konstante bedeuten; m. a. W., 
die Relationen (3) (7) (8) stellen ebenfalls die cbaraktex-istischeu 

Streifen der gegebenen partiellen Differentialgleichung dar. 

Indem wir obigen Satz fiir die Falle j3) imd y) besonders Ibr- 
mnliren, erhalten wir unmittelbar folgendes Theorem: 

Es sei gegd)m ein simultmes System gewohnlicJier JDiffcxmtialghn- 
cJimgen von folgender Gestalt: 


( 9 ) 


dpi^ dx^ dx^ 


(i = 2, 3, . . m), 


worm a? 2 . . x^p^ . . pm die unheka/nntm FiinUionen, die UHabhdngige. 
Variable md f erne gam helieUge Funhtion der 2 m — 1 Variahrbi 
x^j^x^ . . XmPs ■ ■ Pm bedeufen. 

1st dann: 

g = W{xj^x^ . . Xm CjCj . . c„,) + q 


ein heliebiges voMstdndiges Integral der partiellen Differentialgleichung: 


( 10 ) 


il 




d0 


so erMlt man die allgemeinen Integralgleiehungen des simultanen Systems 
(9), indem man die 2 m — 2 Belationen: 


Pi 


dW 

dx. 


dW 

dC; 


(i = 2, 3, . . m ) 


nach dm arhitrdrm Konstanten b^. .h^c^ .. c,„ auflost. 

Die beiden Integrationsprobleme (9) und (10) aind daher voil- 
standig Equivalent, da ja aneb nmgekebrt die Herstellnng des aJl- 
gemeinsten, niebt singulEren Integrals von (10) auf die Integration 
des simultanen Systems (9) und eine Quadratur zuruckgefQlirt werden 
kann (vgl, den vorigen §). 
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327. Zu einer andern analytisclien Darstellung der diarakteristisehen 
Streifen der Gleielmiig (3) gelangt man folgendermafsen. Es sei: 

(11) * * Ihn 


eili nicht sinf/uliires Elaclienelement der partiellen Differeiitialgleicimng 
F = c [Art. 316), d. Ii. eine Stelle, an der F regular ist and den 
Wert c annimint. und an der nicht alle Ausdriicke: 

dF _ cF dF , dF _ (^F , dF 

verischwinden. Ferner sei q eine beliebige^ an der Stelle (11) regiilare 
und nicht verschwindende Fiinktion <Ier 2 m + 1 Variabeln ^xrpij end- 
lich t eine beliebige Konstante. Dann besitzt die pai'tielle Difieren- 
tialgleichiing: 

(12) = = 

2/w -j- 1 Hauptintegrale: 

{ 1»> I ^ ( f, «, a j . . Pi . . p„t) j cp, {Jjy . . 2}m ) ) . . p,,,] 

t / = 1, 2, . . M ) 

welcho alw gcwohnliehe Jhitenzreihen der Grolaen: 

( ~ T, r — /, xi ■— Xi', 2>! — p/ (i — 1 .. m) 


daryteilhar sind, und fur t — x bezw. in s, Xi, jh iibergehen. Ist jetzt: 
[14) 


ebenfalls ein nicht singulares Klilehenelomeut der Gleichung F = c, 
fiir welches die Funktion q von Null versehieden ist, und fur welches 
die Potenzreihen (13) konvergiren, .so lassen sich die Relatiouen: 

<P •') • • l\,) = 9> (^7 < • • iV 

9i{% ■ • Pm) = ‘P. (g ^” 7 • • f,J 

«.( [, r, .r, . . pj = w,(r, . . fj 

in folgender Weise aufldsen: 


( i =1,2,.. m) 


(I.'rj 


r«=3;C7^7^V-<P?--lC) 

X. = k.{t, . . x);. p« . . p® ) (i = 1 , 2, . . wj, 

p, = p.{t, a*) x)’ . . pIj)\ . . p® ) 



1 ) 
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worin die rechten Seiten gewolmliclie Potenizreihen der 2fn 2 Grrolsen: 
t — %^ — 0\ xp — pP — p' 

bedeuten, also nacb Art. 52 durcb eine einfacbe Inderung der Argu^ 
mente ans dea Potenzreihen (13) erbalten werden konnen. 

Die Punktionen ft; sind nach Art. 52 diejenigen Integral- 

funktionen des simultanen Systems: 


(16) 


dz 

dt 

dx. 

dt 


dF 

^ ^ dp; 

dF ^ ^Pi _ 
^ dpp dt ~~ 






a = 1 , 2 , . . m) , 


die verjnoge t — t bezw. die Werte s^xppP annelimen. 

Die Relationen (15) definiren augenscheinlicb den cbarakteristiseheii 
Streifeu von (3) mit dem Ausgangselement 0^xppp^ Diese analytiscbe 
Darstellung ist insofern etwas allgemeiner als diejenige des Art. 325, 
als sie aucb solcbe Cbarakteristiken nmfafst, deren Ausgangselement 

^^==0. .. r-~ = ti 

'' Pm 

befriedigt; in diesem Palle werden aber die Funktionen jj? 
auf den rechten Seiten von (15) anftreten, alle von t ganz unabhangig, 
reduziren sich also auf die Konstanten resp.; die Punkt- 

mannigfaltigkeit, an die' sich unsere Charakteristik anschlielst, ist sonach 
in diesem Palle keine Raumkurve, sondern besteht aus dem einzigen 


(14) zwar nicht singular ist, aber alle Relationen = 0, 


Punkte 0^3^ 




Ist das Flachen element (14) singular, so stellen die Gleichungon 
(16) uberhaupt keinen Streifen dar, da sich ihre rechten Seiten alle 
auf Konstante reduziren (Art. 52, Schlufsbemerkung). 

Wahlt man in der Gleichung (12) fur q die Funktioii I : , 

d F 

und ist dementsprechend die Ableitung ^ an der Stelle (14) nicht 

null, so erhalt die Funktion die Form t — + ersetzt man 

in den iibrigen Punktionen, die auf den rechten Seiten von (15) auf- 
treten, t — t iiberall durch so gewinnt man folgende Dar- 

stellung der Charakteristik mit dem Ausgangselement (14): 

X. = ^.{x^, 0\ X ^ . . (* = 2 , . . m), 

Pk = ^k(.^v (^ = 1 . . w), 

WO die recbten Seiten gewobnliche Potenzreiben der GrrSfsen: 
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•Tj — ,j'® — 3, — X.', j),“ — p' (i = 1,2,.. m) 

bedeuteii. Man erhalt diese Gleichangen auch, wenn man unter den 
Ausdriicken; 

(11) •> I • • •(/« Pi • - pm)] Ai(^j • - Pm}! • • Pm) 

(■[. = 2, 3, . . m\ k — 1 . . m) 
die Hauptiutegrale der partiellen Differentialgleichuug: 

[A’/'| = 0 

liin.sichtlich ./•, = verstoht, und die Relationen: 

Z = S = jv®, /li- = ii = 2 . . A- = 1 . . »i) 

nacli 3x,p! auildst. Eliminirt man mittols der gegebenen partiellen 
Differentialgleicbmig Pi — ip die Variabele Pi aus den Funktionen: 

Aij • • Ami II,.. Hm, 

SO criialt man die b'’unktionen S? Art. 325 und damit die 

Iriihere analytiscbe Darstellnng der Charakteristiken -wieder. 

328. Wir lasseii im Folgenden diejenigen Integrale der Gleichung 

F — die anfserdem noch die Relation - = 0 erfiillen, aufser Be- 

’ (>Pi ’ 

tracht. Jede andere Integral- il/),, umserer Gleiebung wird dann nach 
Art. 315 und 31(j durch ein jw-gliedrige-s Gleichungensystem der Form: 

(18) Pi = ip-, Sliit, I, . . &, - . &«) = 0 (i = 1 . . w-) 

dargcstellt werden. Jcck Inkyrai-Mm trinl also voh m — \-fach un- 
cndlkh rieleit Chdraktoristiken crsouni, d. li. sic entsteht dadurch, dafs 
man aus der Gesamtbeit der charakteristischen Strcifen m — 1- 

lach unendlich viele in geeigneter Weiso herauagreift. Umgpkehrl ist 
Jeder Flettienfcerein, chr von oo"*"‘ charaktemtischen Stroifm der Crick 
chung 2h — ^ orzmgt wird, cine. Intrgral-Mm diestnr (rleicJmng. Derselbe 
Sachverhalt lafst sicli auch so ausdriicken: 

Etifhalf cine integred- M,,, dir gcgchmien partidlen Diff'ermfialghi- 
chung ein nkht singuldres FUkhendement: 

(19) s°afii..sllp\..pl 

dieser (Hekhung, so mfhdU sie dm ganzen, von diesem Fldchonelemmt 
amlaufmdm ckaraMmstisdim Btreifm. 

In der That, wenn die Integral-JfOT das BTachenelement (19) ent- 
halt^ und wenn die Funktion rp an der Rtelle • -PI regular 

ist, so fcann nnsere Integral- durch ein Gleichungensystem der Form 
(18) dargestellt werden, worm die die bisherige Bedeutung 
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haben ; sie entbalt also thatsachlicb samtliche Machenelemente des 
Streifejis: 

Pi = g = h == x;>, Ttt = (* = 2,3, . . m). 

TJiiser Satz ist zunaclist nur fiir solciie nieht-singulare Flaehen- 

d F d F 

elemente (19) bewiesen, die nicbt alle m Grleicbungen =0^ = f) , . 

erfallen; spater wird sicb zeigen^ dais diese Einscbrankiing nicifc 
notig ist. 

Entbalten demnacb zwei verscbiedene Integral- der parti elleii 
DifiFerentialgleicbung F = c dasselbe nicbt singalare Flacbenelement 

(19) ^ so entbalten sie die ganze^ von ibm auslaufende Cbarakteristik: 
beriibren sicb insbesondere zwei Integralflacben in einem Punkt 

und sind die ubrigen Koordinaten ibres gemeinsamen 

PlaelienelementSi so beriilireii sie sieh langs der ganzen Cbarakteristik, 
die durck das Flackenelement (19) Mndurchgeht, vorausgesetzt, dafs 
letzteres nickt singular ist. 

329. Das Theorem der vorigen Nr. ist auch eine unmittelbaro 
Folge des Satzes, den wir am Schlusse des Ax-t. 245 ausgesprochon 
haben, und den wir fui- den vorliegenden Zweck so formulii-en wollni: 
Befriedigt ein m + 1-gliedriges BdationensysUm: 

(20) Sli{g, . . iUmPi . . Pmc) = 0 (i= 1,2, . . m -j- 1) 

die Bfa-ff’sche GleicJiung: 

d0 —p^dx^ PmdXm = 0 , 

imd umfafst es die Relation: 


iP(^% . . XmP-i , . . p„0 = G, 

so gestatM es die infinitesimcde Transformation d. k. alle A ns- 

driicke [F’iij] verschwindm vermoge (20) identisch. 

Ist nun (19) ein Wertsystem, fiir welches F regular und von 

null verschieden ist, und bedeuten die Funktionen (17) die Haupt- 
integrale hinsichtlich — x-^ der linearen homogenen Gleichung 
\Ff\ = 0, so kann man diese Funktionen neben x^ als neue Variable 
in das Relationensystem (20) einfiihren. Enthielte dann das trans- 
formirte System eine Gleichung der Form: 

a?! = <^(Z, ^2 • . /SUlTi . . ITw) 
so mufste man vermoge (20) identisch haben: 
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Da aber auf der rechten Seite dieser Identitat alle Teme bis auf den 

d F 

ersteii null sind;, so miifste ^ vermoge (20) verscliwinden. 1st also 

letzteres nicht der Fallj so verwandelt sicli das System (20j vermoge 
unserer Variabelntz^ansformation in ein Gleicliungensystem^ das niir die 
Variabeln ZjSiIIk entbiilt. Ersetzt man eine dieser Relationen durcb 
die gegebene Grleicliimg = tJ: imd eliminirt mittels derselben die 
Grofse ms den dbrigeii^ so entsteht ein System der Form (1<S). 

330. Um die allgemeinste nicbt singnlare Integral- der Glei- 
cbung F—e zii findeiiy mui's man aus der Gesamtheit der 
cbarakteristisclien Streifen eine Schar von m 1-facb unendlicb vielen 
derart herausgreifeii^ dais dieselben einen Elementverein bilden. Auf 
welcbe Weise dies zu gescbeben liat^ ergiel>t sich aus Art. 315 oluie 
weiteres. Durcb eine ba'ebte Modilikution der dort gebranebten Be- 
zeiebnungen erbiilt man folgende Hegel: 

Man bestiinme das allgemeinste n^gliedrige (Heicbungensystem: 

(21) 0,\ j \, . . a’;;, p . . . Pu) = 0 (/ = 1 , 2, . . w) 

Welches (lie Pfaifscbe Gleicbung: 

^ 0 

erf*iillt. und ersetze darin die SiV^p^ bezw. durcb die Fimktionen Si/®;. 
Die .so entstehencieii in liulationen definircn danu mit == ij; zu-sammeii 
die allgemeinste Integral-jl/,„ (limcr Gleicbung. 

Die Helationen (21 ) musseii also zu.sammen mit den Gloichungen 
./'j = = 4' eine Infepral Mm^i der gegebenen partiellen Differen- 

tialgieiebung — 4j definiren; mit llrick.sic.bt darauf kbnnen wir die 
vorige Kegel auch so aussprochen: 

„M({n heMimme eine helkhifie. Jnk(p‘al-M,n. i dee pariiellfin J)ifj[emi- 
iiiilflleielamj = 4i , derm mjchihrige IhoddrimmkifaltUjkeit in d(T 

Mate .i\ = (jekgen kf. Die eharakterkthehen Streifen, die 

hem', von den Fldehenelemenfen diener anehmfmi, crzeugen die 

allgemeinste Integml-Mm dir gegehencn (HeieJumg; und es giebt aueh mir 
eine Integral-31 wcleJie die gegehenc Integml-3f„,..i ent/dUt.“ 

Der Satz gilt zuniicbst nur unter der Annahme, dais die betracbtete 

BF 

„Au8gang8-ilf,n_.i“ nicht alle nt Helationen == 0 befriedigt; spater 

wird er unter der allgemeineren Vorausaetzung bewie.sen, dafs die Aus- 
gangs-Jlf„._i nicht lauter singulare Flacheneleinente enthalt. 

331. Eine Integral-Jf^-i von der im vorigen Satze geforderten 
Beschaffenheit wird z. B. gebiidet von alien Flachenelementen, welcbe 
sich an die Punktmannigfaltigkeit; 
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anseHiefsen. Wir kommen so auf das im Artikel 317 genannte In- 
tegral zurQck. 

Eine andere Kategorie Yon Integral-ifefm—i der Torkin genannten 
Eigensekaft wird erkalten, wenn man alle diejenigen oo’“~^ Pliicken- 
elemente betraektet, welcke zu einem kestimmten Pnnkt P mit den 
Koordinaten gekoren und der Gleichung — i; geniigen. 

Die m -f- 2 Deflnitionsgleicknngen einer derartigen Integral- 
lauten daker: 

^ gO. _ ^0 . . ^ ^0 , 

Wir "bezeichnen ein solches Gebilde als einen ,,Elementarke(/eh 
der partiellen Differeiitialgleichung und den Punkt ,x^J 

als dessen ^^Spitze^^. 

Betrachten wir z. B. den Pall m = 2^ so giebt es oo^ Flacben- 
elemente xy^pg des B^{xy^), die eine partielle Differentialgleicbung: 

p=y)(xyzg) 


befriedigen nnd einen bestimmten Raumpunkt JB(xys) entbalten. Die 
Ebenen dieser oo'^ Flacbenelemente nmbullen im allgem einen einen 
Kegel mit der Spitze P, dessen Gleichung, in laiifenden Koordinaten 
geschrieben, dnrch Elimination der Grofse q aus den beideii 
Gleichungen: 


g 5 _ a;) + — 2/); (^ _ a?) 4- 5 -^ — y = 0^ 

in der Gestalt: 




erkalten wird. Der Elementarkegel kann auck in einen Ebenenbiisckol 
ausarten, wenn namlick die gegebene Gleickung die Form: 

p = A{xyg)q -f jB(xijg) 

besitzt, also linear ist. Eine aknlicke geometriscke Interpretation ist 
auck im Pall m > 2 anwendbar. (Vgl. auck Art. 178.) 

Die ckarakteristiscken Streifen, weleke bezw. Ton den FEcken- 
elementen des Elementarkegels mit der Spitze P auslaufeUj eiueugen 
eine Integral- deren analytiscke Darstellung durck die m -f- 1 
Gleicknngen: 

(22) = g = .. 

gegeben ist. Dieser Elementverein wird als „da$ zu dm Jdwnkte P 
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gehorigo Integralcmioid“ oder aucL. als „das Integralconoid mat der 
Spitze F“ bezeichnet, mid zwar deshalb, weil er in der Umgebung des 
Punbtes P in erster Annaberung mit dem zii P geborigen Elementar- 
kegel zusammenfiillt. 1st dies Integralconoid eine Fldche, die dureb 
die Gleicbung: 

,t = . . ,r„,) 


definirt wird^ so ist die Punbtion <p an der Stelle ofienbar 

nicbt regnlUr, was mit einer Bemerkung des Art. 317 iiboreinstimmt. 

Das voilstiindige Integral (22), das dureb die Metbode des Art. 309 
in erster Linie erbalten wurde, bestebt demnacb aus den oo”' Integral- 
conoiden, deren Spitzen in der Ebene = .r,® gelegen sind. 

Ist ein aus Elacben bestebendes vollstandiges Integral: 


der Gleicbung pj = f gegelien, so erbiilt man das Integi-alconoid mit 
der Spitze P offenbar aueb als Enveloppe ailer derjenigon cxj’"-' 
Fliicben obiger Sebar, die den Punkt P entbalten, d. b. dureb Elimi- 
nation der GriUsen aus den Gleicbungen: 


-^0 






cc. * 


= 1,2... m), 


worin: 

r . . . .r® ..r) 

gesetzt ist. 

Es giebt iin allgemeinen , den Punkton des Eaums 

. . .i'„i) entspreebend, aucb m -f- 1-facb unendlicb viele Inte- 
gralconoide der gegebenen Gleicbung = ip. Ist dieso alter linear, 
.s(t stellen die Eelationen: 


5 = < I, 




00 "* Eaumkurven dar (Art. 311); die Integralconoide degeneriren also 
in diesem Palle in die Elementvereine, welcbe sick bezw. an gewisse 
00 “ Kurven ansehliefsen. Dieso Kurven sind niebts anderes als die 
Cbarakteristiken der jetzt linearen partiellen Differentialgleiebung p, = f 
(Art. 311 und 53). 

Umgekebrt erkennt man leiebt, dais die gegebene partielle Dif- 
ferentialgleichung p^ = it} notwendig linear sein muls, wenn es nur 
»»-fech unendlicb viele Int^ralconoide geben soli. In diesem Falle 
gebSrt namlich immer zu je oo^ Punkten des Pm+i dasselbe Integral- 
conoid; dadurcb ist eine „Zerl^»g“ des Bm+i in w-facb unendlicb 
viele l^arakunren gegeben, derart, dais zu dlen Punkten deiuelben 
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RaumkurTe dasselbe Integraleonoid gehort , und dafs durch jeden 
Puntt eine und nur eine derartige Kurye C iindurcligelit. Es sei 0 
eine solcbe Kurve, P ein bestimmter, P' ein beliebiger Punkt der- 
selben. Da nun die zu P, bezw. P' geborigen Integralconoide iden- 
tiscb sind, so miissen aucb alle cbarakteristischen Streifen, die 

den Pnnkt P entbalten, identiscb sein mit den Obarakteristiken, 

welcbe Ton P' (bezw. von den Placbenelementen des zu P' geborigen 
Elementarkegels) auslaufen, da ja das genannte Integraleonoid nur von 
niebt von oo™ Obarakteristiken erzeugt sein kanu. Zu alien 
Cbarakteristiken also, deren Ausgangselemente den Pnnkt P entbalten, 
gebort dieselbe eindimensionale Punktmannigfaltigkeit C, und die Elemeut- 
Mm, die sicb an die Kurve G ansebliefst, ist also nacb Art. 328 eine 
Integral- der gegebenen partiellen Differentialgleicbung, da sie von 
QQm-i ebarakteristiseben Streifen erzeugt wird. Sind also die Kaum- 
kurven G durcb die Gleicbungen: • 

ft{s, iCi . . x,n) = Ci (i = 1, 2, . . m) 

definirt, so bat nacb Eap. VII unsere partielle Differentialgleicbung 
notwendig die Form: 


-1, 

Pi 

Ps • 

• Jpm 





°fi 


ds 

d^i 

dx^ 


= 0, 



K. 



dz 

dx^ 

dx^ 

i 

i 


was zn zeigen wai-. 

Die Integralconoide konnen aucb im FaUe einer niebt linearen 
Gleicbung = tp degeneriren, d. h. die zugeborigen Punktmannig- 
faltigkeiten konnen p-facb ausgedebnt sein, wo q eine Zabl der lleibe 
2, 3, . . w — 1 bedeutet. So bat man z. B. q m — 1, wenn die 
gegebene partielle Dififerentialgleicbung dem Typus y) angebort. Auf 
eine genauere Diskussion der bier anftretenden Moglicbkeiten konnen 
wir indessen niebt eingeben. 

332. Hat man die Pfafif’sebe Gleiebung V,, == 0 auf eine reduzirtc 
Form; 

(23) dZ-n,dlS!, HMn = 0, 

worin die Funktionen: 

2!, Hi, (i = 2, S, . . m) 

von den Variabeln ..x„p^..p^ abbangen, so bestehen die w-f I 
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Definitionsgleichiingen fiir die allgemeinste Integral-lf;;, der Grleiehung 
f aiis dieser Relation selbst iind einem beliebigen ^/z-gliedrigen 
Gleicbiingensystem : 

. . rQ = 9 u - 1; 

das die Pfaff’sche Gleicliung (23) befriedigt. Interpretiren wir nun 
die 2 m — 1 Grofsen (24) als die Koordinaten der Flachenelemente 
eines Kanins B,u mit den Punktkoordinaten Z, . . S'z/o so konneii 
wir dieser Thatsaebe folgenden Ausdruck geben: 

Dureh die 2m — 1 Funkfionen (24 j winl erne ,,Ahhildun(/" der 
partkllen Differenfkdglelehmuj = ik cmf den liaum 11,,, vermiftelt, hi 
(km Shine j da/s Jeder lrdeip'al-M,„ der partielkn J)iffmnifial(/leielmHff 
ehie (janz bestimmte Elenmnf~3£^„^i des Bm, wid umpekelirf Jeder Ele- 
ment-31,,, des R,„ cine (janx Imsthnmte Infeijral-M,,, der (Ueiehimg 
p^ ^ tlf entsprield, 

Hetzen wir die Funktionen (24) beliebigen Konstanten gleich^ so 
<a*lialten wir eiu Kelationensystein, das mit =■ tj; zusammen eine 
(liarakteristik dieser (xleichtmg <larsteUt; demnack kdnnen wir liin- 
zufugen: 

Bei der genannien Abbildang entspriekt Jedem Fldehenelemenfe des 
Bm cine (/iHirakterisfi/i der partkllen DijfhrjdkdghiehiiHg mid imige/iehrt, 
333. Beiiutzt man stutt der Funktionen (24) die in Art 325 ge 
brauebten Hauptintegrale %: so gewinnt der soeben gesebilclerte 
Abbildungsprozefs eim* besonders einfache Bedentung. 

Den Eaum — Iwb bi welchem wir die 2m — 1 (irdlsen: 

als Blementkoordinaten interpretiren, konnen wir jetzfc mit derjenigen 
w-dimensionalen ebenen Ikniktmannigfaltigkeit identiliziren , welcbe 
dureb die Relation j(\ ^ aus dem Raum J4-fi 
geschnitien wird. Durch jedes BMachenedement des Raums B,n^i: 

(25) 

dessen Koordinaten durch die Relation: 

(2B) = i! . . ic® i)» . . c ) 

aneinandor geknflpffc sind, isfc dann ein Flachenelement: 

(27) 

des JBm beatimmt, in dem Sinne, dafs die zu dem Element (2h) ^e- 
horige Ebene des Km+i'- 

V. W«l>«r, »»« ar«a»<*« Ihroblem. SS 
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^ — ^0 ^ ^0 _ ^0) 1_ — I’l ] 

den Raum B,n nach einer „Ebene" dieses Raums schneidet, die durcli 
die GleicKnng: 

g _ gO = yO (1^ — a:^) -j 1- 

definirt wird. TJmgekehrt ist durcli jedes Placlieneleiaent {2i) des JR,„ 
ein ganz bestimintes Placbeneleraent (25) des Rm+i festgelegt, weiin 
Tns,Ti aus der Grleichung (26) berecbnet. 

Wir driicken diese Beziehung kurz dadurch aus, dais wir sagen: 
das Flacbenelement (25) schnddet aus dem Raum B,„ das Flilcben- 
element (27) ms, und umgekebrt gelt durcb jedes Flacbenelement (27) 
dieses Raums ein und nur ein der Gleicbung = ^ geniigendes 
Flacbenelement des Rm+i lindurcJi. 

Die Relationen: 

(28) Pi = li = x-^, %, = p^ (» = 2, 3, . . »0 

definiren nun den cbarakteristiscben Streifen, der das Ausgangselement 
(25) entbalt; wir konnen daber sagen: die Cbarakteristik (28) scbneidet 
aus dem das Flacbenelement (27) aus, und ist durcb Angabe des 
letzteren eindeutig festgelegt. 

Eine beliebige Integral- der Gleicbung ^ wird erzeugt 
yon Obarakteristiken, yon denen jede aus dem R,,, ein Pliicben- 

element dieses Raums ausscbneidet; aUe so erbaltenen Flacbenelemente 
bilden eine Element-J!/,„_i des Bm, welcbe, wie wir sagen konnen, von 
der betraebteten Integral- aus dem ausgesebnitten wird. 

JBedmten also g, i-, sti die 2m — 1 Hauptintegrale der linearm 
lomogenen Ghichung (1) MnsicMlich = x^, und deuten U'lr dwse 
Qrofsen als Koordinaten der Fldchendemenfe desjenigen Baums B,„, der 
innerhalb des Baums Bm+iipXi . . x,,') durch die Belation a'i — a\^ dc- 
finirt ist, so erlalten wir eine Aihildung der Gleichung p^ = i'<, bei der 
jeder Charakteristik dasjenige Fldchenelenient, mch dem sie den B,„ 
schneidet, ferner jeder Integral-Mm diejenige ElmnentrM,n~i entsprkht, die. 
sie aus dem Bm ausschneidef. 

TJmgekelrt entspricht bei dieser Ahhildung jedem B'lachenelement, 
bem. jeder Element-Mm—i des R„, eine und nur eine Gharakteristdi, 
bem. Integral-Mm, der partiellen Bifferentialgleichung p^ == xi’. 

Insbesondere entspricbt bei dieser Abbildung jedem Integralconoid 
der Gleicbung p^ = dessen Spitze P im Bm gelegen ist, diejenige 
Element-Mm—i dieses Raums, welcbe yon alien durcb P gebenden 
Placbenelementen des Bm gebildet wird, und umgekebrt. 

Ist z. B. die partielle Differentialgleicbung: 
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(29) 


}) = ip(xygq) 


gegeben, und ist aai der Stelle regular, bezeicbnet man 

ferner mit: 

lixysq), 7i(xysq), >c(xysq) 

diejenigen Integrale der linearen partiellen Diftercntialgleichung: 


ex ' r 


+ L :i _ ^.) 2/ _ (it + ^ M _ o, 

y ‘ V cq cz \cy ‘ ^ dzj cq ? 


die sicli fur tr. — bezw. auf q reduziren^ niid deuteii wir g, % 
uls Koordiiuiten der Linienelemente in der Ebene (^Art. 17H)^ 

so entspricht jedem Verein von co^ Lmienelementen dieser Ebene^ d. b. 
jedem zweigliedrigen Grleicbungensystem in V? das die Pfaff\sche 
Gleichung: 

— ocdri — 0 


eine Integral- JA der Gleicliung (!29). Bo giebt es z. B. eine 
und nur eine Integralfiache von welcbe aiis unserer Ebene die 

durch die Gleichung: 

^ = 9^1//) 


dehnirte Kiirve aussclineidet; ihre Gleichung ergicbt sich durch Eli- 
mination von 7 aus den iielationen: 




„ <iv(n) 

(in 




tiaebdem man darin die y, x durch ihre Ausdrucke in xyzq eraetzt 
hat. Daa liitegralconoid mit (htr Hpitzc orhiilt mau durch Bli- 

miiiatioii der Vuriabtdii q aiw <it‘n zwei (ileichuiigeii: 


£ V “■ Vof 

eine Klimination, die immer auHfiihrbar ist, wenn ^ nicht die Form 
J(xyz)q -j- J^ixys) bositzi 

Ist (2il) eine beliebige reduzirte Form der PfafF’schen Gleichung 
V(, = 0, so sind die ZSiUi Funkiionen der 2wi — 1 Variabeln 
alleiiJ, und zwar die rechten Seiten einer Berahrungstransformation 
dieser Grofson. Darnach kbnnen wir sagen: 

Aus der vorhin definirten spezielleii Ahbildung erhalten wir die 
allgemeiuste, in Art. 332 charakterisirte Ahbildung, indem wir auf die 
2m — I Veranderlichen £, g;, jt/ eine beliebige Berahrungstransformation 
ausQben; ebenso gewinnen wir aus irgend einer bestimmten Ahbildung 
der genannten Art die allgemeinste durch AusUbung einer Berahnmgs- 
transformation. 
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334. Unter den mehr als m-gliedrigen Relationensystemen^ welche 
die Pfaff’sche Gleichung Vq = 0 oder: 

d ^ — * * ^ 

befriedigen, befinden sicb nacb Kap. VII auch solcbe, die sich nicbt 
durcL. die Variabeln allein ausdriicken lassen. 1st demnach v 

eine ZaH < m, so bilden diejenigen Integral-ilfv der Gleichung — ipy 
die sicb durcb ein Gleicbungensystem der Form: 

Pi j ^2 * • ^ 2 ^ . . 2 m 

darstellen lassen, eine besondere Kategorie Yon Tz-facb ausgedebnten 
Integralmannigfaltigkeiten; wir wollen dieselben als ,fiharaMeristisc]ie Mv‘ 
der Gleicbung p^ — bezeicbnen; eine cbarakteristiscbe ist dar- 
nacb nicbts anderes als ein cbarakteristiscber Streifen. Bei der Ab- 
bildnng der Yorigen Kr. entspricbt jeder cbarakteristischen My die 
Element-lfy^i, die sie aus dem Raume ansscbneidet, nnd nmgekebrt 
gebt durcb jede Element- dieses Raums eine ganz bestimmte 
cbarakteristiscbe My der partiellen Differentialgleicbung bindurcb. 

Eine cbarakteristiscbe My ist offenbar dadurcb gekennzeicbnet, 
dafs sie Yon Gbarakteristiken erzeugt wird. 

335. Wir betracbten ein Plachenelement mit den Koordinaten: 

(30) 

das die gegebene partielle Differentialgleicbung Pi — ip erfullt; ferner 
bedeute E^' ein benacbbartes Flacbenelement, dessen Koordinaten die 
Werte; 

^0 + d0^, xl, + dxl, .. xl + pl + dpi ..pl-^ dpi 

besitzen. Wir nebmen an, dafs die Eelationen: 


ds° —pldijcl pldsfi^ = 0 



besteben, wenn mit die recbte Seite der Glleicbung (26) bezeicbnet 
wird, dafs also E^ mit E^ vereinigt liegt und ebenfalls die gegebene 
Gleicbung == ^ befriedigt. 

Durcb die Ausgangselemente und E^ sind zwei unendlicb be- 
naebbarte cbarakteristiscbe Streifen G bezw. G' festgelegt. Ist E ein 
bestimmtes Placbenelement des von Eq auslaufenden Streifens G, und 
sind 0 XiPi dessen Koordinaten, so sind die Grofsen: 

g + ds, Xi -f dXi, Pi + dpi 
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die Koordinaten eines zu E benachbarten Flachenelements E' des 
Nacbbarstreifens C', falls die Inkremente dXidp^ den Relationen: 

(32) dp^ = dl = d3^'^ dli = dx^^•^ djt, = dpP (i = 2^ 3 . . m) 

gentigen ; die Differentiationssymbole anf den linken Seiteii dieser 
Gleichungen, sowie das Symbol dip bezieben sich auf alle 2 m Variabelii 
. . x,nP ^ . *Pm- Nun hat man aber die Identitat: 

d^ TpdX-j^ p^dX^ • • p^dXm Q(d^ ■ • ^md^'in) 

und die Koordinaten von E geniigen den Relationen: 

g = 0^- = x,^:, 7Ci = pP (i = 2, 3, . . m); 

ans diesen Beziehungen folgt also mit Rucksicht auf (31) mid (32): 
dB — Ptdoi^x — PmdXm — 0 ^ 

d. h. die beiden Flachenelemente E und E' befinden sich in ver- 
einigter Lage. 

Wenn zwei benachbarte Streifen Cj O' die Eigenschaft besitzen^ 
dafs ein beliebiges Element E von G mit alien benachbarten^ auf C' 
gelegenen Elementen vereinigt liegt, so sagen wir: „die bdden Nachhar- 
streifen GO' liegen ihrer ganBen xiusdeJinung nach vereinigt 
Demnach konnen wir folgenden Satz aussprechen: 

Geniigen Bwei henachlarte , vereinigt liegende Flachenelemente Eq 
und Eq alle beide der gegebenen partiellen Differentialgleichung p^ = 
und besitBen sie dieselhe Koordinate x^ — xf^, so liegen die beiden von 
ihnen auslaufenden eharalderistischen Streifen ihrer ganBen Ausdehnung 
nach vereinigt 

Dieser Satz ist^ wie wir sogleich sehen werden^ nur eine andere 
Ausdrucksform fur die Resultate der Nr. 330. 

336. Indem wir die in Art 327 gegebene analytische Darstellung 
der charakteristischen Streifen heranziehen^ gelangen wir zu einer nahe- 
liegenden Verallgemeinerung des soeben formulirten Satzes. 

Sind hy die in Art. 327 definirten Funktionen der 2m -f- 2 
Variabeln: 

(33) 

so bezeichnen wir mit (F) diejenige Fanktion, die aus der linken 
Seite der gegebenen partiellen Differentialgleichung F == e entsteht, 
wenn man darin die Variabeln 0 XiP{ bezw. dureh %, X,, fi,- ersetzt. Da 
F eine Losung der homogenen linearen Gleichung (12) oder auch des 
simultanen Systems (16) ist, so hat man identisch fiir jedes beliebige 
Wertsystem (33): 
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dt ^ dy,, 
dt ^ ^ 


8{F) 

^’bT + ^‘TT. 


wenn in q die £XiPi durch die %, h, ersetzt werden. 

Wir bezeicLnen nun mit U den Pfaff’schen Ausdruck: 

— fi^d^ * • pmd^m 

worin das Differentiationssymbol d sich auf alle 2m-j-2 Variabein 
(33) beziebt. Dann folgt mit Rucksicht auf (34); 


, (d 

~ - W I r> 




//4 

« ,'2 


P’i + 


+^2 T+^‘W 


1 


HF) , „ 30 

dX, ~F f*' gy 




Nun ist F ein Integral Ton (12), also entbalt (F) die Variabele 
t nur sebeinbar, und wird somit niebt geandert, Trenn man t durcb r 
ersetzt. Durcb diese Substitution aber verwandeln sicb die Punktionen 
X, Xi, iii bezw. in d. b. man bat fiir Jedes beliebige Wert- 

system (33) identiscb: 

(F) = Fifx\..ixlpl..p<^J. 

Die rechte Seite dieser Gleicbung werde F^ genannt; durcb totale 
Differentiation folgt jetzt: 

Aus (35) erbalten wir nunmebr; 


dU __ 

dt 






Diese Relation kann als eine gewobnlicbe lineare Differential- 
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gleichung 1. Ordnung mit der XJnbekannten TJ und der unahliangigeii 
Variabeln t gedentet werden. 

Wir scbreiben nun: 


t 




wobei Q als Funkton der 2m -f- 2 Grrofsen (33) auszudrilcken, und bei 
den Quadraturen die Grofsen als Konstante zu bebandeln sind. 

Versteben wir daber unter den Ausdruck, in den TJ vermoge t = t 
ubergebt^ so folgt aus (36): 

TJ = 6TJq-\- e'dFQ, 

d. b. also: 

m / m 

d% — ^ (ii dX,~0(ds^ — dx^ 



+ ^'dF„ 


worm dF^ fur; 


dF, 


3*’ + 


2 




gescbrieben wurde^ und 0^ 0 ' gewisse Funktionen der 2m J- 2 Variabeln 
(33) bedeuten. 

Sind nun 0 ^^ die Koordinaten eines nicht singularen Flacben- 

elements Eq, so sind [ii, wenn t beliebig gewablt wird, die Ko- 

ordinaten irgend eines Flacbenelements E der von ausgebenden 
Cbarakteristik. 1st dann E^ irgend ein zu Eq benacbbartes Flacben- 
element mit den Koordinaten 


«« + dg'^, rrj + dxl, . . x^ + dafi^, pi dpi • • + dp^, 

und setzt man beispielsweise: 

^ s * + 1/ + 2 & + ii‘ '**’•*) - 

so sind % -f- dx, -j- dl,-, ji,- -j- dXi, wenn dt willkurliob gewahlt wird, 
die Koordinaten des allgemeinsten, zu E benacbbarten Flacbenelements, 
das auf der durch Ef^' gebenden Nacbbarcbarabteristik gelegen ist. Aus 
der Identitat (37) folgt jetzt sofort: 

Gmugm md he/mcMaaie, vereinigt liegmde Fldehenelemente 0 ^ . .p^ 
und ^ . .p^^ -j- dp^ die heide der gegebenen partiellen Differentid- 

gleichmg F = e, d. Jt. sind die Beldionen: 

F^ — c, dF^ = 0 
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erfiiUt, so liegen die von ihnen auslaufenden ienachbarten cliaraJcieristiscJien 
Streifen ihrer gamen Ausdehnung nach vereinigi 

337. Wir ersetzen in den vorhin gebrauchten Funttionen %, X,, ft, 
die Variabeln bezw. durcb s, x,, j>,, ferner t durcb null nnd 

t durcb — t, und betrachten das Gleiebungensystem : 


(38) 


[ *1 • • Pi ■ ■ P'^ 

Xi == 4, (■" — ’ X ^ . • Xffiy P - j ^ . .jPtti) ) 

.Pi' = g, (— t, Pi ■ ■ Pm) j 


das eine eingliedrige Gruppe von Transformationen der 2«t -f- 1 Ver- 
anderlichen ^sxp darstellt, diejenige namlieb, die von der infinitesimaleii 
Transformation: 


(39) 










erzeugt rvird (Art. 54). 

TJbt man auf ein beliebiges Flacbenelement (30), das niebt samt- 
licbe 2m Relationen: 


(40) 


dF_ 


r, dF ^ dF rs , 

= 0, [- Wj -^ = 0 (s- 

’ cx'^- oz ^ 


1 , 2 ,, 


m) 


befriedigt, alle oo^ Transformationen (38) aus, so durcblauft es die 
von ibm ausgebende Charakteristib der partiellen Differentialgleicbung 
F —Ff^. Die 00 ^™ cbarakteristiscben Streifen der Gleicbung F = c 
(worin c eine arhitrdre Eonstante bedeutet), konnen aus diesem Grunde 
aucb als die „Babnstreifen‘^ der infinitesimalen Transformation [Ff] 
bezeicbnet werden. 

Bezeicbnet c eine bestimmte numeriscbe Eonstante, so ordnet die 
infinitesimals Beriibrungstransformation : 

(89a) 

jedem Flacbenelement, das die Relation F = e erffiUt, genau dasselbe 
unendRcb benacbbarte (mit ibm vereinigt liegende) Flacbenelement zu, 
wie die infinitesimale Transformation [F’/’]; iibt man also auf ein be- 
liebiges niebt singulares Flacbenelement der partiellen Differential- 
gleiebung F = c die von der infinitesimalen Transformation (39 a) er- 
zeugte eingliedrige Gruppe von Berfibrungstransformationen aus, so 
durcblauft es gleicbfalls die von ibm ausgebende Cbarakteristik dieser 
Gleicbung. 

Eacb Art. 245 und 329 gestattet nun jedes m -j- 1-gliedrige 
Gleiebungensystem : 
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{41^ F C*^ . . X)yi,p^ . . ^ (^' — 1 • • 

das eine Integral-ifef„^ yon F — c darstellt^ die infinitesimale Trans- 
formation [Ff]] sind also die Relationen (40) vermoge (41) nicht alle 
erfulltj so wird nnsere Integral-ikf^ von m — l-fach unendlick vielen 
Charakteristiken erzeugt^ d. h. ist Eq ein nickt singulares Flachen- 
element dieser so ist die ganze Ckarakteristik mit dem Ansgangs- 
element E^, auf der enthalten. 

Der Satz der vorigen Nr. lafst sick jetzt so aussprechen: 

Zwei beliebige benacbbarte Flacbenelemente ^XiPi und d 0 , 
Xi 4- dx^^ Pi 4“ dpi^ die sick in yereinigter Lage befinden und den 
Grleickungen: 

JF = c, clF = 0 

geniigen, -werden durck jede Transformation der eingliedrigen Grruppe 
(38) wiederum in zwei benackbarte, yereinigt liegende Elemente /Xip/ 
und / 4“ Pi 4" dl'Pi nbergefuhrt^ die den Relationen: 


F{p . . p'rr) = c; 


^F(z\.p';) 

dz 


4 ~ * • + 


a 




dpn, = 0 


geniigen. 

338. Um darnach die allgemeinste Integral-Mm der gegebenen Glei- 
chung F—c zii finden, loaMe man eine Integral- M^-i derselben be- 
liebig, dock so, dafs m Jceine cJiaralcteristische Mm—i ist, and nicht aus 
lauter singiddren FldcJienelementen besteJit , und bestimme zu jedem 
FldcJienelement dieser Mm-i die von ihm auslaufende Ckarakteristih; 
die so erlialtenen Streifen erzeugen dann eine Integral-Mm; oder 

ehvas anders ausgedrucU: Unter^virft man die gewahlte Integral- Mm 
den oo^ Transformationen der eingliedrigen Gruppe (38) {oder auch: 
der von der infinifesimalen Transformation (39 a) erzeugten eingliedrigen 
Gruppe von Beruhrungstransformationen), so nimmt sie oo^ Lagen an, 
die zusammengenommen eine Integral-M^ der partiellen Differential- 
gleichung F = c bilden, 

GleicJmitig erhennt many dafs eine beliebig gewahlte Integral-Mm^i, 
die nicht alle Belationen (40) erfullt, auch nur auf einer Integral-Mm 
enthalten ist 

Dafs jede nickt singulare Integral auf diese Weise erkalten 
werden kann, ist eine unmittelbare Folge der Tkatsacke, dafs eine 
solcke Mm yon Ckarakteristiken erzeugt wird. Um zu zeigen^ 

dafs man durck den genannten Prozefs auck wirklick immer eine In- 
tegral- erkalt, genkgt es offenbar nacbzaweisen, dafs auf dem an- 
gegebenen Wege tiberkaupt eine Element- zu stande kommt. 

Es werde mit 8^ die willkurlick gewaklte Ansgangs be- 
zeicknet; dann bilden die Ckarakteristiken; die bezw. von den 
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Flaclienelementen des Elementvereins aiislaufen, notwendig eine 
Schar S von Plactienelementen; denn entHelte S nur 
Flachenelemente; so ware es mit identiscij und Sq ware sonacF von 
QQm --2 Oharakteristiken erzeugt^ also eine ckarakteristiscke was 

aiisgescklossen wnrde. 

Es sei nnn Eq ein Flackenelement von 8q, und E ein beliebiges 
Flachenelement der von E^ auslaufenden Cbarakteristik G. Man er- 
halt dann alle der Scbar S angeborenden^ zu E benacbbarten Placben- 
elemente, wenn man alle zu G benacbbarten Cbarakteristiken der Scbar 
S und auf Jeder die zu E benacbbarten Flacbenelemente aufsucbt. Da 
aber alle in 8q entbaltenen, zu Eq benacbbarten Flacbenelemente mit 
-Eq vereinigt liegen, so sind die erwabuten Nacbbarcbarakteristiken 
nacb Nr. 336 alle mit G ibrer ganzen Ausdebnung nacb vereinigt; die 
Schar 8 besitzt also die Eigenscbaft, dafs ein beliebiges Element E 
derselben mit alien Nacbbarelementen derselben Scbar vereinigt liegt, 
und dies ist nacb Eap. VII die cbarakteristische Eigenschaft eines 
Elementvereins; w. z. b. w. 

Die partielle Differentialgleichung F — c besiM also eine md nur 
eine Integral- Mm ^ die eine willkurlich mrgeschriehene Integral- Mm 
enthdltj vorausgesetM, dafs die leMere weder singular^ noeh charaUeri- 
stisch ist. 

Eine charahteristische Integral-ifef«i-i ist demgegenuber offenbar 
dadurcb ausgezeicbnet; dafs sie auf unbegrenzt vielen Integral-ilfi^ der 
gegebenen partiellen Differentialgleichung entbalten ist. 

339. Der vorbin gescbilderte Integrationsprozefs lafst sicb ana- 
Ijtiscb folgendermafsen formuliren: 

Auf den recbten Seiten der Grieicbungen: 

S = ajJ . . a;® 

(42) . . . . = 

= .... fj 

denken wir uns die Grofsen xf pf durcb ein Gleicbungensystem 
der Form: 

(43) B xf = . . Um—l)] pf ~ • • Um—l) 

als Funktionen der Parameter u^ . .Um^i derart bestimmt , dafs die 
Belationen: 

(44) F(0\.pl)^c- 

dB^—pldxl = 0 

identiscb fiir alle Werte der Ui und ibrer Differentiale besteben, d. h. 
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also, dafs durch die Gleicliuiigen (43) eine Integral-lf^__i der ge- 
gebenen partiellen Differentialgleicbung dargestellt wird. Dureh (42) 
werden dann die als Funktionen der m anabbangigen Parameter 

dargestellt, und die Elimination der letzteren liefert die 
m 4“ 1 Definitionsgleichungen derjenigen Integral-iHf^, welche die will- 
kiirlicb angenommene Integral-Jf^__i (43) enthalt; jede nicbt singulare 
Integral-iff,^ kann auf diesem Wege erbalten werden. 

Wie man die allgemeinste Integral-Jf„^_„i erbalt, baben wir in 
Art. 300 geseben. Darnacb brancbt man nur zu den in den Variabeln 
gescbriebenen w -j- 1 Definitionsgleicbnngen einer ganz beliebigen 
Element- Afy;* die Relation (44) binzuznfugen nnd mittels der so er- 
baltenen Gleicbungen m -f- 2 Ton den Grofsen als Funktionen 

der m — 1 ubrigen auszudriicken, welcb’ letztere dann mit den Para- 
metern % identifizirt werden konnen. 

So liefern beispielsweise die Relationen: “ 


(46) 

(46) 


dcp 


^0 


— i>i 


= <p(xl . . SpJ-, icj = o(«o . . «») 

(j-2,s,..».) 


mit (44) zusammen eine Integral-Jf^— ij die Elimination der 2 m 2 
Grrofsen t, aus den 3»t + 3 Gleichungen (42) (44) (45) (46) er- 

giebt die W2 -{■ 1 Definitionsgleichungen derjenigen Integral- Jf® , welche 
die willkurlich gewahlte Punktmannigfaltigkeit (45) enthalt. 

Die soeben geschilderte Methode zur Herstellung der allgemeinsten, 
nicht singularen Integral- ist insofern etwas allgemeiner als das 
Verfahren des Art. 315, als sie eyentuell auch solche Integral-ilfm zu 
liefern imstande ist, welche die m Relationen: 


dJl 


= 0 , 



? 


nicbt aber alle Gleicbungen (40) erfullen. Jede der Cbarakteri- 

stiken, von denen eine solcbe erzeugt wird, bestebt aus cx)^ Flacben- 
elementen, die denselben Punkt entbalten (Art. 327), und die Punkt- 
mannigfaltigkeit, an die sicb eine derartige Integral- anscbliefst, ist 
daber bocbstens m — 1-facb ausgedebnt. Es braucben nicbt notwendig 
Integral-lfjyi dieser Art zu existiren. Alle andern nicM singularen In- 
tegral-Mm dagegen honnen auch durch das Verfahren des Art 315 ge- 
wonnen werden. 

340. Ist ein vollstandiges, aus Flaeben bestebendes Integral: 


( 47 ) 


0 — ^(X-^ . . X<ffi C^ . . Grrt,y ^) 
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der Gleichung F=c gegeben, so sind die oo®”*-! cbarakteristischen 
Streifen durcb die Relationen: 


(48) 


S: = #, J), == 


dxr> dc^ ^’‘dc^ 


= 0 


(^ = 1 . . w; h = 2 . .m) 


definirt. TJm diejenige Cbarakteristik zu bestimmen, die das nieht- 
singulare Flacbenelement entbalt, hat man in diesen Relationen 

fur die c-, und 6* ihre aus den 2m Gleichungen: 


(49) = = 






de 


dc^ 


h ==2 


folgenden Werte einzusetzen. Dafs diese 2 m Gleichungen Tertraglieh 
sind nnd fiir die cibk ein nnd nur ein Wertsystem ergeben, folgt un- 
mittelbar daraus , dafs das Plachenelement der gegebenen 

Differentialgleichung : 

(50) . F’(^V..j)^) = c 


geniigt und nicht singular ist. Bs werde jetzt durch die Gleichungen: 

(61) = 0 

und durct (50) eine beliebige Integral-Jf^>_ i dieser Gleicbung dargestellt. 
Die Relationen (48) (49) (50) (51) reduziren sich auf bm 1 un- 
abhangige; eliminirt man aus ihnen die 4m Grofsen so er- 

geben sich die m -j- 1 Definitionsgleichungen der Integral-Jf^ ^ welcbe 
die Mannigfaltigkeit (50) (51) entbalt, Aucb wissen wir^ dafs die ge- 
nannte Elimination stets moglicb ist und ein m -f- 1-gliedriges Glei- 
cbungensystem ergiebt, vorausgesetzt, dafs die durcb (50) (51) dar- 
gesteHte Integrabilf^^i weder cbarakteristiscb noch singular ist. 

Wollen wir z. B. diejenige Integralfuntion 0 der Gleicbung F=c 
finden, welche sicb vermoge auf die willkiirlicb vorgescbriebene 

Funktion <p(x 2 ,.Xu) reduzirt^ so haben wir als Ausgangs-Jf^_i die 
folgende zu wablen: 

F{ 0 ^xl = = const. 

(z = 2,3,..m) [<p„ = 9(«« . . a;",)]. 

Die Elimination der Grofsen \--K (48) (49) (52) 

liefert die Relationen: 


8 # 
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und durch Elimination der 2 m Grrofsen c, . .e . a;® , o aus diesen 
2m 4“ 1 Gleichungen gewinnt man die gesuchte Relation in den Va- 
riabeln . .x^ allein. 

Um noch ein anderes Beispiel fiir das gescbilderte Verfahren zii 
betracbten^ sei: 

(53) B = 0(xy,a'b) 

irgend ein Yollstandiges Integral der partiellen Differentialgleichung: 

(54) p = ^(xysq), 
und es seien: 


(55) = 5 i^o) ] yo = v («o) ; i>o = 5* (i*^o) i So = ^ («o) 


die Definitionsgleichungen irgend eines Streifens, dessen oo^ Flachen- 
elemente die Relation (54) befriedigen, und der weder eine Charak- 
teristik dieser Gleicbung darstellt, nocb aucb aus lauter singularen 
Flacbenelementen besteht. Will man jetzt diejenige Integralflacbe 
finden, die den Streifen (55) entkalt, so bat man die acht Grofsen 
^o^oyoPoQo) ^ aus den Relationen: 


o,p = 


8$ 

8x 


8$ 




0; 


8#o 3®o 




^ + 0 


’ 8a 


86 


0 ^ ^0 ^pVo '^p Po ^p So ^ 0 


zu eliminiren; diese 12 Relationen reduziren sich auf 11 nnabbangige, 
da ja sowobl aus der vierten^ funften und secbsten als aucb aus den 
letzten vier Gleicbungen die Relation: 

Po = 

bervorgebt. Der Streifen (55) bestimmt unter den gemacbten An- 
nabmen im allgemeinen eine durcb ibn bindurcbgebende Integral/to^e: 

(56) ^ = co{xy). 

Eine Ausnabme wurde nur dann eintreten^ wenn alle oo^ Flacben- 
elementej die sicb an die Raumkurve: 

«’ = &(;»); y = n{«>) 

anschlieisen, die Gleichung (54) erfollten, was nur unter speziellen 
Annahmen uber die Funktion tp der Fall ist. Sehen wir von dieser 
Moglicbkeit ab, so mufs sieb die gesuebte Gleiehung (56) offenbar 
aucb ergeben, wenn man aus den Kelationen: 


1 ) = ${x^y^aV). 
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^ , OS' A 

s = ~ + — 0 , 


’ da 

^(Xq) = Jc{Xo) 




8^0 

dh 


d$, 


2/o = ''JW 


die 5 Grofsen x^y^, a, h, c eliminirt. Die so erhaltene Flaclie (56) 
lafst sicli aiigenscheinlich aueh definii’en als die EnTeloppe derjenigen 
eingliedi'igen Flachenschar, welclie ertalten wird, wenn man zu jedem 
einzelnen Flaciienelement E des Streifens (55) die Flache der Schar 
(53) bestimmt, auf welcher E gelegen ist. 

341. Es erubrigt noch mit ein paar Worten auf den Pall ein- 
zugeben, dafs eine partielle Differentialgleichung : 


( 67 ) 






!Pm ' 


C 


vom Typus y) Torgelegt ist, und die zweite Definition des Integral- 
begriffs (Art. 302) bevorzugt wird. Lost man die Gleicbung (57) 
folgendermalsen auf: 

= tl) (x^ . . XfnP^ ■ • Pm <^)j 

und bringt man den Pfaff’scben Ausdruck: 

Vg' — ijjclX]^ 4- ^^2^*2 + \-Pm(ix,u 

nacb der Metbode des § 2 auf die Normalform: 

^2 ^^2 "1“ “I” ' ■ ”h 

wobei binsicbtlicb der Variabeln ■ -Pm dio bomogen erster, die |; 
bomogen nullter Ordnung sind, so definiren die Relationen: 

It TC 7C 

Px = ~ ~ == 5/4^ * • “ = ym ] ~ ^2 * * ~ 

2 2 2 

ein System von 00 ^ Streifen, d. b. Scbaren Ton je einfacb unend- 
licb vielen Plaebenelemente x^ . . x^Pi ■ -Pm des Raums Em(x^x^ • . a?»j); 
diese Streifen sind nacb der gegenwartigen Auffassung als die „Cba- 
rakteristiken'^ oder „cbarakteri.stischen Streifen" der partiellen Differen- 
tialgleicbung (57) zu bezeicbnen, ■wabrend nacb der fruberen Auf- 
fassung, d. b. also im Em+i(sXj^ . . Xm) die Cbarakteristiken durcb das 
System: 

s == Cj, 3t,- = I,- = Cr, Pi = 4> (i = 2,B..m) 

dargesteUt werden. 

Als „singulares Placbenelement^' x^ . .x^p^. . p^ der Gleiebung 
(57) werden wir jetzt ein solcbes bezeicbnen, das alien Relationen: 
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Pi -Pi--- -Pm 


, 8F 

dx^ • • ax,. 


J = 0; 


A IK 

dp^-^ dp 


genugt. Eine Element“ilfTO_i des Raums Bm(x ^ . . Xm) lieifst ein sin- 
gulares Integral der G-leichung (57)^ wenn sie die obigen 2 m Relationen 
alle befriedigt. 

In Bezug auf die Erzeugung der nicbt singularen Integrale durcb 
die Charakteristiken nnd die Herstellung der allgemeinsten Integral- 
Mm~i gelten nunmebr ganz analoge Satze wie friiber. Ein genaueres 
Eingehen auf diese Verbaltnisse erscbeint urn so weniger geboten^ als 
diese Theorie auf die friibere einfach dadurcb zuriickgefubrt werden 

P 

kann^ dafs man — p, statt ~ , und ^ statt schreibt. 

Pm 

342. Die in den letzten beiden §§ entwickelte Metbode^ durcb 
welcbe die Integration der partiellen Differentialgleicbung: 

(58) F(0Xj^ . . XrnPi . . Pm) = c 


auf diejenige der linearen bomogenen partiellen Differentialgleicbung 
[J/*] = Oj mitbin also auf die Integration des simultanen Systems: 


(59) 


dt 




dt 


dF , cF 


Tt~~ 


reduzirt wird^ riibrt von Caucby^) ber, und wird daber als die Cauch/sche 
Methode bezeicbnet. Die viel spater veroffentlicbte sogenannte ^,erste 
Jacobi’scbe Metbode^^^) (vgl. den § 2 dieses Kapitels) ist also dem 
Wesen der Sacbe nacb mit der Caucby’scben identiscb, und unter- 
scbeidet sicb von der letzteren lediglicb durcb die Art der Herleitung. 
Wabrend namlicb Jacobi an die Pfaff’scbe Pormulirung des Integra- 
tionsproblems ankniipft (Art. 305 und 307) und den Nacbweis erbringt, 
dais bereits die erste der nacb Pfaff notigen Reduktionen des Ausdrucks 
Vq zur Losung des Problems hinreicbt^ gelangt Gaucby zu seiner Metbode 
ungefabr durcb folgende tJberlegung: 

Es werde durcb die Gleicbungen: 

d<p 
dx. 


(60) 


(p X2 • • t^m) ) Pi ' 


(i = 1 . . m), 


ein Integral der partiellen Differentialgleicliung (58) dargestellt. Dann 
gelten die Identitaten: 


(61) 


dF , dF 


+2 


^ 

dp, dx.dx. 


d^cp 


; 0 — m) 


1) Gaucby I, II, IIL 2) Jacobi IV. 
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far jedes beliebige Wertsystem der Variabeln wenn die Grofsen 

3 und durcb ibre Ausdrficke (60) ersetzt werden. Macben wir die- 
selbe Substitution auf den recbten Seiten der Gleicbungen: 


(62) 


djt d'Pi 


(4 == 1, 2, . . m), 


so erbalten wir ein simultaues System gewobnlicber Differentialglei- 
chungen mit den unbekannten Punktionen . ot^m iiiid der Indepen- 

denten t. Die allgemeinsten Integralfunktionen dieses Systems seien 
dureb die Gleicbungen: 

(63) X; — yit, . . tim-i) (i — 1,2 . . m) 

dargestellt, worin WjMa . . Um—i arbitrare Konstante bedeuten. Vermoge 
(60) lassen sicb dann aucb die 3, p,- in der Form: 

(64) 3 == . . Um-i)] p, = ])i(4 Ml . . Mto-i) 

darstellen. Nun bat man aber wegen (61): 


- nt , m 

— S] fff — S] 8F _ 

dt dx.'bx, dt dxFx. dp. 





also sind die durch (63) und (64) definirten Funktionen von t Integral- 
funUionen des simultanen Systems (59). Setzt man demnach: 

Xp ~ ii{x^ 0^ = s(tr^ pP = . .) 

unter t eine beliebige Konstante verstanden^ und werden dureb die 
Eelationen: 


(65) 


' a x^ . . xlpl . .pl) 

(i=l.-m) 

. Pi = Pi) 


wie fraber diejenigen Integralfunktionen des simultanen Systems (59) 
definirt, die fdr t = t bezw. die Werte 3’^Xi‘pp annebmen, so sind die 
Relationen (65) mit dem Gleicbungensystem (63) (64) identiseb, und 
liefem dureb Elimination der Variabeln i und u, wiederum das System (60). 

Jedes (nichisingulare) Integral (60) der vorgelegtm partiellen Dif- 
ferentialgleichung ergiebt sich also aits den allgemeinen Integralgleichungen' 
(65) des simultanen Systems (59) dadwrch, dafs man fur die Orofsen 
J^xl^pf geeignete Funktionen der Farametm- einsetst und 

sodann die Grofsen t und U; elimini/rt. 
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Wie man sofort erkennt^ ist dieser Satz nur eine andere Aus- 
drucksform des in Art. 245 erhaltenen Resultats^ wonack das Glei- 
chungensystem (60)^ falls es ein Integral der parti ellen Differential- 
gleickung F — e darstellen soil, die infinitesimale Transformation [Ff\ 
und mitkin (Art. 55) auck alle Transformationen der von ikr erzeugten 
eingliedrigen Grruppe gestatten mufs. 

343. Sind jetzt nmgekekrt die ‘^allgemeinen Integralgleickungen 

(65) des simnltanen Systems (59) gefnnden, so erkebt sick die Frage, 

wie man die Grofsen als Fnnktionen der Ut zu bestimmen hat, 

damit die Gleicknngen (65) dnrck Elimination der t und U/ wirklick 
ein Integral der Gleickung F — c ergeben. 

Es ist dazu offenbar notwendig und kinreickend, dafs fiir jedes 
Wertsystem . . u^—i die Identitaten: 

(66) F (^, . . Jim ^2^ . . f^'W?) ^ 

stattiinden, wobei sick die Differentiale d%, dXi auf alle Variabelii ti, 
bezieken. Da die linke Seite von (66) die Variabele t nickt enthalt, 
so gentigt es, darin t — xzu setzen, also die gesuckten Fnnktionen 
^^xPpP der Bedingnng: 

(67) Fi^s^aP^.-xlpl.-pD-z-c 

ZU unterwerfen. Man beweist nunmekr die Identitat (37), und zeigt 
dadurck, dafs die zweite der obigen Bedingungen daranf kinauskoinuit, 
dafs die Fnnktionen der Identitat: 

— # dx^ EE 0 

■*11 m 

genilgen mussen. Damit erkalten wir unsere friikere Metkode wieder. 

Caucky gebrauckt statt der Independenten t die Variabele 
dadurck werden dann alle diejenigen Integrals, deren Ausgangs-ilfwi _i 
aufser der Gleickung (67) zufallig auck nock die Bedingnng: 

_ 

SpI 

befriedigt, von der Betracktung ausgescklossen. Auf diese einfache 
Bemerkung reduzirt sick der ^Einwand^^, den J. Bertrand^) gegen die 
Cancky’scke Metkode erkoben kat. 

Der Scklufssatz der vorigen Fr., der den ersten Teil der Caucky’scken 
Uberlegung ausmackt, lafst sick offenbar auck so aussprecken: 


1) Bertrand 11. 
y, Weber, Das PMscbe Problean. 


30 
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Es seien die FtinUionen: 


(x)i(j0X^ . . XfuPi • • . . 2 ^^'^ 

irgend 2m tmciblidngige Losimgen der linearen partiellen differential- 
gleiching [Ff] = 0. Definiren dann die Relaiionen (60) ein nicU sin- 
giddres Integral der Gleichimg F= c, so lassen sie sich durcJi ein 
m + 1-gliedriges Gleiclnmgensystem in den Qtdfsen . . rn^m allein 
ersetmi (vgl. Art. 426). 

In dieser Form ergiebt sich unser Satz auch unmittelbar aus den 
Resultaten des Art. 50^ wenn man bedenkt^ dafs die durch (60) de- 
finirten Funktionen z, dem nachstehenden System linearer nicht ho- 
mogener partieller Differentialgleichnngen 1. Ordnung geniigen miissen: 


. dF hg 

dl\ ^ 


dx^ dz 


(i = 1 , 2 , , . m) 


h\ ^ ^ dp,' 

344. Wir wollen die Cauchy’sche Methode durch einige Beispiele 
erlautern. 

1. Beispiel (Cauchy): 

pq == xy. 

Das simultane System (59) wird hier: 

dx : dy : dz t dp : dq = q : p : 2pq :y : x 


Oder also vermoge der gegebenen Differentialgleichung: 
dp dx ^ dq dy 

y 


P 


a 


= ds- 


2pdx = 2qdy- 


die Charakteristik, die yon dem Flachenelement x^y^z^p^q auslauft^ 


ist demnach durch die Gleichungen: 


( 68 ) 


Po «o’ So 2/o’ 


Po 

Xn 


~ x^) = ^ — y^) 


Vo 


definirt. Als Ausgangsstreifen waMen wir den folgenden: 


x = = cp{y)-^ q = P 

die durch ihn gehende Integi-alflache, d. h. diejenige Integralfunktion 0 , 
die fur x = Xq in (p(y) iibergeht, folgt dann durch Elimination von y^ 
aus den Gleichungen: 

»-?&.)- -|j {*• - »'). 

Das Integralconoid mit der Spitze x^yQZ^ ist dargestellt durch; 
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— V) (!/"* — yo% 

denn diese Gleichiing ergiebt sich durch Elimination der Grrofsen 2'^o, Qq 
aiis den zwei letzteii Relationen (68) und der Gleichung 
Die Gleichung* 0 — 0 stellt das einzige siiigulare Integral dar. 

2. Beispiel; 

P 1 P 2 • ^ Pm = x,n. 

Das simultane System (69) kann hier so geschrieben werden: 
p^dx^ = . . == Prr,dx,n = = X^dp^ = * • = X^Jp,,. 


Die Charakteristik mit dem Ausgangselement 0 X,p^ ist definirt durch: 


^ 5 


f,,. 


(69) 


= ? 


-r^), 

T. ^ nt )W ^ 


und die Elimination der pi aus den zuletzt hingeschriebenen Gleichungen 
liefert mit Riicksicht auf die Beziehung: 


P 1 P 2 * • P^^ — 

das Integralconoid mit der Spitze 0 x^..x^^^: 


- i)"‘ = (xl - XI) (xl - ■ • (xl - £-4). 


Diejenige Integralfunktiou ji) die sich yermoge a\ = x^^ auf die Fiinktion 
<fi (,^*2 . . Xf}^ reduzirt, wird erhalten^ indem man in den Relationen (69 ) 
die Grofsen: 

^‘1; Pi, Ih - Pm 

bezvy. durch die nachstehenden Ausdriicke ersetzt: 


0. ^2 • • ^ , 8cp 


imd sodann x^ . . x„^ eliminirt. Das einzige singulare Integral ist 0 — 0. 
3. Beispiel. 


20 — px -j- qy -j- = 0 

clx dy d0 dp —dq^ 

— X 2 /+"^ 3 ! ’ 

die Charakteristik mit dem Ausgangselement ist die folgencle: 
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X oc^ 

Xq ^^0 


2/ — 



■V 


+ {vo + f) 


S . 

it* ’ 


I (. JL ^ £ 
4 ' V ^ ' 4 : / X 


Durcli Elimination Ton Qq ans den beiden letzten Gleichungen erbalt 
man das Integralconoid mit der Spitze 


B 



(xy — 


nnd bieraus dnrcb Variation der Konstanten die allgemeinste Integral- 
flacbe. 


Kapitel XIII 
Involutionssysteme. 


§ 1. Anwendung der Theorie der Bertilirungstransformatioxieii auf 
partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung; die verallgemeinerte 
Cauchy’sclie Metliode, 


345. Die im vorigen Kapitel dargelegte Caucby’scbe Metbode zur 
Integration der parti ellen Differentialgleicbiing: 

(I) . . XniPj^ • . Pwi) — ^ 

erfordert im Falle a) die Integration der linearen partiellen Differen- 
tialgleiebung: 



also; da von dieser Grleiebnng das Integral F bekannt ist^ je eine 
Operation: 

2m — 1, 2m — 2, . . 3, 2, 1; 

sie verlangt ferner im Falle /3) die Integration der Gleicbung: 


0^(Ff) 


tIL / 

. ys{^-iK 


und eine Quadratur, also je eine Operation: 


dx^ cp^ 
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2m — 2, 2m — .. 3, 2, 0; 

im Falle y) kommt die Quadratur in Wegfall. Dock ist dieser Fall 
nocL. einer weiteren Vereinfaclmng fahig; er lafst sich namlich durcli 

die Substitution von — j;; fiir — nnd von 0 fiir auf eine Gleicbung 

Pm 

vom Typus a) mit m — 1 Independenten zuruckfilbren, deren Inte- 
gration sonacli je eine Operation: 

2m — 3, 2m — 4, . . 3, 2^ 1 

verlangt. 

Eine wesentlicbe Vereinfaclmng dieses Verfabrens wird erzielt, 
wenn wir die Resnltate des Kap. XI beranziehen. Darnacb lassen sicb 
durcb je eine Operation: 


2m — 1, 2m — 3^ . , 6^ 3^ 

2ni 1 unabbangige Punktionen Z, X;, der Yariabeln 0Xt']g> so 
bestimmen, dais eine Identitat der Form: 

(3) dZ — P^dX^ — • • — PmdXrn '^Q(d0 — PidXj^ PmdXrn) 

bestebt, und zwar kann die Punktion: 

X^ { 0 ^ . . XmPx . . 

ivillkurlich angenommen werden. Identifiziren wir daber X^ mit JP, 
so erbalten wir durcb dieses Verfabren ein vollstandiges Integral: 

(4i) Z — ■ CyfiJ^ 1 j X^ === • . Xrn = Cm 

der gegebenen partiellen Differentialgleicbung == , womit nacb 

Art. 319 das Problem der Integration dieser Gleicbung vollkommen 
erledigt ist. Die Punktionen X, X^, X3 . . X^^^ werden wie in Art. 287 
ermittelt^ indem man der Reibe nacb je ein Integral gewisser voll- 
standiger Systems aufsucbt; die Punktionen P/ und ^ folgen hinterber 
durcb Auflosung eines linearen Gleicbungensystems. Die Relationen: 

(^5) Z = G/i+l! X^ == G-^ . * Xm = Cm] Pg == 7^1) ' • 

stellen die Cbarakteristiken der partiellen Differentialgleicbung: 

(6) X-^ {^X-^ . . Xm Pi . . JPm) C>i 

dar, wenn . . ym arbitrare Konstante bedeuten; denn die 

linken Seiten der Gleicbungen (5) bilden nacb Art. 283 ein System 
von 2 m unabbangigen Integralen der linearen partiellen Dififerential- 
gleicbung: 

Die Aufgabe^ alle (nicbt singularen) IntegraMf^ der Gleicbung 
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(6) zu findeiij kojumt darauf hinaus, alle m -j- 1-gliedrigen Gleichungeii- 
systeme zu ermitteln, welche die Pfaff’sclie Gleichung: 

dZ- P,dX, - ■ • P,n(lX,„ = 0 

befriedigeu und die Relationj Zj = q, enthalteu, m. a. W. alle m- 
gliedrigen Relationensysteme aufzustelleii, welche die Gleichung: 

dZ—P,dX, P„fZZ„,==0 

erfulleu. Jedes derartige Gleichungensystem hat die Form; 

SI, {Z, Zj . . Z„„ P 2 . . PJ == 0 (Z = 1 . . m), 

und wird nach den Vorschriften des Kap. VII erhalten; auf diese 
Weise werden, wie man sofort erkeiint, alle Resultate des Torigen 
Kapitels, inshesondere auch die in Aid. 832 dargelegte Abhildwig der 
partieUen Differentialgleichung (G) 'wiedergewonnen. 

346. Bine neue Auffassung unserer Theorie flielst aus folgender 
tiberlegung: Besteht die Identitat (3) und ist p nicht identisch null, 
so definiren die Fortneln; 

(7) s' = Z; x[ — Z,-; pi == P, (i = 1, 2 . . m) 

eine Beriihrungstransformation des Raums POT+i(^a?i • . x,,,), vermoge 
deren die gegehene partielle Differentialgleichung (6) die Form: 

(8) V = 

erhalt. Deutet man diese Relation als eine partielle Differentialgleichung 
in den Elementkoordinaten sxlpl, so erhalt man Hire Integral 
durch Aufsiichung aller w-gliedrigen Integralaquivalente der Pfaff’schen 
Gleichung: 

dZ — P^'dx^' — Pmdx'n, — 0 . 

Es sind dies also heliebige »i-fach ausgedehnte Elementvereine 
des Raums x{ . . x'„), deren zugehorige Piinktmannigfaltigkeiteii 

in der Ebene dieses Raums gelegen sind. Jeder solchen Ele- 

ment-lf„, entspricht vermoge der Beriihrungstransformation (7) eine 
(nicht singulare) Integral- ilf„, der gegebenen partieUen Differential- 
gleichung, und umgekehrt. 

Die Charakteristiken der Gleichung (6), welche durch die Formeln 
(5) dargestellt werden, verwandeln sich vermoge (7) in die nach- 
stehenden 00 ^ "'-i Streifen: 

(9) s = Cm-i-ij Xt = c,5 p/ — Vk (Z = 1 . . )B; h — 2, . . m). 

Es sind dies nichts anderes als die Charakteristiken der partieUen 
Differentialgleichung (8), da ja 
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X p 


IL 

dpi ’ 


also die rechten Seiten von (9) ein System von 2 m unabhangigen 
Losungen der linearen partiellen Differentialgleicbung; 

{x;, /■] = 0 


bilden. Man erhalt sonaeh die allgemeinste Cbarakteristik der Glei- 
cbung (8); wenn man alle oc^ Flacbenelemente betrachtet^ welclie 
einen Punkt P der Ebene gemein haben^ und deren Ebenen 

eine durcb P gebende, in der Ebene gelegene lineare Punkt- 

entbalten. 

347. Kennt man eine Beruhrnngstransformation (7), so ist damit 
uicht nur die Integration der Grleicbnng = sondern aucb die- 
jenige jeder partiellen Differentialgleicbung der Form: 

( 10 ) = O 


miterledigt; denn nacb Art. 301 kann man alle Element-J£;/i des Raums 
. . x,',i)j welcbe die Gleicbiing: 

0 . . x,,) = 0 

erfullen, obne Integration angeben, und jeder solchen entspricbt 
vermdge der Beriibrungstransformation (7) ein Integral der partiellen 
Differentialgleicbung (10) und umgekebrt. 

Betracbten wir z. B. die sogenannte j,Yei'allgemeinerte Olairaut’scbe 
Grleicbung^^* 

(11) ;2 — pi'Xj^ 4"P2^*2 4” ‘ * PmXm -f" ^(Pdh ' 'Pm) 

und luiterwerfen wir sie der Berubrungstransformation: 

/ = 0—Pj^X\ PmXrn] x[ = — pr^ pi = X, (i == 1 • • m), 

so erbalten wir die Grleicbnng: 

/ = (p(x^'x^' . , Xrn)^ 


Die allgemeinste Element- des Raums welcbe diese Relation 

erfilllt, wird erbalten, indem man zu r (< m) arbitraren Relationen: 

a),(x^' ,.Xni) = 0 1 


diejenigen m — r Gleicbungen binzuftigt, die sicb durcb Elimination 
der Xi aus den Gleicbungen: 


Pi 


-1- A 

' dx/ 


dco, 

dX; 


> + — h 


da^ 

dx! 


(j = 1, 2, . . m) 
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ergebeD. Indera wir zu den urspriinglicben Variabeln exip, zuruck- 
geben, konnen wir das erhaltene Resultat offenbar auch so aussprechen: 

Man erhalt die allgemeinste Integral-ilf„i der partiellen Differen- 
tialgleicbung (11), indem man aus dei" Gesamtbeit der oo’® Ebenen: 

(12) g == — |- + 9)((?iC 2 • • c,„), 

naeh irgend einem Gesetze eine in — r-gliedrige Scbar bei'ausgreift, 
und die Enveloppe dieser Scbar bildet. 

Die oo™ Ebenen (12) bilden ein vollstandiges Integral; die Placbe, 
deren Gleicbung durcb Elimination der C; aus (12) und den Relationen: 

*'■ + ^ ° (i == 1 . . ni) 

entsteM^ ist ein singulares Integral. 

348. Nach Art. 196 ergeben zwei Berubrungstransformationen^ 
hintereinander ausgeiibt^ stets wieder eine Berubrungstransformation ; 
aucb ist die zii einer Beriihrungstransformation inverse Transformation 
wiedernm eine Berubrungstransformation. Da andererseits jede be- 
liebige partielle Dijfferentialgleicbung (6) nacb dem oben Gresagten 
mittels einer Berubrungstransformation die Form (8) erbalten kann, 
so folgt: 

Jede partielle Differentialgleiclmng (1) Idfst sick dwell eine Be- 
rliJirungstransformation in eine helieUg vorgesehriehem andere partielle 
Bifferentialgleichung : 

(13) F' {g'x^ pin) = Cl 

verwandelm, m. a. W. eine partieUe Fifferentialgleichung 1. Ordnung 
hesitst gegeniiber cdlen JBeriihnmgstransformationen Iceine invariante 
Eigenschaft. 

Fiihrt eine Beriihmngstrmsfonnatim (7) die partieUe Bifferential- 
gleichting (1) in die Gleichimg (13) idler, so mrwandelt sie gleicJmitig 
jede nidhtsmguUire Integral-M^ (p ^ m) der ersferen in eine elensolclie 
Integral-Mq der gweiten, ebenso jede Gharakteristih der ersten in eine 
Cliarahteristilc der gweiten, endlich jede cha/rakteristische M„ von (1) (vgl. 
Art 334) in eine charakteristische M„ von (13). 

349. Identifiziren wir im FaUe ^) die reebte Seite der gegebenen 
partiellen Differeatialgleicbung (1) mit der in der Identitat: 

d ?7(% . . i)GmPi • . P7n) -h * • Pm)dXi(x^ . . PidXt 

1 1 

auftretenden Funktion so erhalt man die Funktionen . . X^ 
nacb Art. 289 durcb je eine Integratiousoperation: 
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2m — 2, 2m — 4, . . 4, 2, 

worauf XJ durch eine Quadratur, und die P, diirch Auflosung eines 
linearen Gleicliungensystems folgen. Die Charakteristiken der Gleickung; 

(14) . .p„,) = Cl; 
werden durch die Relationen: 

2 == TJ -j- == . . Xrti -P2 ^2 * • 

dargestellt; die Formeln: 

2 === JJ -j” C5 *^1 • • X)ii == 

definiren ein vollstandiges Integral ; die Bestimmung aller ubrigen 
Integral-lf,^i kommt darauf hinaus^ die PfafP’sche Grleichung: 

d{2 -U) — P,dX, PmdX,, = 0, 

durch m Relationen zwischen den Grofsen: 

2—U, X,,,Xn, P,..Pn. 

zu befriedigen. Vermoge der Beruhrungstransformation: 

(15) / — TJ] x[ = Xi] pi' = Pi {i = 1^ 2^ . . 

nimmt die gegebene partielle Differentialgleichung (14) die Gestalt 
(8) an. 

Da zwei Beriihrungstransformationen der Form (15), hintereinander 
ausgeiibt; stets wieder eine Beruhrungstransformation dieser Art liefern, 
so folgt ganz ahnlich wie vorhin: 

Jede partielle Differentialgleichung der Form: 

. . XmP^p^ . . Pn) = c 

Imnn durch eine JBeruhrimgstransformation der hesonderen Form (15) in 
eine belieUg vorgegebene under e Gleichmg: 

0 (aUj: X 2 . . XniPi p2 * * ^ 

ilhergefuhrt werden, Dabei verwandelt sich gleich 2 eitig jede Integral-M^j 
CharaMeristih und charalcteristische My der ersten Gleichung be2w, in 
eine Integral-M^^ CharaUeristihy charalcteristische My der 2 weiten, 

360. Im Falle y) endlich konnen wir die linke Seite von (1) mit 
der in der Identitat: 

P^dX^ -1 P^dXm—Pidx^ ^ VpmdXm 

vorkommenden Funktion X^ identifiziren und die Funktionen Xg . . X^^ 
nach Art. 279 durch je eine Operation: 
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4 i 4 


2ni — 3; 2m — 5, . . 3^ 1 

die P, sodann clurch Auflosung linearer Gleichungensysteme ermitteln. 
Ihl Sinne von Art. 341 liefern dami die Gleicliungen : 

■^1 

ein Yollstandiges Integral, ferner die Relationeii: 

‘ 1 j • P 2 • ■ ' J Pm Tl ’ y2 * ’ ' ' Y 

die 00- Oharakteristiken der gegebenen Grleichuiig: 

(16) = 

\ i m J- m ' 

Die Ermittelung aller Integral-JC;i__i dieser Gleicbung komint 
jetzt darauf binaus, die Pfaff’sclie Gleicbung: 

PocZXg P/y/ZA»i = 0 

in allgemeinster Weise durcb m — 1 Relationen zwiscben den Grofsen: 

P,..P,,A2..Z^ 

zn befriedigen, was nacb Kap. VII ausgefiibrt wird. Durcb die bomo- 
gene Berilbrungstransformation : 

Xt == A/, jii = P/ {% 1, 

erbalt die gegebene Gleicbung (16) die Form x( = q und es gelten 
die Scblufssatze der vorigen Nr., wenn man dariii unter Funk- 

tionen verstebt, die binsicbtlicb der _p, bezw. der p/ bomogen nullter 
Ordnung sind, und die Worte: „Beriibriingstransformatioii der be- 
sondern Form (15)^^ durcb die Worte: „bomogene Bertibrungstrans- 
formation der Yariabeln ersetzt. 

351. Der Scblnfssatz des Art. 245 lafst sicb folgendermafsen aus- 
sprecben: 

Wemi eine Element- des Baums , , x^) die beiden 

Belationen: 

(1 ^) ^(*^7 !Px • • ^ ^ 

erfiUlt^ so lefriedigt sie auch die Gleicimng [3> W] = 0. 

In dieser Form lafst sicb unser Theorem aucb so beweisen: 

Wir nebmen an, dafs eine nicbt singulare Integral- der ersten 
Gleicbung (17) auch die zweite erfullt. 1st dann E ein beliebiges, 
auf dieser Integral- gelegenes Flacben element mit den Koordinaten 
so gebt durcb dasselbe eine und nur eine Cbarakteristik der 
Gleicbung 0 = 0 hindurcb. Das zu E benacbbarte Placbenelement 
E' dieser Cbarakteristik hat die Koordinaten 0 -f- d 0 j x, + dx,^ p, -f dpi, 



[ 361 ] § 1. Part. Ditferentialgleichungen nncl Beriihrungstransformationen. 475 


wobei die Inkremente (hj dx^ dpi diircli die Relationen: 


( 18 ) 


[ds \ d,)i\ : • • : dx^ 
0^ 

~ dp, ' dp^ 


di\ : • - : dp„, 






definirt siiid. Da aber _E" gleichfalls auf jener gemeinsamen Integral- 
Mjn der beiden Gleichungen (17) gelegen ist^, so miifs es der Relation 
= 0 ebenfalls geniigen^ d. b. man mnfs haben: 


~dz 




dW . , ^dW 

d^i 


0; 


wenn fiir die Verbaltnisse der DilFerentiale dx,^ dpi ihre Werte 

(18) eingesetzt werden. Daraus ergiebt sicb der obige Satz ohne 
weiteres. Isfc die gemeinsame Iiitegral-iMi/^ ein singiddres Integral der 
Gleichung ^ = 0, so ist unser Satz selbstverstandlicli. 

Wn darnacJi .m entsclieiden^ oh r heliehig vorgegehem partielle 
Differentialgleicli imgen : 

(19) = 0 {i=\,2,..r) 

Integmle gemein liahen, mussen wir folgendermafsen Yerfahren. 

Unter der Voraussetzung, dafs die Relationen (19) im Sinne von 
Art. 40 ein r-gliedriges Gleichungensystem bilden, konnen sie fiir 
r > wi 4" 1 iiberhaupt keine Integral- gemein baben; im Falle 
r — m ^ 1 besitzen sie eine und nur eine, eben dnrch das System 

(19) definirte gemeinsame Integral-1/,,,, wenn samtliche Klammeraus- 

driicke vermoge (19) verscbwinden (Art. 243). 

Im Falle r<m-|- 1 stellen wir alle Relationen [^,<[>4 = 0 auf; 
liefern diese zusammen rait (19) ein mebr als r-gliedriges Gleichnngen- 
system: 

(20) ..C = 0 (s>r), 

so bilden wir alle Relationen [$,'$j.'] = 0; stellen diese dann mit 

(20) zusammen ein Igliediiges Gleicbungensystem dar, wobei i > s, so 
Terfabren wir mit dem letzteren ebenso. In alien Fallen gelangen 
wir nacb einer endlicben Anzabl von Scbritten entweder auf ein mebr 
als -j- 1-gliedriges Gleicbungensystem, und die gegebenen Gleicbungen 
(19) besitzen dann keine gemeinsamen Integrate; oder zu einem Glei- 
cbungensystem der Form: 

(21) #,-(^«i • . x„,p ^ . . j9,„) = 0 (i — 1, . .V, V <m 1), 
von der Eigensebaft, dafs die samtlicben Relationen: 

[a».a),J = 0 (^, Z; = 1, 2, . . ^-), 
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eine Folge von (21) sind. Ein solches Gleichungensystem nennen wir 
ein jjV'gliedriges Involutionssystem^^, 

Die Aiifsiielnmg etwaiger gemeinsanier Integrale irgencl ivelclier 
partieller DifferentialgleicJmngen (19) Jccmn also stets damuf mrilck- 
gefiihrt ‘icerden^ die gemeinsamen Integrale eines Invohifionssystems m 
ermitteln. 

Der Fall eines m + 1-gliedrigen Involutionssystems erledigt sich. 
durcii eine oben gemacbte Bemerkung obne weiteres; wir konnen nns 
also auf die Annahme v <im 1 bescbranken. 

362. Nacli Art. 244 ist jedes mit einem Involutionssystem (21) 
aquivalente Gleickungensystem wiederum ein Involutionssystem. Wir 
nehmeii zunackst an, dafs eine der Gleickiingen (21) nack s auflosbar 
sei; dann kann das System (21) auf die Form: 

(22) • • Prr) = 0 (i = 1, % . . 0/ — 1) 

gebrackt werden. Ist keine der Relationen (22) nack einer der Va- 
riabeln p, auflosbar, so kann das System (22) die Form : 

Xi = (i = 1, 2, . . — 1) 

erhalten. Allgemein konnen wir okne die Allgemeinkeit zu besckranken 
annekmen, dafs die Relationen (22) sick in der Form: 

(23) pi == (pi{Xi . . • - Pm) {i = 1, 2, . . g) 

(24) (0]i(x-^x ^ . . Xfj^ — 0 (/j = ^ 1, jx “1“ 2, . . ^ — 1) 

auflosen lassen, wobei ft eine gewisse Zakl der Reike 0, 1, . , v — 1 
ist, und im Palle |a = 0 die Relationen (23) nattirlick wegzulassen sind. 

Wir bekaupten, dafs die Gleickungen (24) nack v — g — 1 von 
den Variabeln . . Xm aufgelost werden konnen; andernfalls 

namlick ergabe sick aus dem System (24) mindestens eine Relation in 
0 ^ 1 . . x^i allein, etwa die folgende: 

Man kat aber: 

[Pi — Vu ~ %t] = 1; 

und dies ist unmoglick, da ja die linke Seite dieser Identitat nack der 
Bemerkiing zu Anfang dieser Nr. vermoge des gegebenen Gleickungen- 
systems versckwinden mufs. Wir konnen demnack annekmen, dafs 
die Gleickungen (24) nack . . Xp^i auflosbar seien, und kaben so 
den Satz gewonnen: „ Jedes v-gliedrige Involutionssystem: 

(21) = 0 . . 0, = 0, 
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welches von ^ nicht frei ist, kann dnrch Anflosung folgende Form 
erhalten: 

0 = 0 . . Xin ) XpXy^i . . Xq/iPa^i . . 

Pi = (p^ (^X^X^ . • ^JLI ; XpXp^X . . XjjiP^-j-i . . Pr/^ 

Xjn-j^Ji Xh(Xi^^ • • 7 ^v^v-\-X • • ^ni) 

(i Ij 2j, . . li == Ij 2j . . V l)j 

wobei ft eiiie gewisse Zahl der Reihe 0^ 2, . . v — 1 bedeutet. Im 

Falle ft = 0 sind natiirlich die in der zweiten Zeile, fiir ft = 2 / — 1 
die in der dritten Zeile stehenden Gleichnngen des Systems (25) weg~ 
zulassen. 

Schreiben wir: 

^ ® — 9l) + ^2(i?2 — 9^2) ^ H 

so konnen wir die Grleichungen (25) ersetzeii durch die folgenden: 

0 — SI = 0, pi — q), = 0, X/^j^h — %h = 0 

(i = 1 . , ft; A = 1, 2^ . . — ft — 1). 

Jeder eckige Klammerausdruck^ der ans irgend zweien der v Funktionen 

0 p^ (pfy x^i-^ji 

gebildet wird^ enthalt nnn, wie die Aiisrechnung lehrfc^ ausschliefslich 
solche Variabeln^ die nur aiif den rechten Seiten von (25) anftreten; und 
ist also, da er vermoge (25) verschwinden mufs^ iiberhaupt identiscli null. 
Damit ist gezeigt: 

Jedes v-gliedrige Involutionssystem kann auf eine dguivalente Form: 

= 0^ jPg = 0, . . Fp = 0 

gehracM we) den, derart dafs sdmtUehe Klammer ausdrikke [FiFj^ identiscli 
verschwinden. 

Jetzt stellen die Gleichungen: 

~ ^1? -^2 ~ ^2 * * ~ 

auch dann ein Involutionssystem dar, wenn unter den c^ arhitrdre Kon- 
stanten verstanden werden^ und solche Involutionssysteme wollen wir 
fortan ausschliefslich betrachten. 

Haben v unabhangige Funktionen jPi..jPv der Variabeln^%..£ry^|?i..j?„j 
die Eigenschaft, dafs alle Klammerausdriicke [FiFi] identisch verschwin- 
den ^ so sagen wir: j,sie sind involutorisclf oder j,sie befinden sich in 
Involutions^ oder endlich: sie bilden ein v-gliedriges Involutionssystem. 

Sind m+1 involutorische Funktionen F^..Fm^i gegeben^ ist 
ferner i ein beliebiger Index der Reihe 1 ^ m 1 und verstehen 
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wir unter c, eine numeriselie, untei* . . c,„+i dagegen ar- 

bitrare Koiistante, so bilden die GHeichungen : 

. . F (ii -{- 1 O/rt -\-i) 

ein vollstandiges Integi-al der partiellen Differentialgleicbung F, = c,. 
353. Damiti ein von s freies i^-gliedriges Relationeusystem: 

(26) a;, . . x,n pah ■ ■ P>') = ^ {i = l,2,..v) 

ehi Involutioiissystem bilde, ist notwendig und hinreichend, dafs alls 
Ansdviicke (®, vermoge (26) null sind. Die Gleichungen (26) 
mogen z. B. die Form haben: 

71/ 

(27) ^ (i = 1 . . X'), 

1 

‘W'orin die Koeffizienten ci,i Funbtioneii der Variabela be- 

denkeii. Betrachten wir danii die linearen liomogenen partiellen Dif- 
ferentialgleicbungen : 

ni 

( 28 ) = 

1 ^ 

SO gilt, wie man leicht sieht, die Identitat: 

7) f 

wenn auf der rechteii Seite die j), durch ersetzt werden; darans 

folgt: bilden die Gleichungen (27) ein IiiTolutionssystem, welches nach 
V von den Grofsen auflosbar ist^ so stellen die partiellen 

Differentialgleichungeii (28) ein v-gliedriges yollstiindiges System dar^ 
und umgekehrt. 

Gaiiz ahnlich wie in der vorigen Nr. lafst sich zeigen^ dafs jedes 
v-gliedrige von ^ freie Involutionssystem auf die Form: 

I Pi ~ Xr-\-l • ‘ • • Pn^ 

. . Xjiiy Xy^x • . Xirr^ 

{i = 1, 2, . . /[i; = 1, 2, , . 1/ — [i) 

gebracht werden kann, worin eine Zahl der Reihe 0^ 1^ 2^ . . v be- 
dentet; da nun jeder Klammerausdruckj der aus irgend zweien der 
Fanktionen: 

2)i pi 

gebildet wird^ nur solche Yariabeln enthalt, die in (29) auf der rechten 
Seite vorkommen, und vermoge (29)^ also iiberhaupt identisch null ist^ 
so hat man den Satz: 
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Jedes v-gliedrige Involutionssijstem der Form (26) lafsi sicli aiif 
eine Gestalt: 

. . oc,nlh . . Vv) = 0 {i = l ,,v) 

hringen, von der Eigenscliaft, dafs alle ^ 1) Klanimeransdriid'e 

(F^Fj^ identisch versclminden. 

Die Eelationen: 

(30) • • Fv = Cr 

bilden jetzt fur jedes beliebige Konstanfcensysteiu Cj ein 7'*-gliedriges 
Involutionssystem ; wir nennen dann aucb die Funktionen F^ . , F 
selbst ein x'-gliedriges Involutionssystem. 

Aus der Definition des Involutionssystems folgt leicht: 

Bilden die m Gleichungen: 

p, = (p, (pc^ . . Xn) (i = 1 . . ni) 
ein Involutionssystem, so ist der Pfaif’sche Ausdruck: 


ZcpidXi 


ein exaktes Differential, und umgekebrt. 

Abnlicb wie im vorigen Eapitel bezeicbnen wir die Annabine, 
dafs ein gegebenes Involutionssystem (30) von ^ nicht unabbangig ist, 
als den Fall a); ferner die Voraussetzung, dafs alle Funktionen . . F,, 
von B unabbangig, aber in den Variabeln p, nicbt alle bomogen nullter 
Ordnung sind, als den Fall /3); endlick die Annabme, dafs alle Fi von 
B frei und in den p^ homogen nullter Ordnung sind, als den Fall y). 
Im letzteren Falle nennen wir das Gleichungensystem (30) auch kurz 
ein bomogenes Involutionssystem; bevorziigt man dann die zweite De- 
finition des Integralbegriffs (Art. 302), so erleidet die in Art. 351 
durchgefiibrte Betrachtung keine wesentliche Modifikation. In der 
That, jede gemeinsame Integral der beiden bomogenen Glei- 
cbungen: 




Ih 




erfiillt, wie aus Art. 241 leicht erkannt wird, aucb die Relation 
(0 2ir) = 0, und diese ist in den p, wiederum homogen. Wir schliefsen 
daraus abnlicb wie in Nr. 351, dafs die Aufsuchung aller gemeinsamen 
Integral- irgend welcher bomogenen Gleichungen: 

stets auf die Ermittelung aller Integral-Jfm_i eines homogenen In- 
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Yolutionssy stems zuriickkommt; ferner ergiebt sicb aucb, dafs jedes 
derartige System auf eine Form: 

j; = 0, . . == 0 

gebraclit warden kann, worin alle Ff in den pi, homogen nullter Ord- 
nung sind and alle Klammerausdriicke {F^Fk) identisch verschwinden. 

354. Wir schreiben das gegebene Involutionssystem (30) in der 
Form : 

(31) . . XntPiP% • • JP/rt) Ij , v). 

Im Falle a) konnen wir dann nach Kap. XI durch je eine Operation: 

2m — 2v 1, 2m — 2v — . . 3^ 1 

die Funktionen .. so bestimmen^ dafs die Identitat: 

( 32 ) dZ P^diX^ • • ' ■ F<f]fidX.y)i 

besteht^ worin p 0. 

Unter der Annahnae /5) lassen sich durch die Operationen: 

2m — 2vj 2m — 2v — 2, . . 4^ 2^ 0^ 
die Fimktionen . . Xm, U so bestimmen^ dafs identisch: 

in 

(33) dU(x^ . . pm) + X Pi(^>P)(i^i(a:,P) ^ f- p,Jx,„ , 

1 

endlich kann man im Falle y) mit Hiilfe der Operationen: 

2m — 2v — 1, 2m — 2v — 3^ . . 3, 1 

die Identitat: 

(34) P^dX^ -j- Pyy^dXm EEp^dx^ -f- • • Pt^dx^ 

herstellen; die Pi, p ergeben sich jedesmal durch Auflosung eines 
linearen Gleichungen systems. 

355. Hat man im Falle a) die 2^ -f" 1 Funktionen Z^ XP, so 

bestimmt; dafs die Identitat (32) stattfindet^ und versteht man imter 
q..er bestimmte numerische Werte, nnter dagegen arbi- 

trare Konstante, so stellen die Gleichungen: 

(35) X-y = X^ ~ . . Xm — Cmj Z — c 

m — 1/ “f“ Ffach unendlich viele Element- dar^ und zwar lauter ge- 
meinsame Integrals der v partiellen Differentialgleichungen (31)^ oder, 
wie wir aueh sagen konnen, Integrale des Involutionssystems (31); jedes 
gemeinsame Flachenelement z^xPpp der Gleichungen (31) ist in einer 
und nur einer Element-ikf,,, der Schar (35) enthalten^ in derjenigen 
namlich^ die den Konstantenwerten: 
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= X • O ; c = ^ (^0 . . 

entspricht. 

Eine derartige Schar von gemeinsamen Integral-ilf^ des 

Involntionssystems (31) wird ein j,vollstdndiges IntegraV^ desselben ge- 
nannt. Man erkennt anch leicht iimgekehrt, dafs jedes vollstandige 
Integral auf die Form (35) gebrackt werden kann^ und zu einer Iden- 
titat (32) Anlafs giebt. 

Urn das allgemeinste Integral des Involntionssystems (31) zu 
finden^ haben wir alle m + 1-gliedrigen Gleichungensysteme aufzustellen, 
welcbe die Relationen (31) umfassen und die reckte Seite der Identitat 
(32) zum Yerscliwinden bringen, oder was dasselbe ist^ wir Haben zu 
den V Relationen (31) das allgemeinste m — v 1-gliedrige Gleicbimgen- 
system binzuzufiigen, das die Pfalf’scbe Gleicbung: 

dZ — Fpj^idZ^pj^i — • • — P^fjidXm — 0 

befriedigt. Jedes Gleichungensystem dieser Art hat die Form: 

Pv-^i • • -Pm) = 0 (i = 1, 2j . . m — i/ -j- 1)? 

und ist nach Kap. VII zu bilden. Aus einem gegebenen vollstandigen 
Integral des Involntionssystems (31) lafst sicb sonach die allgemeinste 
Integral“ilf;,i ohne weitere Integration finden. 

356. Versteht man unter . . Cy wiederum bestimmte numerische 
Werte, dagegen unter: 

( 86 ) Cy OvJ^\ . . yyj^i . . 

willkiirliche Konstante^ so definiren die 2 m — v 1 Gleichungen: 

(37) Z=Cy Xi = C/; n (^ = 1 . . w; /u = 1/ + 1 . . m) 

fiir jedes Wertsystem der Konstanten (36) eine Element- AT,, des Raums 
und zwar eine gemeinsame Integral- der partiellen Differen- 
tialgleichungen (31); diese Integral- Afi- ist iiberclies ftir jede einzelne 
dieser Gleichungen eine charalderistische AT,, (Art. 334);, und soil des- 
halb eine ^yCliamldensti¥^ (oder ^^cltaraUeristisclie des Involutions- 
systems (31) genannt werden. Ein i/-gliedriges Involutionssystem be- 
sitzt sonach Oharakteristiken; in den Definitionsgleichungen 

(37) der Oharakteristiken hat man unter der Annahme |3) die Funktion 
Z durch ^ zu ersetzeii; wenn U die in (33) auffcretende 
Funktion bedeutet. 

1st V = m, so werden die Oharakteristiken durch (35) dargestellt^ 
sie sind also mit den gemeinsamen Integralen der m involutorischen 
partiellen Differentialgleichungen: 

V. Wei) or, Das Pfaffsolie Problem. 


31 
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(38) . . X„dh (7 = 1.. m) 

identisch; es giebt jetzt uberhaupt nur einfacb imendlich Tiele derartige 

Integral-M„„ wenn die e, bestimmte numeriscbe Werte baben, und em 

beliebiges von den gemeinsamen Flacbenelenaenien dei Grlei- 

cbungen (38) ist auf einem und nur einem dieser gemeinsamen Integrale 

eBthalten. 

Beispielsweise haben zwei partielle Differentialgleicbungen : 
F(xy 0 pq) = a, ^(xygpq) = i 

dann und nur danu fur jedes beliebige Wertsystem der Konstanten 
a, h einfacb unendlicb viele Integralflacben gemein, wenn die Bedingung: 


0 = 



dgt ‘ ^ 


erfiillt ist; diese Integralflaclien sind dann aucli die Charakteristiken 
unseres zweigliedrigen Involutionssystems. 

357. Die Satze der Artikel 348—360 lassen sick nunmelir^ wie man 
leicht erkennt^ folgendermafsen verallgemeinern: 

1. Jedes v-gliedfige Involutionssystem: 


(31) X (SXi ..XnPf Pn) == C/ (i = 1 . . v) 

Idfst sicli mit Hillfe einer Berillinmgstransforniation: 


(39) 


/ = X, xl = X, pi 


Pi 


auf die spesieUe Form: 

xf = Cl . . xf — 6V 

hringen. Im Falk f) harm diese Beduktion stets dureh eine Beruhnmgs- 
transfffnnatian der Gestalt: 

(40) s' = 0 -{- U{x, p) ; xl = X {X, p ) ; pi = P, (pc, p), 

im Falls f) durcli eine homogene jBeriihrmgstransformation der 2 m Va- 
riaheln coip^ hewerhstelligt werden. 

2. Zwei v-gliedrige Involutionssysteme vom Typ%is a) lassen sich 
stets dureh eine JBeruhrungstransformation (39) in einander uberfuhren^ 
m. a. W, ein v-gliedriges Involutionssystem der Kategorie a) hesitd 
gegeniiher alien JBeruhrungstransformationen der 2 m 1 Varidbeln 
aufser seiner Gliedermhl v Jceine weitere Imariante, 

Analoges gilt im Falle wenn man beliebige Berubrungstrans- 
formationen (40)^ und im Falle y), wenn man beliebige bomogene Be- 
riibrungstransformationen ins Auge fafst. 
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3. Verwandelt sicli das Involutionssystem (31) vermoge irgend einer 
Beruhrungstransformation in das Gleichungensystem: 

(41) (^ • • jp»)) Ci^ 

so Uldet dieses wieder ein v-gliedriges Involutionssystem, und jeder 
Integral-Mm hem. Char alder istih des Systems (31) entspricht vermoge der 
genannten Transformation eine Integral'Mm hem. Charalderistih von (41). 

358. Hat man im Falle y) die 2 m Funktionen XiJP/ derart be- 
stimmtj dafs die Identitat (34) stattfindet^ und macbt man ron der 
zweiten Definition des Integralbegrijffs Gebraucb (Art. 302)^ so wird 
man als ^fiharoMeristische-Mv^ oder ^^Oharakteristik^^ des gegebenen In- 
volutionssystems diejenigen Element- des Raums zu 

bezeichnen habeU; welche dnrcb die Relationen: 

V P 

Z -xr r-|-2 m 

1 — • • -^m "p * ‘ p — 

-^r + l 

definirt werden; die allgemeinste Integral unseres Involutions- 
systems wird erhalten^ indem man zu den gegebenen v Gleich ungen 
das allgemeinste m — i^-gliedrige Integralaqui valent der Pfaff’scben 
Gleicbung: 

p^_|_l dXr-{-l . . -f- BmdXjjt = 0 

binzuftigt. Beztiglicb des Verhaltens der Integrals und Charakteristiken 
bei liomogenen Beriilirungstransformationen gelten ganz analogs Satze 
wie in der vorigen Nummer. 

359. Es ist notbig^ aiif die analytiscbe Darstellung der Cbarak- 
teristiken etwas naber einzugeben. Zu diesem Zwecke bemerken wir 
vorab, dafs die linken Seiten der Gleicbungen (37) ein System von 
2m “j" 1 — V unabbangigen Losungen des z/-gliedrigen vollstandigeii 
Systems : 

(42) [Z„ f] = 0, K, /■] = 0, . . 1X„ f] = 0 

bilden. Bedeuten daher die Funktionen : 

• • ^m^x * * Ij . . 2 2 V “j™ 1) 

irgend 2m — 2v -j- 1 von einander und von unabhaugige 

Lbsungen des Systems (42), so definiren die Relationen:) 

== fi (^ = 1? 2, . . 2m — 2v 1) 

mit (31) zusammen ebenfalls die charakteristischen M,. dieses Invo- 
lutionssystems. 

Aus Art. 282 ist bekannt, dafs in der Matrix: 


31 * 
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dX^ 

■ 

dX^ 

dX^ 

’ Fail 


cX^ 

TT ’ ■ 

dZ, 

dx^ 

dz 

f43) 


■ ■ 

’ • 


• • • 

.... 



az. 


c -Xy 


az,, 


8X^ 



’ 


H-a 

~dT’ ■ 


d0 


nicht alle v-reihigen Determinanten identisch yerschwinden konneB, 
wenn die Grleicliimgen (31) wirklieh ein v-gliedriges Involutionssystem 
bilden sollen. 

BedeTiten nun q . . bestimmte numerische Werte, so wird das 
Wertsystem: 

(44) 

als ein „nielit singulares^' Flachenelement des Involutionssystems (31) 
bezeichaet^ wenn: 

1) alle Funktionen , , Xy an der Stelle (44) regular sind, 

2) die Gleichungen (31) yon den Konstanten (44) erfiillt warden, 

3) nicht alle 7/>reihigen Determinanten des Schemas (43) an der 
Stelle (44) yerschwinden, 

Ein Flachenelement; das nur die zwei ersten, nicht aber die 
driite dieser Bedingungen erfizllt; heifst ein ;;Singulares Flachenelement^^ 
des Involutionssystems (31). 

Wir bezeichnen jetzt mit: 


die Variabeln in irgend einer ReihenfolgO; und mit: 

(«) i:. ■ ■ S.+. 

die Konstanten (44) in derselben Anordnung ; stellen dann die 
letzteren ein nicht singulares Flachenelement des Involutionssystems 
(31) vor, so konnen wir annehmen, dafs die linearen homogenen par- 
tiellen Differentialgleichungen (42) sich in der Form: 


(46) 


K 


2m— r+1 

- 

1 


df 


(^*-l;2;..^) 


aufldsen lassen, und dafs die Funktionen aa^A^ . . an der Stelle 

(45) regular sind. Die (Jleiehungen (46) besitzen dann 2m -f* 1 — v 
Hauptintegrale: 

J/i(Ai Ag . . A 2 m-f-i) (A == 1; 2; . . 2m — v + 1); 

welche alle in der Umgebung der Stelle (45) regular sind und sich 
yermoge: 
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(47) I, = . . A, = 

bez-w. auf A^+i . . reduziren, und die Auflosuag der Grleicbungen : 

A = (/i= 1.2,. .2m — V + 1) 

liefert ein Gleicliungensystem der Form: 

\'+/i ~ 1 • • 2'M 1/ -f” 1); 

worin die rechten Seiten gewohnliche Potenzreihen der Grrofsen 
L — A? . . 2 — A® bedeuten und sicb vermoge (47) auf A® , , . . AJ , , 
reduziren. Diese Gleichungen stellen jetzt die durch das Flacben- 
element (44) bindurcbgehende Cbarakteristik des Involutionssystems (31) 
dar. Damit ist gezeigt: 

Jedes nicM singuldre Fldchenelement ist auf einer und nur einer 
cliaralderistischen Mv des Involutionssystems (31) enthalten. 

Aus den Resultaten der Nr. 355 und 356 scbliefsen wir jetzt ganz 
abnlicb. wie in § 4 des Yorigen Kapitels: 

EntMlt eine Integral- Mm des v-gliedrigen Involutionssystems (31) 
das nicht singuldre Fldchenelement Eq, so enfhdlt sie die game von Eq 
aiislaufende Charahteristih, m. a. W. haben mei Integrale des gegebenen 
Involutionssystems ein nicht singuldres Fldchenelemmt E^ gemeini so 
haben sie die game von E^ auslaufende charaUeristische miteinander 
gemein. 

Nennen wir demnach eine Integral-ilf^ singular, wenn sie lauter 
singulare Flacbenelemente des Involutionssystems entbalt^ so konnen 
wir sagen: 

„Jede nicht singuldre Integral-Mm des v-gliedrigen Involutionssystems 
(31) ist von m — v-fach unendlich vielen charaUeristischen Mv er^eugi^^ 
360. Die in der vorigen Nr. gegebene analytiscbe Darstellung der 
Obarakteristiken eines Involutionssystems lafst sicb in folgender Weise 
verallgemeinern: 

Es sei: 

(48) 0'xf 

ein nicbt singulares Flacbenelement des gegebenen Involutionssystems, 
und es mogen die Funktionen: 

(pf(0X^ . . XmPt . . Pm) (i = 1; 2 .v) 

willkilrlicb, aber so gewablt werden, dafs sie an der Stelle (48) regular 
sind, und dafs daselbst die Determinante: 

nicbt null ist. Dann kann man die Gleicbungen: 



481) 


Eap. XIII. Involutionssysteme. 


[ 360 ] 


1 

nach den Unbekannten Bif aufldsen: 

V 

1 

und die sind Punktionen der Variabeln ^XiP,, die an der Stelle 

(48) regular sind; aucb ist die Determinante | p,-* | an der genannteii 
Stelle nicht null. 

Die Gleiebungen JS^f = 0 bilden das allgemeinste^ nait (42) aqui- 
valente Jacobi’sche System (Art. 65); ebenso stellen die Gleiebungen: 

(49) |Z + 5,/'=0 (j=l..z)) 

ein v-gliedriges Jacobi’sciies System mit den Independenten : 

^ 1^2 * * • • ^mPi • • P>7i 

dar^ nnd besitzen ein System von Hauptintegralen: 

CO . . Xyn Pi • • Pm \ 

Xi . . #,); Xi . . t,) (i = 2^ . . m), 

die in der Umgebung der Stelle: 

Z Xi . , XmPi • • Pm '^1 “^2 • ■ 

regular sind und vermoge der Substitution; 


bezw. in Xi, pi libergehen; die r/ sind dabei beliebige feste Werte, 
Sind jetzt die Funktionen co^ coi aucb an der Stelle; 

z^x^. . -ptt. . . r 

regular, so lassen sicb die Relationen: 


£0 = = xi', <x)i = pi (i = 1 . . »*) 

folgendermafsen auflosen: 


(51) 




pI)\ 

Pi = Pl) 1 


i — 1 . .m, 


und die reebten Seiten dieser Gleiebungen sind gewobnlicbe Potenz- 
reiben der 2 m I v Grofsen: 
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Ti j B 0 y OGi j 'pP Pi ^ 


sie ergeben sich bezw. aus den Funktioiien (d, ipi^ coi dadurch, dafs 
man darin die Grofsen 0 , pi bezw. durch 0 ^^ xP^ pP ersetzt und die 
t mit den % Tertauscbt. 

Die Eelationen (51) deflniren nun naeli Kap. II § 5 diejenigen In- 
tegralfunktionen 0XiPi des Mayer’scben Systems: 


(52) 


dz 

^ ” ■ 

V ( -L. 

dX, 

11 

'y 

d%- 

1 


dx 


(^ = 1 . . v; /^ = 1 . . m), 


dX, dX^ 
+ Ph 




die sich vermoge (50) bezw. auf 0 ^xPpP rediiziren^ m. a. W. die Glei- 
chungen (52) bestehen identisch fur alle Werte der 2m -f- 1 + 
Variabeln 


(53) 




wenn man 0 , Xipi liberall durch p, ersetzt. Bezeichnet demnach 

allgemein (/*) diejenige Funktion der Variabeln (53), in die f(0 ,.pm) 
vermoge der genannten Substitution iibergeht, so hat man die Iden- 
titaten : 


(54) 




cfij 


+ • ■ + fim -- 


(^)[ 


y-m j 


li^ I? (<-•■) 


(p./) - 2 ' ( di, + 


cz 


1st nun auch das Wertsystem: 


(55) 


0^x1 . . OO^PI • • P 


0 

in 


ein nicht singulares Flachenelement des gegebenen In volutionssy stems 
(31), und legt man den zu Anfang dieses Art. eingefiihrten Funktionen 
. cpy die Bedingung auf, dafs die Determinante: 

I [Xi, I (i, A = 1 . . v) 


an der Stelle (55) nicht null sei, so gilt dasselbe, wie man leieht er- 
kennt, aueh Ton der Determinante | p.i | . Wir betrachten nun die 
v-zeilige Matrix: 
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dl^ 


2 fii 


dt-y 

dt^ 


d\ 

dt^ 

+L 

di^ 

SK 

dni 


Sty 

K 

St„ 

dt^ 

"Sty 


Jede iz-reihige Unterdeterminante dieser Matrix ist mit Rizcksicht 
auf die Identitaten (54) gleich. dem Produkt der Determinante ] ( 5 )/^') | 
iind einer 2 /-reihigen Determinante des Schemas: 




8X. dX. 

W,’ Wi’ 


dp„,’ 8z J’ 


8X. dx^ 


(i = 1 v) 

wenn darin die bezw. diirch. die ersetzt werden. Aus den 

Eigenschaften dieser letzteren FanktioneU; und aus der Annalime, dafs 
das Flaehenelement (55) nicU singular sei, folgt jetzt sofort^ dafs nicht 
alle v-reihigen Determinanten des Schemas (55 a) an der Stelle: 

g'^Xl . .plx^ . . 

verschwinden. Die Elimination der Grofsen .ty aus dem System (51) 
liefert daher genau 2 ^ + 1 — Relationen in es sind dies 

augenscheinlich die Definitionsgleichxmgen der durch das Flaehenelement 
(55) festgelegten charakteristischen My unseres Inyolutionssystems. 

361. Wie im vorigen Kapitel setzen wir: 

U~di — a^dX^ iimdXm, 

wobei jetzt das Differentiationssymbol d sich auf alle 2 >n -f” + 1 Vn- 

riabeln (63) bezieht. Man hat dann mit Riicksicht auf die Identitaten (54): 


45 




-5m [5fc.)^J-f55«.(...) w , 


( 56)=:2 ( 9 « a )( <^ 1 “: 


-j [- 
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Nun sind die Punktionen . . Xv Integrale des zu (49) adjiin- 
girten nnbesclirankt integrablen Systems totaler Differentialgleicbungeii ; 
daraus folgt sofort^ dafs die Punktionen (X/,) die Variabelii . .tv nicbt 
entbalteiij also ungeandert bleiben, wenn man darin die durcb die 
t, ersetzt; d. h. man bat identiscb: 


und durcb totale Differentiation folgt hieraus: 








d%. 


dx^ dill -f*' — gj. 

Die Identitat (56) verwandelt sicb dadurcb in die folgende: 


H . 

oder in eiufacherei' Schreibweise: 


Daraus schliefst man leicbt, dafs Z7 die folgende Porm baben mufs: 

17 Q ' JJq ^ XQjf,dXj7j 

wobei Qk gewisse Punktionen der Yariabeln (53) bedeuten. Dem- 
iiach baben wir die Identitat bewiesen: 

( 57 ) dx - ^ (iM, ^ 0 (^d.^ — ^ 

in welcber sicb das Differentiationssymbol d auf alle Variabeln (53) 
erstreckt^ und die fur jedes beliebige Wertsystem dieser Variabeln und 
ibrer Differentiale Greltung bat. 

Es seien jetzt die Ci auf den recbten Seiten des gegebenen In- 
volutionssystems : 

(31) X,{zx^ . . Xmpi . . Pm) = C/ (i = 1 . . v) 

bestimmte numeriscbe Werte , ferner sei ein nicbt singulares 
Placbenelement dieses In volutionssy stems mit den Koordinaten (55) 5 
dann sind die Grofsen I die Koordinaten irgend eines Placben- 

elements E der von E^ auslaufenden cbarakteristiscben My. Das zu 
E^ benacbbarte Placbenelement E' mit den Koordinaten . .p® + 

liege mit Eq vereinigt und genuge gleicbfalLs dem Involutionssystem 
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(31), d. li. also den Relationen: 

dX,^ = 0 v). 

Dann sind die Grofsen % + d%, h + dl,, + d^, die Koordinaten 
eines beliebigen, zu E benacbbarten Flacbeii elements E der von E^ 
auslaufenden Nacbbarcharakteristik, wenn z. B.: 


0 / 




^ SpI 


gesetzt wird^ und nnter den dtf willkiirliclie Inkremente verstanden 
werden. 

Wegeii (57) liegt dann E' mit E vereinigt^ und wir konnen diese 
Thatsaclie folgendermafsen ausdrllcken: 

jjGenugen mei nicMsinguldrej benachbarte^ vereinigt liegende Fldclien- 
elemente EqEq alle beide dem gegebenen InvoluUonssystem (31), so liegen 
die bem\ von iJmen auslaufenden charalderistischen My Hirer gamen Jus- 
dehnung nach vereinigt!^ 

Wie im § 4 des vorigen Kapitels scMiefsen wir jetzt: 

1st eine beliebige, nicbt singulare IntegTsil-Mm^y'^) des Involutions- 
systems (31) gegeben, und bestimmt man zu jedem Flaobenelemeiit Eq 
dieser Mannigfaltigkeit die von ibm auslaufende Cbarakteristik, so er- 
zeugen die so erbaltenen m — -i^-facb unendlich vielen Mannigfaltig- 
keiten My eine Integra^J^ 7 ^ des Involutionssystems; und jede nicbt 
singulare Integral- kann auf diese Weise erbalten werden. Setzt 
man also auf den recbten Seiten der Relationen (51) fiir die Grofsen 
solche Funbtionen von m — v unabbangigen Variabeln 
dafs die Bedingungen: 


^p\dx\ ■ 


— = 0. X • • i>^) 

m m * h\ trU 


identiscb erfullt sind, so liefern die Relationen (51) nach Elimination 
der ni Grofsen Uk die m -j- 1 Definitionsgleichungen einer Integral- JR,,,. 

Die allgemeinste' Integral- JR, des Involutionssystems (31) kann 
ohne Integration gefunden werden, und zwar einfach dadurch, dafs man 
zu den m 1 Definitionsgleichungen einer gms heliehigen Element- JR„, 
die V Relationen (31) hinzufiigt. 

362. Aufser den genannten Integralen kann das Involutionssystem 
(31) nur noch singulare Integrals besitzen; um diese zu bestimmen, 
fuge man zu den Gleiehungen (31) diejenigen hinzu, die sich durch 


1) Im Falle m — v^v wird angenommen, dafs die Integral- 
von Charakteristiken erzengt vrird. 
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Nullsetzen aller i;-reihigen Determinanten des Schemas (43) ergeben; 
die etwaigen gemeinsamen Integrale der so erlialtenen Gleichungen 
sind die singularen Integrale des gegebenen Involutionssystems; zu 
ibrer Ermittelnng dient das Verfahren des Art. 351. Erlialt man dnrch 
dasselbe ein melir als m-gliedriges Gleichungensystem in . .pm, so 
existirt entweder kein oder nur ein singulares Integral^ das dami durcb 
blofse Differentiationen gefunden wird; im entgegengesetzten Palle ge- 
langt man zu einem gewissen p-gliedrigen Involutionssystem m), 

dessen Integrale mit den singularen Integralen des gegebenen Systems 
identisch sind; dabei ist zu bemerken^ dais dieses ^-giiedrige Inyolutions- 
system selbst wiederum singulare Integrale besitzen kann etc. 

Durch die yorstehende Erorterung erledigt sick gleickzeitig die 
Erage nach den etwaigen singularen Integralen einer partiellen Dif- 
ferentialgleichung (Art. 316). 

363, Wenn es sick nur darum kandelt^ die gemeinsamen Integral- 
fldchen der v involutoriscken partiellen Differentialgleickungen (31) zu 
bestimmenj so konnen wir uns yon yornekerein auf die Annakme be- 
sckranken, dafs diese Gleickungen nack v yon den Variabeln etwa 
nack ,,py auflosbar seien. Im entgegengesetzt^en Falle namlich er- 
gabe sick durck Elimination der pi entweder eine einzige nack b auf- 
losbare Relation in ^ * Cy, und das gegebene Inyolutions- 

system konnte dann fiir jedes bestimmte Wertsystem . . Cy nur je 
eine einzige gemeinsame Integralflacke besitzen, oder man erkielte durch 
die genannte Elimination mindestens eine Relation in x^^ . . Xm . . Cy, 
und es gabe dann liberkaupt keine gemeinsame Integralflacke. 

Es sei demnack ein Inyolutionssystem der Form: 

JPi 4^4 (*^^1 • • • • ^T^) (i 

Yorgelegt; dann besteken nack Art. 352 die yv(v —I) Identitaten: 

( 59 ) [pi — pk — = 0 . 

Wir wollen nun das Verfahren, das wir im vorigen Kapitel als 
Cancky’scke (oder „erste Jacobi’scke^^) Methode kennen lernten, auf 
den gegenwartigen Fall tibertragen.^) Zu diesem Zwecke betrackten 
wir den Pfaff’scken Ausdruck: 

V Q — . . - ^jjydXy ' "" P y d Xy -j- ^ ' ' "" ’ ’ dX'fji 

in den 2m + 1 — v unabkangigen Variabeln: 

(60) 0^X-^ • • XmpV'{-l • • Pm • 


1) Morera 11 
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TJm die Klasse dieses Ausdrucks zu bestimmen, zieben wir die 
Satze des Art. 242 beran. Damacb ist die Klasse jCq des Aasdrucbs 
Vq gegeben durcb: 

Xq = 6 -j- 0 ' -j- 2m 1 — 2 v, 

dabei bezeicbnet 20 den Rang der v-zeiligen Matrix, die aus den linken 
Seiten der Relationen (59) gebildefc wird, ist also null; 2 <3 dagegen 
ist der Rang der Matrix, die aus der eben genannten durcb Randerung 
mit der Zeile und Spalte: 

dz dz dz ’ 

entstebt^), d. b. man bat e' = 1 oder 0, je nacbdem der Fall a) oder 
einer der beiden Falle [3), y) vorliegt. Betrachten wir in den beiden 
letztgenannten Fallen den Ausdruek; 

Vq^ = "!"••“!" 'i>rdS0v “1“ • • PmdSOm 

in den 2 m — v Variabeln: 


^ 1^2 • * • • Pmy 


und wenden wir auf Vg' die Resultate des Art. 240 an, so finden wir 
fiir die Klasse dieses Pfaff’scben Ausdrucks den Wert; 

Xq —t 1 2m — 2v] 
bier ist 2t der Rang der Matrix: 

li (Pi — Pk — II (i, it = 1, 2, . . v), 

also der Annabme nacb gleicb null, und 2t der Rang desjenigen 
Schemas, das au^dem eben genannten durcb Randerung mit der Zeile 
und Spalte: 






m 

V 


d 'ijj 


V-f-l 

bervorgebt; in der That ist ja der in Kap. IX mit (/■)g bezeicbnete 

m 

Ausdruek im gegenwartigen Falle gleicb pt ^ • Darnacb ist / 

gleich null oder 1, je nachdem alle oder niclit alle Funktionen xpi in 
den Pk homogen erster Ordnung sind, je nacltdem also ein komogenes 


1) In der That ist ja der in Kap. IX mit hezeichnete Ausdruek gegen- 
wartig gleich 

€Z 
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Involutionssystem vorliegt oder nicht; darnach konnen wir folgende 
Satze aussprechen: 

Die Klasse des Ffaff'schen Ausdmcks Vq ist im Falle a) gleich 
2(m — v) -f- 2^ in den Fallen §) und y) dagegen gleich 2(m — x>) + 1; 
der Ffaff'sche Ausdrucic V^' hesiM im Falle |3) die Klasse 2(m — -f- 1; 

im Falle y) dagegen die Klasse 2 (m — v). 

Selbstverstandlich lassen sick diese Eesultate auck durcL direkte 
Untersuckung der zu und V^' gekorigen Matrices (B) (C) nackweiseii. 

Durck die Betracktung dieser Matrices ergeben sick nock folgende 
Tkatsacken: 

Das vollstandige System V mit den Independenten (60)^ das im 
Sinne yon Kap. V zu dem Pfaff’scken Ausdruck gekort, bestekt im 
Falle cc) aus den v Grleickungen: 


(61) 


II 




1 

?n — V 


( df , df) 


-2 (0^+-^^+" 


8'>Pi , ^ \ df 

1 V r+i • 8z j 

{i = \,2,.. v), 


diese v Gleichungen nehmen im Falle /3) oder y) die folgende Form air: 
-- + 


IL 

duo I 


'■+2 


(61a) 




, \ df 

Py-l-i i^i j gg 


//t — y 

2 


df 


8p^ 


0 




8 Py+k 

{i = 1, 2, . . v) 


und stellen dann das zu Vg gehorige vollstandige System W dar, 
wahrend das System V hieraus durch Hinzufiigung der GileicFung 

= 0 erkalten wird. 
oz 

Die partiellen Differentialgleicknngen: 


(62) 


iL+y. 

dx, ^ 2-1 


d'lpi df 


d-ip, df 






= 0 (?: = 1 . . I/) 


liefern im FaUe /3) das zu V,,' gehorige System F; im Falle y) be- 
steht F aus den Relationen (62) und der folgenden: 


( 63 ) 


8f 

Fk+i dp^ 


df 


H h F« ^ = 0- 

+1 ^ ^ 


364. Es seien jetzt samtliche Funktionen an der Stelle: 
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(64) 

regular. Dann besitzt das vollstandige System (61) 2 jw + 1 — 
Hauptintegrale: 

t,{g . . x^py+i . . jJm); • -i)/;.); ^>'+' (^7 • • P->^ (t = 1, 2, . . w — v), 

die an der Stelle (64) regular sind und sicli yermoge der Substitution: 

( 65 ) , .Xv = x^ 

bezw. auf reduziren^ und es besteht^ wie man nacb 

Art. 135 leicbt erkennt, eine Identitat der Form: 

r m / m^v \ 

(66) dg ~ ^ ipidxi — ^‘PhdXk ^ ] ; 

dabei ist q eine an der Stelle (64) regulare Funktion der Variabelu 
(60), die vermoge der Substitution (65) den Wert 1 annimmt. Die 
recite Seite Ton (66) stellt nicht nur unter der Annahme a), sondern 
aueb in den Fallen j3) y) eine Normalform von dar. In diesen 
Fallen bat man namlicb p EH 1, £ erbalt die Form: 

Z + TJ{XiX^ . . XmPv+l ■ .Pm), 

die jti und -werden. Ton z unabhangig und mit den Hauptintegralen 
des Tollstandigen Systems (62) identisch; im Falle y) insbesondere ist 
Ueee 0, die tci sind in den Variabeln pv+i . .pm bomogen erster, die §,• 
bomogen nullter Ordnung. 

365. Die Darstellung (66), die wir fiir den Pfaff’scben Ansdrack 
Yo gefunden baben, zeigt obne weiteres, dafs sicb aUe Resultate Ton 
Kap. XII, § 2 und 3 unmittelbar auf ein InTolutionssystem der Form 
(58) iibertragen lassen. So erkennt man die Moglicbkeit, das ge- 
gebene InTolutionssystem auf einen Raum mit den Punkt- 

koordinaten g, derart abzubilden, dafs jeder Cbarakteristik, 

bezw. jeder Integral- J!f„, ein Flaebenelement, bezw. eine Element- „ 
des Raums Bm-v+i entspricbt, und umgekebrt. Aucb der Begriff „In- 
tegralconoid" lafst sicb in leicbt ersicbtlicber Weise auf InTolutions- 
systeme ausdebnen. 

Die Relation in zx^ ■ .Xmy,yi . . ym -v, die sicb durcb Elimination 
der Pi aus den Glleicbungen: 

m — V 

t ^ == y, == y;, (h = 1 . .m — v) 

1 

ergiebt, befert ein aus oo«-»+i Mdchm bestebendes Tollstandiges In- 
tegral yon (58); aucb die Metbode der Variation der Konstanten^ nebst 
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ihrer geometrisclien Interpretation (Art. 321 f.) lafst sich auf den 
gegenwartigen Fall tibertragen; der tfbergang von einem bestimmten 
vollstandigen Integral zu einem beliebigen andern voilzielit sich auf 
ganz ahnlicbe Weise wie in Art. 318 mit Hiilfe einer Beriibrungs- 
transformation der 2m — 2v 1 Grofsen 

Das allgemeinste m — v 1-giiedrige Gleicliungensystem in diesen 
Yariabeluj das die recbte Seite der Identitat (66) ziim Verscliwinden 
bringt^ liefert im Verein mit (58) die allgerneinste IntegraDJf,^^ dieses 
Involutionssystems. Es sei z. B. g)(^r+i . . ^ij^e arbitrare Punktion, die 
an der Stelle regular ist und aufserdem nocb die Bedingungen: 




3 qp («“ 


+ 1 • • 




r+l 

erfiillt. Die Gleicbungen: 




(/^ = 1 . . W 2/) 


(67) 


t 9^ (iv-j-1 ^r-f-2 • * bni) 


( 68 ) = — - ^ F— ■ - = 1 , 2 , . . m - v) 

definiren damn ein Integralaquivalent der Pfaff’scben Gleichung 

7tv-\-xd^y^l • • 9 . 

Durcb eine ganz abnlicbe Uberlegung wie in Art. 317 folgt jetzt: 
Mittels der m — v Relationen (68) lassen sicb die Variabeln 
Pr^i.,p,n als gewobnlicbe Potenzreiben der Grofsen: 

0 — 0% x^ — xl . . Xrr, — x% 

darstellen; substituirt man die so erbaltenen Ausdriicke in (67)^ so 
definirt die so entstebende Gleichung eine an der Stelle x ^ . . x% regu- 
lare Integralfunktion 0 der gegebenen partiellen Diifferentialgleichungen 
(58); und zwar reduzirt sich 0 vermoge der Substitution (65) auf 
q)(Xr^i • . Xiri)] umgekehrt mufs eine Integralfunktion 0 mit den ge- 
nannten Eigenschaften aus dem Gleichungensystem (67) (68) durch 
Elimination der pi erhalten werden. Damit ist folgender Satz bewiesen: 
Es mogen die v FimMionen: 

X^ . . X^pyj^x . ,prri) {i = 1; 2; . . 2^) 

fur jedes belieUge Werfsystem 0 x^ . . x,nPv-irx • - Pm die Bedingungen: 


0 = 


Hi , H, 

dXf, d0 dz 





2ft gg Jj 


(if h — 1, 2, . . 0/) 
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identisch erfullen, und an der SteUe: 

. .pl 

regular sein. Ferner sei qi(xv+t . . x,n) irgend eine an der SteUe xl_^^ . . a:® 
reguldre Fmktion, die daselhst den Wert hat, wdhrend Hire AUeitimgm 
an dieser SteUe lem. die Werte • • pi annehmen. Bann hesitgen 
die ^artiellen Differentialgleichungen : 



eine und nur eine gemeinsame IntegralfunMion 0 = co(Xj^ , . Xn^j die an 
der SteUe x ^ . . regular ist, und vermoge x^ = x^^ . . x^, = x^^ in die 

vorgescJirieiene FunUion cpiXrJ^i ^ • Xn) iihergehL 

Dieser Satz laXst sicli alinlich wie derjenige des Art. 317 auch 
direkt begruiiden. In der nacli Potenzen von x^^ — — x^^ fort- 

schreitenden Taylor’scKen Entwickelung der gesuchten Integralfunktion 
0 sind namlicli alle Koeffizienten der Form: 


(70) 


ocifj^4-a2+ +% 




1 m m 


fiir welche die Exponenten verschwinden, durcii die gestellten 

Anfangsbedingungen gegeben; durci uubegrenzt ■wiederbolte Differen- 
tiationen der Gleicbungen (69), in denen g und seine Ableitungen als 
Punktionen der Xi betraebtet werden, lassen sich alle iibrigen Kon- 
stanten (70) der Eeibe nacb ermitteln, wobei allerdings eine und die- 

selbe Ableitung, wie z. B. (g^ g ' ^ ) , auf verschiedene Arten erbalten 

werden kann. Dafs aber aUe Werte, die man solcheiweise fiir irgend 
einen der Koeffizienten (70) erbalt, identiscb ausfallen, erweist sicb 
als eine Folge der InYolutionseigenscbaft der gegebenen Gleicbungen (69). 

Demnacb ist also die Taylor’scbe Entwickelung der Integral- 
funktion g dureb die aufgestellten Bedingungen eindeutig bestimmt, 
und es bleibt binterber nur nocb die Konvergenz der so gewonnenen 
Potenzreibe nacbzuweisen. 

366. Das soeben auseinandergesetzte Verfabren zur Bestimmung 
aller Integrals des gegebenen Involutionssystems (58) erfordert im 
Palle a) die Bestimmung aller Integrals des I’-gliedrigen vollstandigen 
Systems (61), also je eine Operation der Ordnung: 

2m — 2v + 1, 2m — 2i;, . . 3, 2, 1, 


1) Delassus I. 



[ 866 ] 


§ 1. Die verallgemeinerte Caucliy’sche Methode. 


497 


in den Fallen /3) und y) dagegen die Integration des rollstandigen 
Systems (62) d. h. die Operationen: 

2m — 2v^ 2m — 2v — 1^ . . 3, 2, 1 

nnd eine Quadrature die im Falle y) wegfallt. Der letztere Fall ge- 
stattet indes noch eine weitere Vereinfachunge indem man iiin durch 
die bekannte Substitution (Art. 303) auf ein System partieller Differen- 
tialgleicbungen mit m — 1 Independenten . . x^-i und vom Typus 
a) reduzirt; dais bierdurcb wiederum ein i/-gliedriges Involutions^'^^iem. 
erhalten wird, ist leicbt ersicbtlicb. Nacb dieser Transformation er- 
ledigt sicb der Fall y) durch je eine Operation: 

2m — 2v — le 2m — 2v — 2^ . . 3^ 2, 1. 

Uber den Zusaminenhang dieses Integrationsverfahrens mit den 
friiheren Methoden ist folgendes zu bemerken. 

Wenn das gegebene Involutionssystem : 

(71) = e, = 

sich in der Form (68) auflosen lafst, so kann man mittels der Glei- 
chungen (71) in das i^-gliedrige vollstandige System: 

(72) = 0 = 

die Grofsen q statt • * Pv Independente einfdhren. 

Dadurch erhalt aber dieses vollstandige System die Form (61), wie 
man entweder durch direkte Rechnung bestatigt, oder auch folgender- 
mafsen erkennen kann. Es sei J das System (72), und J' das System 
mit den Independenten: 

( 73 ) 0X^ . . X/fiP^^x . • Pm^x • • ; 

das aus J durch die vorbin genannte Variabelntransformation entsteht. 
Sind dann: 

die 2m — v \ unabhangigen Losungen von J, und versteht man 
unter die Funktion der 2m + 1 Variabeln (73], die aus £1^ ^ut- 
steht, wenn man darin die p, vermoge (58) durch die ersetzt, so 
bilden die Funktionen: 

ein System von 2 m — v + 1 unabhangigen Losungen des vollstiindigen 
Systems J\ Nun stellen die v 1 Gleichungen : 

5 £^k y 

filr jedes beliebige Konstantensystem ,Cvy ein Involutionssystem 

V, Welier, Das Pfaffscha Problem. 32 
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dar; dasselbe gilt daber auch fur das aquiTalente Gleichungensystem : 

PjL Ipv] = 7! 

d. h. ist fiir jedes beliebige Wertsystem der in ibm enthaltenen 
Konstanten q . . c,. ein Integral des vollstandigen Systems: 

[P/ — /■] = 0 (i = 1 . . v). 

Da nun die Gleichungen (61) aus den vorstehenden erhalten 
werden, indem man darin alle Terme fortlafst, die mit einer der Ab- 

Ip.i fang pTi St multiplizirt sind, und da die Funktion ii/ die 

° OP^ OPy ' 

Variabeln Px-.Pv nicbt entMt, so befriedigen samtlicbe Funktionen 
Sl{ fur jedes beliebige Wertsystem . . c,, die partiellen Differential- 
gleicbungen (61). Diese letzteren sind also mit dem vollstandigen 
System J' identiscb. 

Ist demnacb . . XmPv+i ■ -PmOi . . c,,) ein Integral der Glei- 
ebungen (61), so befriedigt die Funktion: 

• • ^mPv-\-l • •jPtoj Aj . . Ary 

das vollstandige System (12); umgekebi-t erbalt man aus jedem Inte- 
gral von (72), das keine Funktion von allein ist, ein Integral 

von (61), indem man die Grofsen Pi ■ .pv durcb die Funktionen . . tjj,, 
ersetzt. Die beiden Integrationsprobleme (61) und (72) sind also voll- 
kommen gleicbbedeutend. In ganz analogem Zusammenbange steben 
in den Fallen /3) und 7 ) die beiden vollstandigen Systeme (61a) und: 

( A ,/)-0 = 

367. Die in den Artikeln 356 — 366 auseinandergesetzte Metbode, 
um alle nicbt singularen Integral-Jf„, eines gegebenen v-gliedrigen 
Involutionssystems zu finden, kommt im Wesentlicben darauf binaus, 
alle Cbarakteristiken des Involutionssystems zu ermitteln, d. b. also 
ein System von 2m — v -j- 1 unabbangigen Integralen des 7 ^-gliedrigen 
vollstandigen Systems (72) zu bestimmen, und ist von Lie als die 
jjVerallgemeinerte Gaucivy’sche Methode“ bezeicbnet worden. 

Kennt man ein vollstandiges Integral des Involutionssystems (71), 
so kennt man nacb Art. 355 und 356 aucb alle Integrals des voll- 
standigen Systems (72) oder (61); insbesondere lassen sicb die in 
Art. 364 gebraucbten Hauptintegrale glijr,- des Systems (61) durcb 
blofse Elimination finden. 

Hat man bei dem Integrationsprozefs des Art. 354 zu den ge- 
gebenen, in Involution befindlicben Funktionen X^, Zg, .. X^ weitere 
/Funktionen A,,+i . binzubestimmt, derart, dafs die Gleicbungen: 
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= Cj^ y ^2? * * ^r-f-'J'^ 

fiir beliebige Ci ein v + -i/'-gliedriges Involutionssystem bilden, so kann 
man, statt das Verfabren des Art. 354 weiter forfcznsetzen, auf das 
Involutionssystem (73) die verallgemeinerte Caucby’scbe Metbode an- 
wenden, d. b. also die nocb feblenden -j- 1 — 2v — 2v' Losungen 
des vollstan digen Systems: 

ermitteln. Sind diese Losungen bekannt, so lafst sicb nacb dem oben 
Gesagten durcb Differentiationen und Eliminationen ein vollstandiges 
Integral des Involutionssystems (73), also aucb ein solcbes des ge- 
gebenen Systems (71) obne weiteres ermitteln. 

§ 2, Die Integrationsmethoden von Lagrange, Jacobi, Mayer und Lie. 
368. 1st ein I'-gliedriges Involutionssystem: 

(1) ij' 1, 2, . . t/) 

gegeben, so erlaubt die Metbode des Art. 354 mit Htilfe der dort an- 
gegebenen Integrationsoperationen ein vollstandiges Integral: 

(2) .2^= c; q {i = 1, 2, . . 1/) 

des Involutionssystems (1), oder, was dasselbe besagt, jeder einzelnen 
der partiellen Dijfferentialgleicbungen (1), zu ermitteln. Dieses voll- 
standige Integral braucbt keineswegs aus Flacben des Raums 
zu besteben, d. b. die Elimination der pi aus (2) kann mebr als eine 
Relation in . . Xm liefern. Sind aber die gegebenen Gleicbungen 
(1) in der Form: 

(3) p. = , . X,nPv-\-l • • Vm . C,) {% = 1, 2, . . V) 

auflosbar, so zeigen die am Scblufs des vorigen § angestellten IJber- 
legungen, dais sicb aus jedem beliebigen vollstandigen Integral (2) 
durcb gewisse Eliminationen ein aus Flacben bestebendes vollstandiges 
Integral gewinnen lafst. In dem genannten Falle kann man aber aucb 
das Integrationsverfabren des Art. 354 von vorneberein so einricbten, 
dafs das zunacbst erhaltene vollstandige Integral (2) aus Flacben bestebt. 

Fiir XvJ^x kann namlicb ein beHebiges, von X ^ . . X^ unabhiingiges 
Integral des vollstandigen Systems: 

( 4 ) [X„f]==0 

gewahlt werden, und die Integration des letzteren kommt nacb Art. 366 
auf diejenige des vollst'andigen Systems: 
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( 5 ) 


cx^ 



I dfy 

+ Pv+/< ^ j 




+ lh+h 



df 

^Pr + h 


= 0 


v) 


hinaus. Dieses System besitzfc mm 2 m — 2 v I Integrate, die hin- 
sichtlich der Variabeln 8, ic.+i . . x^Pv+i ■ ■ unabbangig sind, also 
aucb wenigstens eine Losung: 

ISl{s, % . . XmPv+l .. Pm Cl - . Cy), 

■welche Ton der Variabeln Pv-\-x nicbt frei ist. Lost man jetzt die 
Gleicbung ^ — Cy+i in der Form: 

Pr+l — Xi ■ . • ■Pm^i('2 ’ ■ ^>'+l) 


auf, und bezeicbnet man mit %i die Funktion, die ans entstebt, 
wenn man darin durcb %,■+! ersetzt, so bilden die Relationen: 


Pi — %i^} ‘ * ^mPv'i~2 • (i 1 , 2 , . . 7 ^ 1 ) 


fur jedes beliebige Konstautensystem C; ein Involutionssystem, das aucb 
in der Form: 


(0) 6^5 -Xg , . ^y Cyj ^y-^X ^V-^X 

gescbrieben werden kann, wenn mit Xy^x die Funktion: 

^ (8p X-^ . . XmPy -p 1 • • Pm) X”^ , X^ . . X.,/^ 

bezeiebnet wird. Indem wir auf das Involutionssystem (6) dieselbe 
Scblufsweise anwenden wie auf (1) etc., gelangen wir sehliefslieh zu 
einem Involutionssystem: 

Xx = . . Xm == Cm) 

Welches in der Form: 

(8) px = o/(^a;i . . x,,, . . c„) {i = 1, 2, . . m) 

aufgelost werden kann; das zugeborige vollstandige System (5) nimmt 
bier folgende Gestalt an: 


(9) 


df , df 
^ = 


0 (i = 1, 2, . . m ) , 


besitzt also ein von s nicbt unabbangiges Integi'al: 


(p{sXxXx ■ . XmC^ • • Cm), 

und die Gleicbung xp = c steUt das gesucbte, aus Flacben bestebende 
vollstandige Integral des gegebenen Involutionssystems (1) dar, wenn 
die Grofsen c,, 4 _i, . . Cm, c als arbitrare Konstante betracbtet werden. 
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Da das Yollstandige System (9) zu der Pfaff’schen Gleichung: 

CO^dx^ — COmdXm — 0 

adjungirt ist^ so konnen wir die erhaltenen Resultate in folgende beiden 
Satze zusammenfassen : 

1) Kennt man m FunUionen , X,, der 2m + 1 Variabeln 

^XfPt, von der Beschaffenheit, dafs die Gleidmngen: 

=== G-^ , . Xfji ==: Cjii 

in der Form: 

Pi * — C3i(^0X^ . . Xrri (i == 2^ . . 

anfgelbst werden Fonnen, und sind die Bedingimgen: 

[ XX ,] -:0 = 

erf mu, so ist die Bfaff'scJie Gfleichung: 

(10) dB — co^dx^ — • • — 0i)mdx,n ~ 0 

fiir jedes leliebige Wertsystem der Konstanten exaU, und Hire 

allgemeine Integralgleichung : 

(p {0X^ . . X,n q . . Ciii) = C 

liefert fur jeden Index i der BeiJie 1 , .m ein aus Fldclien hestehendes 
voUstdndiges Integral der partiellen Differentialgleichung : 

Xi{pX^ • • Xjfnp^ . . P(}\) == Cl, 

wenn c, als numerische, die iibrigen Grbfsen q • •CmC als arbitrage Kon- 
stante gelten. 

2) Kennt man v FunUionen X^X^ . . X,., ivelclie die “ ^ — 1) 

Bedingimgen [XX,] ee 0 erfiillen und hinsichtlich der Variabeln p^p^. , pv 
imabhdngig sind, so lassen sich durch je eine Operation: 

2m — + 1, 2m — — 1, . . 5^ 3 

m — V ‘weitere FunUionen Xy+i, Xv^-g •• Xm so bestimmen, dafs die 
Voraussetmngen des vorigen Saties erfillU sind. 

Der Satz 1) ist augenscheinlich eine einfacke Konsequenz der Re- 
siiltate von Art. 242 und 243; ferner erkennt man leickt^ dafs die Be- 
dingimgen des Satzes 1) auch notwendig sind , damit die Pfaff’scbe 
Gleichung (10) fur jedes Wertsystem q . . Cm exakt sei. 

369. Als Korollar folgt aus dem Vorkergehenden: 

Es seien m Belationen der Form: 

Xiix^^X^ • • • •Dm) 

gegeben, welche sich in der Form: 
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J); CD, (x^ . . Xfji . . C)^'^ (i 2 . . }}{) 

auflosen lassen, Damit dann der Pfaff^sche Aasdruch: 

CO^dX^ + 03^(7 + •• + COmdXm 

fur belieUge c, das exalte Pifferential einer Funktion U{x^.. XtnC^ •• Cnf) 
sei, ist notwendig und limreicliend, dafs die Bedingungen: 

erfiilU seien. 

Kennt man v FunUionen . . Xy der 2ni Variabeln welche 
die Y t/ (t; — 1) Belationen (Xi Xk) = 0 hefriedigen und MnsicMUch 

Pi • .Pv unabhdngig sindj so kann man mittels je einer Integrations- 
operation: 

2m — 2v^ 2m — 2v — 2, . . 2 

m — V weitere Fmktionen . . Xm der art bestimmen^ dafs die Vor- 
aussetmngen des soeben ausgesprochenen Bakes erfiillt sind; dann ist: 

0 = U(00i . . XntCi ..Cn,) + C 

ein voUstandiges Integral jeder eimelnen partiellen Differentialgleichung: 

Xi (X'^ . . Xmi Pi . . Ptt^ Ci . 

Um beispielsweise Xyj^i zu bestimmen, hat man die Relationen: 

(11) Xi^Ci.,Xy^Cy 

folgendermafsen aufzulosen: 

(1“^) P:> , . XmPy^i . . Pjji Cl . . Cy) (i == 1 . , 2/)^ 

sodanii irgend ein von Pv^i nicht unabhangiges Integral: 

a(xi . . XfTiPy^i •* • • efj 

des vollstandigen Systems: 



zu ermittelu; und hinterher in S' die d durct die Funktionen Xi . . Z,. 
zu ersetzen. Auf das v + 1-gliedrige Involutionssystem : 

kann man dann dieselbe Scblufsweise anwenden u. s, w. 

Diese Methode fuhrt auch dann zum Ziele^ wenn das gegebene 
Involutionssystem (11) oder (12) dem Typus y) angehort, d. k wenn 
die Xi in den p homogen nullter Ordnmig^ also die iu hinsiohtlich 
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. . prn tomogen orster Ordnung sind. Doch kann man in diesem 
Falle den Fiinktionen .. X„,_i ebenfalls die Bedingung 

auferlegen, in den homogen nnllter Ordnnng zu sein; in der That 
bilden ja jetzt die Gleichungen (13) zusammen mit der folgenden: 

(14) + = 0 

ein V + 1-gliedriges vollstandiges System, wie man entweder aus 
Art. 273, Satz 6) oder anch direkt ans dem TJmstande erkennt, dais 
die Gleichungen (13) (14) im gegenwartigen Falle das zn dem Pfaff’schen 
Ausdruck: 

Vq' ~ f- ifydXy J^vJ^idXv Jr 1 H hPmdXm 

gehorige vollstandige System V darstellen (Art. 363). Man gelangt so 
zu einem Involutionssystem : 

• • -Xm — 1 = 1; 

welches sich folgendermafsen auflosen lafst: 

= Prn * COt{Xi • • Xfii 

und die Eigenschaft besitzt, dafs die Pfaflf’sche Gleichung: 

co-^dx^ • -j- (xi)a—idXfn,—i “f* dx^i — 0 
exakt ist. Die allgemeine Integralgleichung der letzteren: 

a{x^ . . . . C^_i) -[-C,n = 0 

liefert dann im Sinne der zweiten Definition des Art. 314 ein voll- 
standiges Integral jeder einzelnen der homogenen partiellen Differential- 
gleichixngen : 

Xi (x^ . . iTm ^ 1 — Cl (i = I m 1). 

\ j/m I'm / 

Diese Methode erfordert, wie man sieht, je eine Operation: 

2m — 2v — 1, 2m — 2v — 3, . . 3, 1 ; 

setzt man: 

Xm £i(x^ . . Xmj Xj^ . . 

SO besteht eine Identitat der Form: 

P^dX^ -j h PmdXm~Pidx^ H VPmdXm. 

Die Integrationsvereinfachungen, die hiernach der FaU y) gegen- 
fiber dem Pall /3) darbietet, konnen natfirlich auch dadurch erzielt 
werden, dafs man das homogene Involutionssystem (11) mittels der 
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bekannten Substitution ( z fill' Xm und — fur ) auf den Typus ct) 
reduzirt. 

370. Unter der speziellen ABnahme m — v — 1 erlialten wir 
ms den Ergebnissen der letzten beiden Nummern die nachstehenden^ 
schon von Lagrange^) bewiesenen Satze: 

Urn die partielle Differentialgleichung: 

(15) F(xy 0 pq) — 0 

zu integriren, bestimine man ein Integral ^{xyspq) der lineareii 
parti ellen Differentialgleichung : 

(dF , dF\ df „ 

“ 2 if) ^ ^ ° 

von der Beschaffenheit^ dafs die beiden Relationen: 

F —0^ Q(xy 0 p q) = a 

sicb in der Form: 

p — 7c(xy0a)] q — z(xy 0 a) 

anflosen lassen; dann ist die totale Dijfferentialgleicbung: 

d 0 ~ 7c{xy0a)dx — z(xy 0 a)dy — 0, 

fiir beliebige konstante Werte von a exakt^ imd ilire allgemeine In- 
tegralgleichnng: 

V(xy 0 a) = i 

liefert ein vollstandiges Integral der gegebenen partiellen Differential- 
gleichung (15). Hat letztere die Form: 

F(xypq) = 0, 

so bestimme man ein Integral 9(xypq) der linearen partiellen Dif- 
ferentialgleichung : 

[17] _n 

^ ' dp dx dx dp ' dq By dy dq 

derart, dafs die Relationen: 

F==0, 9 = a 

sich folgendermafsen anflosen lassen: 

P = 2 = oo(xya)-, 


1) Lagrange L 
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dann ist der Ausdruck %ix -f- cody ein exaktes Differential d(p(xya), 
und die Relation: 

0 — (p{xya) + h 

liefert ein vollstandiges Integral von F(xypq)~0. 

Es sei z. B. die folgende partielle Differentialgleichung voi'gelegt: 

(18) i){p,q) = 0. 

Die lineare partielle Differentialgleichung (17) wird hier: 

^ ^ I ^ ^ _ A 

dp dx ' dq dy ’ 


eine Ldsung derselben ist p; aus den Relationen; 

p = a, q) = 0 
folgt eine Gleichung der Form: 

q = CO (a). 

Der Pfaff’sche Ausdruck adx co (^a) dy ist in der That ein 
exaktes Differential, und die Grleichung (18) besitzt das vollstandige 
Integral: 

0 = ax (jo(a) • 2/ + 

welches aus oo^ Ebenen des Raums JR^ixyz) besteht; die allgemeinste 
Integralflache von (18) ist eine Developpable, die von irgend einfach 
unendlich vielen dieser Ebenen umhiillt wird. 

Wir betrachten zweitens eine Gleichimg der Form: 

(19) == 0. 

Die Gleichung (16) lautet hier so: 


dy 



eine Losung derselben ist 




aus den Gleichungen: 


i> = 2^; a) = 0, 


folgen Gleichuugen der Form: 

q = yj{0,a)-, p=‘ay)(0,a). 

Die totale Differentialgleichung: 

d 0 — ai>dx — ijjdy — 0 

ist exakt, und ihre allgemeine Integralgleichungj die zugleich ein voll- 
standiges Integral von (19) darsteUt, lautet: 
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Schliefslich. untersticlien wir noch folgende Gleichtiiig: 

cp(xp) = ip(yq). 

Die lineare partielle DiflPerentialgleicliung: 

I Q 

d;pdx dqdy cxdp^ dy dq 
hat das Integral (p{xp)] aus den Gleichungen: 


(p = ay (p = 4^ 


folgt ip ^ ay also durch Auflosung nach Py q: 

p = x(x,ay, q = co{y,a), 
und man erhalt das vollstandige Integral: 


= tody + b. 


371. Das in Art. 368 und 369 auseinandergesetzte Verfahren ist 
unter dena Namen „zweite Jacobi’sche Methode/^ bekannt. Zar Be- 
stimmiing je eines Integrals der dabei auftretenden successiven voll- 
standigen Systeme hat Jacobi das von ihm herriihrende, in Art. 67 er- 
klarte Verfahren beniitzt. 

Wir woUen die zweite Jacobi’sche Methode durch eine Reihe von 
Beispielen erlautern. 

1. Beispiel: 

fijPlPs ■■Pm) = 0. 


Jede der partiellen Differentialgleiehungen: 


Pi — ; p2 ^2 • • Pm — 

ist mit den iibrigen und mit der gegebenen Grleichung in Involution. 
Unterwirft man daher die c, der Bedingung: 

. . 0 ;^) = Oy 

so lautet ein voUstandiges Integral: 

0 5= (j -j- C^Xji^ -j- * • “j-- 

2. Beispiel. 

^ = <p(i?ljP2..p„). 

Man findet nun: 




Pm -I 


1 , Pi 

: Pt-\- 

Pm 


13® 


'pm — 0^ 


d, k die Gleichungen: 

Pi === Ciprrt, (i == 2ji . . Wl 1)^ 
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bilden mit der gegebeneii Grleichung zusammen ein m-gliedriges In- 
volutionssystem ; durcb Auflosung desselben nacb den p,- erbalt man: 

Pm . Cm — 1)5 P( = ‘ 1^ 2 ^ , . Wb 1). 

Die totale Differentialgleichung: 

H 1“ Om-^xdXm-i + dx^) = 0 


ist in der That exakt nnd hat znr allgemeinen Integralgleicbung; 




= . -j- Cm — l 0Cm~ 1 4" 


womit ein vollstandiges Integral der gegebenen Grleiebung gewonnen ist. 
3. Beispiel. Es seien beliebige Funktionen der Form: 

9^1 (^1 7 i^i) 5 9^2 (^2 7 P2) 5 • • (^»^7 


gegeben; danu ist jede der Gleicliungen: 

(20) cp, p) = C/ (i = 1, . . m) 
mit den ubrigen und mit der Gleicbung: 

(21) ^( 9 ^ 1 92 • • 9m) = 0 


involutorisch. Lost man daher die Relationen (20) nacb. den pi auf: 


SO erbalt man fiir die partielle Differentialgleicbung (21) das voll- 
standige Integral: 


= c ip-^dx-^ + ^^2 dx^ + * • + ^ 


'IpmdXn, 


darin sind c und m — 1 von den Grofsen Ci die arbitraren Konstanten^ 
wabrend die w*® der Grofsen aus der Gleicbung: 


9 (^1 ^2 • ’ ^^) — ^ 


zu bestimmen ist. 

So findet man beispielsweise fur die partielle Differentialgleicbung: 


PlP^ • • P'^ — Xi^X2 * • Xni 

das ?ollstandige Integral: 

2 = c + c^xl H 1- c^xl, 

worin die c, durch die Relation: 

2 ’»CiC 3 ..c„= 1 

an einander geknupft sind. 
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4. Beispiel. 

(22) + (l>5 + + ^6)P6\ = h- 

Die partielle DifFerentialgleicliung: 

(23) -f (Ps + Xi) (p; + «e)^6 = 

bildet mit (22) zusaramen offenbar ein Inyolutionssytem; die Gleichung 
(22) kaan dabei ersetzfc werden durch. die folgeade: 

(24) (ajgjpi + XiPi)xs + c.2Pi (pi — Pi) = Cl- 

Die linke Seite von (23) bezeiclinen wir mit und sucben ein drei- 
gliedriges Involutionssystem der Form: 

] ^ 2(^4 . . Pq)] Xg(w^ . . Pq) 

zu bestimmen; ebenso nennen wir X/ die linke Seite von (24 \ und 
ermitteln ein dreigliedriges Involutionssystem der Gestalt: 

X/(Xj^X2XsPj^P2Ps)-, X,' (x^XiXiP^PiPi), X^{xy..p^). 

Dann bilden offenbar die Punktionen X^X^X^X-l X^ X^ ein secbs- 
gliedriges Involutionssystem^ und das Integrationsproblem (22) erledigt 
sicb durcb eine Quadratur. 

Bilden wir die zu (23) gehorige lineare partielle Differential- 
gleichungj, so hat das adjungirte simultane System derselben die Form: 

clx^ dx^ dx^ — — dpg 

2^4 ” (2i?5 + ~ (i^s + ^4)(P6 + ^ 

Pe {Pb + ^4) 

Ein Integral desselben ist p^ — const, ein zweites ergiebt sich durch 
Gleichsetzung des dritten und sechsteu der obigen Quotienten; man 
findet: 

i^6(j>5 + ^6) = const, 

darnach kdnnen wir X^ mit p^ und X^ mit identifiziren. 

Bilden wir ferner die zu (24) gehorige lineare partielle Differen- 
tialgleichung (X^'f) = 0, so lautet das adjungirte simultane System 
folgendermalsen: 

^ dx^ dx^ — dp ^ — fZpa — dp^ 

Hieraus folgt: 

^{Pi+P%) _ -d(x, +x^) 

Pi “ 4 " ”f" ^2 ^ 

also konnen wir setzen: 

Xi = (»! 4 - X2){Pj^ + 1 ) 3 ). 
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Aus dem obigen simultanen System findet man ferner: 

^{Pi — Ps) ^ dx, 

^APi—Pi) eAPi—Pi)’ 

und hierans das Integral: 

—P^—\ == const. 


Die linke Seite dieser Gleichung kann fiir genommen werden, da 
sie^ wie die Ausrechnung lehrt^ auch mit inyolutoriscb. ist. Lost 
man die Gleichungen: 

Xj = CgJ Xg = CgJ Xg = Xj^ ~ ^1) -^2 “ ^5? -^3 ~ h 

nach PiP^^-Pq auf^ und substituirt die erbaltenen Werte in Xpfdxfj 
so erbalt man durcb Quadraturen ein Yollstandiges Integral der ge- 
gebenen Gleichung (22): 




(^1 + ^ 2 ) ^ (^3 + ^ g ) I 

^ £5 ‘ 2Cg 

(2C6+aJ3“)2 



+ ^ + sy (^2 ~ “■ + ^3*5 • 

YCq y^Cq ^<^4 

Die obigen Beispiele 1)^ 3)^ 4) subsumiren sicb unter eine all- 
gemeine Regel^ die von hnscJienet^lcy als ,,Methode der Trenmng der 
Variabelnf^ bezeichnet worden ist. Es seien a, c g irgend welche 
V Indices von der Bescbaffenheit^ dafs: 


0 < a < & < • ■ < ^ < m; 

wir betrachten dann eine partielle Differentialgleicbung vom Typus /3): 

F {X-^X^ , , Xap Pi * • Pay ^ly 9^2; * • 

Dabei ist eine Punktion^ die nur die Variabeln: 


-f- 1 -{- 2 • * ^Oy Pa-{“1 • ' Pb y 

ferner qog eine Funktion^ die nur die Variabeln: 

Xl)-^X • • ^Cy Pb-\-l • • pc 

enthalt^ etc. Dann ist jede der Gleicbungen (pi = const, mit jeder 
andern dieser Gleicbungen und mit F — c involutoriscb, und die Inte- 
gration der letzteren kommt darauf binaus, fur jede einzelne der par- 
tiellen Differentialgleicbungen: 

F(Xi , . XaPi • • Pay ^2 • • 

je ein vollstandiges Integral zu ermitteln; durcb einfacbe Addition 
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dieser voilstandigeii Integrals erlialt man dann ein vollstandiges Inte- 
gral der gegebenen Gleicbung. 

5. Beispiel. 

~ (5 -f- Ps) + = 0- 

Nach dem ebeii Gesagten bilden die Gleichungen : 

(25) = q-, = Cg 

^ + <^2 (^ + ft) + ^2^ft q = 0 

ein dreigliedriges IiiYolutionssystem; die letzte dieser Gleicbiingen giebt 
wiederiim zu dem zweigliedrigen Inyolutionssystem: 

(26) ~ “ ^3) <^2-P3 + CjL + <^3 = 0 

Anlafs. Berecbnet man ans dem viergliedrigen Involutionssystem (25) 
(26) die pi als Funktionen der Xjt nnd snbstituirt die erhaltenen Aus- 
driicke in Ilp,dx,j so erbalt man durch Quadrature!! ein vollstandiges 
Integral der gegebenen Gleichung: 

g ^ C — ^ ±~ 

+ C 3 log *3 — + 2 y^. 

6 . Beispiel. Wir betrachten die beiden partiellen Diiferential- 
gleicbungen: 

I XjL ~p-^p^ ^ 2^4 ~ 

1 Xg EE p^p^ — = 0; 

diese bilden kein Involutionssystem, denn man findet: 

-A 3 (Aj^ A 2 ) ^ 2^2 ~f“ 

Die Gleichungen A^ = 0 , Ag = 0 , A 3 = 0 bilden aber ein Involutions- 
system, das zwei verschiedene Auflosungen: 


(27) 

(28) 


iC,, X. X. 


ft 


Pi^~\ ft = 


^5 


JM±. 

’ 

- 

Pa 


gestattet. Das zu (27) gehorige Jacobi’sche System (13) hat die Form: 


K 

dsci 


of 


I ^2^3 


p/ dx^ 


= 0 : 


I *, X, 

T- 


dx. 


df 


ft* di 
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Die ersten beiden dieser Grleichungen besitzen das gemeinschaftliche 
Integral substituirt man dieses Integral anstatt f in die linke Seite 

der dritten Gleichung, so erbalt man die Funktion die nach Art. 67 

die beiden ersten^ und wie die Ausrecbnung lehrt, auch die dritte 
Gleichung unseres Jacobi’schen Systems erfiillt; aus den Gleichungen 
(27) und der Relation = ax^ kann man jetzt die p, durch die Xi 
ausdriicken, und erhalt so das vollstandige Integral: 

des Systems (27); ebenso findet man fiir das System (28) das voll- 
standige Integral: 

^ x.2X^ + ax^Xj^ 4“ 


372. Will man auf das 'i^-gliedrige Jacobi’sche System (5) die 
Mayer’sche Transformation (Art. 85) anwenden, so hat man unter: 

(29) A 

eine S telle zii verstehen, an der alle rechten Seiten des gegebenen 
Involutionssystems : 

(3) Pi = • • Pmj • • ^v) ij = Ij 2^ , . I/) j 

und infolgedessen auch samtliche Koeffizienten des Jacobi’schen Systems 
(5) regular sind, und mittels der Formeln: 

(30) + 2 /i ; = xj> + 2 /i 2/2 . . x,. == x,P + y^y,, 

statt x^ . .Xv die Grofsen 2 /i 2/2 • • Vv als neue Independente einzufuhren. 
Bezeichnen wir dann mit [fi] diejenige Funktion^ die aus durch die 
Substitution (30) entsteht, und schreiben wir: 


^ = [^i] + 2/2 [^ 2 ] H h yrbPv]? 

so enthalt das vollstandige System ^ das aus (5) durch unsere Variaheln- 
transformation hervorgeht^ unter andern folgende Gleichung: 


31) -^-4:+ 2 


r-}-l 


df , df 


dip 


4^. 


g/’l _ , 

dg J dpJ 


Die Integration des Jacobi’schen Systems (5) kommt nach Eap. II 
§ 5 auf diejenige der linearen partiellen Dififerentialgleichung (31) 
hinaus, in der . .x^ als Independente, die Grolsen y^. .yv da- 

gegen als Konstante zu betrachten sind. Insbesondere erbalt man aus 
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jedem nicht konstaiiten Integral von (31) durct blofse Dififerentiationen 
nnd Eliminationen mindestens a^^eL6sung des Jacobi’schen Systems (5), 
373. Wir wollen nun die neuen Variabeln . . yv aucli in das 

d0 

gegebene Involutionssystem (3) einfiiliren. Da nun pi — ^ , so hat 
man vermoge (30) die Pormeln : 

. -f- yvPv\ = yiih^h Qi = 1,*' V 1); 

wenn 





gesetzt wird. Darnach erhalten die partiellen Differentialgleichungen 
(3) durch unsere Variabelntransformation die Gestalt: 

(32) + y^ -[-•* + yvli’v] = ^ 

=2/iM (5 = 2, 3^..^/). 

Die Gleichung (32) ist eine partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung mit den Independenten Xyj^i . . wenn die . . y^ als Pa- 

d p' 

rameter betrachtet und die auf der rechten Seite durch — 

ersetzt werden. Man erkennt ohne weiteres, dais die lineare partielle 
Differentialgleichung, auf deren Integration diejenige von (32) nach 
der Cauchy ’schen Methode zuruckkommt, mit (31) identisch ist. 

Die lineare partielle Differentialgleichung (31) steht also zu der 
partiellen Differentialgleichung (32) in derselben Beziehung, wie das 
Jacobi’sche System (5) zu dem gegebenen Involutionssystem (3). 

Es sei jetzt ein beliebiges (von m — v -j- 1 arbitraren Konstanten 
abhangendes) vollstandiges Integral der partiellen Differentialgleichung 

(32) bekannt. Nach Kap. XII, § 3 und 4 lassen sich dann durch 
blofse Eliminationen alle 2 m — 2v 1 Integrate der zugehorigen 
linearen partiellen Differentialgleichung (31), also auch ihre Haupt- 
integrate hinsichtlicli 2 /^ = 0 bestimmen. Letztere liefern aber nach 
Elimination der yi mit Hulfe von (30) sofort die 2 m — 2i/ -f- 1 Haupt- 
integrate des Jacobi’schen Systems (5) hinsichtlich : 

(33) x^ , .Xv — Xv^, 

und damit ist die Integration des Involutionssystems (3) nach der ver~ 
allgemeinerten Cauchy’schen Methode erledigt, 

Wir haben so den wichtigen, von Lie herruhrenden Satz ge- 
wonnen: 

Die Integration jecles v-gliedrigen Involutionssystems: 
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(3) Pi == Pv-\~1 • • Pm^'x * • . . 't') 

in m Independenten hann auf die Integration einer eimigen partiellen 
Differentialgleichung mit m — v 1 unabhdngigen Variaheln mrilck- 
gefiihrt werden. 

Im Falle y) ist die rechte Seite der Gleichung (32) ebenfalls von 
0 unabhangig und in den Grofeen p^^i , .p^ bomogen erster Ordnmig^ 
und der vorstebende Satz bleibt daber in diesem Falle aucb dann 
ricbtig, wenn man die zweite der in Art. 302 gegebenen Definitionen 
des Integralbegriffs bevorzugt, 

374. Der Lie’scbe Satz lafst sicb ancb folgendermalsen beweisen. 
Man babe ein Wertsystem (29) und eine arbitrare Funktion 

den Festsetzungen des Art. 365 gemafs gewablt; dann besitzt das 
Involutionssystem (3) eine und nur eine Integralfunktion ^ = 
die an der Stelle . . x^^ regular ist und vermoge der Substitution 
(33) in die vorgescbriebene Funktion 9 ? tibergeht. Diese Integral- 
funktion verwandelt sicb vermoge der Substitution (30) in eine Funktion: 

die der partiellen Differentialgleicbung (32) gentigt, nacb Potenzen 
der Grofsen: 

m 'T /y* - .. /y>0 

%-f-l ^1/4-1 • • 

entwickelbar ist^ und sicb vermoge y^ = 0 auf g){Xyj^i . . x^) reduzirt. 
Da aber die parti elle Differentialgleicbung (32) nacb Art. 317 nur eine 
einzige Integralfunktion 0 mit den genannten Eigenscbaften besitzt^ 
so kommen wir zu dem Scblusse: 

Aus derjenigen Integralfunlction ® der partiellen Differentialgleichung 
(p2)j welche sich vermoge y^ = 0 auf die von • -yv nicht abhdngende 
arbitrare Function (p{xyj^x , . x^^f) redumt^ erh'dlt man durch Elimination 
der yi vermoge (30) ohm weiteres die Integralfunktion unseres Involutions- 
systems^ die vermoge Xx = Xx • > oov = Xv^ in 9 ? ubergeht 

Man wable z. B. fiir cp die Funktion • • -f” ^mXm + 0 ^ 

v^orin die e arbitrare Konstanten bedeuten; die zugeborige Integi-al- 
funktion ® der Gleicbung (32) wird nacb Art. 317 gefunden und 
stellt ein vollstandiges Integral der partiellen Differentialgleicbung (32) 
dar. Eliminirt man bieraus die y mittels (30), so gewinnt man obne 
weiteres ein vollstandiges Integral des gegebenen Involutionssystems. 

Nacb Art. 372 und 373 erscbeint das Lie’scbe Theorem als Korollar 
des Mayer’scben Satzes. Docb kann.man aucb umgekebrt den letzteren 
als einen einfacben Spezialfall des ersteren auffassen. In der That 

y, Weber, Das Pfaffscbe Problem, 33 
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erlialten wir die Theorie von Kap. II § 5 ohne weiteres aus dem so- 
eben bewiesenen Theorem ^ wenn wir nnter den ipi ganze lineare ho- 
mogene^ von ^ freie Funktionen der m — v Yariabeln . -ihi ver- 
stehen^ so dafs also die Gleichungen (3) ein '^/-gliedriges Jacobi’sches 
System linearer homogener partieller Differentialgleichungen 1. Orduung 
darstellen (vgl. Art. 353). 

375. Diesem engen Zusammenhang entspricht es auch, dafs die 
genannten beiden Theoreme ganz analoge geometrische Deutungen 
zulassen (vgl. Art. 86). 

Die Gleichnngen: 

(34) ic, — = ys(x^ — (5 = 2, 3^ . . v) 

definiren namlich^ wenn • -yv als variable Parameter betrachtet 
werden^ im Ranme Rrn-^i(0x^ . . Xm) ^in System von linearen 

Rmkt-fijn--v+ 2 ] diese Punktmannigfaltigkeiten enthalten alle die durch 
(33) definirte m — -f- 1-fach ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeit;, 

m. a. W. die 00 ebenen Punktmannigfaltigkeiten (34) bilden einen 
,^BiischeF^ mit der ^^Axe^^ (33) (Art. 86). Diese Axe wollen wir mit 
A bezeichnen. 

Bedeutet nun E eine beliebige unter den linearen Punkt-^^-«v 4.2 
des Biischels (34), so stellt E einen Raum Brn~-y -^2 dar, innerhalb 
dessen ein beliebiger Punkt durch Angabe der m — a/ + 2 Koordinaten: 

(35) y-^ J Xy^l . . Xjiyi 

bestimmt ist. Diese Grofsen konnen also als Punktkoordinaten des 
Raums E gedeutet werden. Ist Q ein Punkt von E mit den Koordi- 
naten (35), so sind seine Koordinaten im die folgenden: 

"F 2/1; ^2 * ‘ “H Viyvy Xp^x . , Xffi, 

Ferner wollen wir die Grofsen: 

(36) 5 , 2 / 1 , x^j^x ,.Xm, q_xy J>v+i • • Pm 

ak Koordinaten eines Flachenelements des Raums E deuten; wir ver- 
stehen darunter, wie gewohnlich, den Inbegriff eines Punktes Q von E 
und einer durch ihn gehenden, in E enthaltenen linearen m — v 1- 
faeh ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Die Bedingung fiir die vereinigte 
Lage zweier benachbarter Flachenelemente des Raums E: 

2 / 1 ; XvJ^x • • Pm\ ^ + d0, y^ -j- dy^ . . "f* dpm 

lautet so: 

d0 — iidy^ ~ p^j^idxy^x —pmdxm = 0 

und die partielle Differentialgleichung (32) stellt eine Relation zwischen 
den Elementkoordinaten unseres Raums E dar. 
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Wir betrachten jetzt im Raum ein Placben element e init 

den Koordinaten dessen zugeboriger Puiikt Q in E gelegen ist; 

dann scbneidet die Ebene dieses Plaebenelements den Raiim E nacli 
einer linearen die mit Q zusammen ein Plachenelement mit 

den Koordinaten: 

V 

0, y^, Xr+i . . Pi + ^ ysp,^ Pv+i ■ ■ Pm 

2 

liefert, oder knrz ausgedruckt: das Flachenelement . . x^n l\ . -Pm 
scbneidet aus dem Raum E das obige Placbenelement aus. Ferner 
seien . . x^^^^ die Koordinaten eines anf der Axe A gelegenen Punktes 
P des Raums und ein den Pnnkt P entbaltendes Placlien- 

elementj dessen m librige Koordinaten wir mit bezeicbnen. 

Dabei sollen die Konstanten so gewablt sein, dafs 

die Voraussetzungen des Art. 3G5 zutrefifen^ wabrend aus den 

Gleicbungen : 

P^ == - • • 0 = 

zu berecbnen sind. Das Placbenelement das von aus dem Raum 
E ausgeschnitten wird, hat dann innerbalb des letztei’en die Koordinaten: 

0, K+1 ■ • <5 pl+i ■ • K; 

es genugt also der partiellen Differentialgleicbung (32) und ist liber- 
dies nacb der Terminologie des vorigen Kapitels ein nicht singulares 
Placbenelement dieser Gleicbung. Darnacb ist auf einem und nur 
einem charakteristiscben Streifen C' der partiellen DiJfferentialgleichung 
(32) entbalten. Lafst man jetzt E alle Mannigfaltigkeiten des 

Buscbels (34) durcblaufen, obne die Koordinaten ^^x/^ des Punktes P 
zu andern^ so erzeugt die in E gelegene, zu gehorige ^^Ebene^^ die 
zu dem Placbenelement gehorige Ebene des Raums Pm-f-i? nnd 
gleicbzeitig der von auslaufende cbarakteristiscbe Streifen O' die 
durcb festgelegte Cbarakteidstik C des gegebenen Involutions- 
systems; umgekebrt scbneidet die v-facb ausgedebnte Cbarakteristik 0 
aus dem Raume E den durcb <?q' gebenden charakteristiscben Streifen 
der partiellen Differentialgleicbung (32) aus. Es ist dies der geometrische 
Ausdruck der analytischen Tbatsacbe, dafs die Hauptintegrale binsicbt- 
licb 2/i = 0 der linearen partiellen Differentialgleicbung (31) in die 
Hauptintegrale des Jacobi’scben Systems (5) binsicbtlicb X'j^ —— X-^ w • Xy "" Xy 
ubergebeu; wenn man die y, mittels (30) eliminirt; und dafs umgekebrt 
die zuletzt genannten Hauptintegrale sich vermoge der Substitution 
(30) in die ersteren verwandeln. 


83‘J' 
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Wir betrachteu jetzt diejeuige Integral-it/m-v des gegebenen In- 
Tolutionssystems (3), welche durcb die Relatioiien (33) und die folgenden : 

(37) ^ (ii = 1, 2, . . m - v) 

deflnirt wird; deren zugehorige Pnnktmannigfaltigkeit also ganz auf 
der Axe A gelegen ist. Wir wollen diese Integral-AfTn— r 
zeiciinen; sie schneidet den Eaum E nacli einer die 

SIq genanut werde^ und die in den Elementkoordinaten (36) durch die 
Grleichiuiigen (37) und durch 2/1 = 0; qi = t definirt ist. Die Aus- 
gangsmannigfaltigkeit ist dann auf einer und nur einer, ganz in E 
enthaltenen, m — + Dfacli ausgedehnten Integralmannigfaltigkeit ii' 

der partiellen Differentialgleichung qi = ^ gelegen. Aus dem vorhin 
erkannten Zusammenhang zwischen den Charakteristiken des gegebenen 
Involutionssystems und der partiellen Difierentialgleichung (32) folgt 
jetzt sofort: Lafst man E alle ebenen Mannigfaltigkeiten des Biiscbels 
(34) durchlaufen, so erzeugt SI' die durch festgelegte Integral-Af^^ 
des gegebenen Involutionssystems; umgekehrt schneidet die letztere 
aus dem Raum E die durch Si^' bestimmte Integral-Mm-r der par- 
’tiellen Differentialgleichung — aus. 

Etwas allgemeiner kSnnen wir sagen: Bestimmt mm ein Integral 
SI' der Gleichung qi = 'ip mit Hiilfe einer Ausgangsmannigfaltigkeit 
Si/Q^ deren zugehorige Punktmannigfaltigkeit ganz auf der Axe A ge- 
legen ist, und deren Definitionsgleichungen von den Parametern yv 
nicht abhdngen, so erzeugt SI' ein Integral des gegebenen Involutions- 
systems, vrenn man E urn die Axe A sich beliebig drehen lafst 

376. Aus dem Theorem des Art. 373 hat Lie folgende Methode 
zur Integration der partiellen Differentialgleichung: 

(38) = Xm,P 2 . . Pm) 

abgeleitet. Man bestimme mittek einer Operation 2 m — 1 eine von 
P 2 nicht unabhangige Punktion fd) der Variabeln 
die der Bedingung: 

gen^gt, lose die Gleichungeu: 

(39) = f>X) ==c, 

nacb and auf, and rednzire das so erbaltene zweigliedrige In- 
Tolutionssystem nacb dem Verfabren des Art. 373 auf eine einzige 
partielle Differentialgleicbung in m — 1 Independenten; 

(40) j,® = ♦WCa, If) . . . . £)_^). 

wobei wir die unabbangigen Veranderlicben der GHeicbmafsigkeit halber 
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mit Ableitungen — mit bezeiclmet baben. 

Nach dem zitirten Artikel lafst sich dana ans einem beliebigen yoU- 
standigen Integral der partiellen Differentialgleicliung (40j durcb ge- 
wisse Eliminationen ein Yollstandiges Integral des Inyolutionssystems 
(39) und mithin aucb der gegebenen partiellen Differentialgleicliung 
(38) berstellen. Wir bestimmen nun mittels einer Operation 2m — - 3 
eine Funktion: 

welcbe der Bedingung: 

^(2)] = o 

geniigt und yon nicbt unabbangig ist, und reduziren das zwei- 
gliedrige Inyolutionssystem : 

= ^(1)^ /*{2) = Cg 

wie yorbin auf eine partielle Differentialgleicbung: 

pf) = asf ) . . pf . . p<^l^) 

etc. Scbliefslicb gelangt man zu einer Gleicbung: 

(41) 

die als gewobnlicbe Differentialgleicbung erster Ordnung durcb eine 
Operation 1 integrirt wird. Durcb gewisse Eliminationen kann man 
dann nacb Art. 373 ein yollstandiges Integral der yorbergebenden 
Gleicbung: 

sodann ein yollstandiges Integral der zweitvorbergebenden Gleicbung etc., 
scbliefslicb der gegebenen partiellen Differentialgleicbung (38) ermitteln. 

In den Fallen j(3) und d. b. wenn von 0 frei ist, lassen sieb 
die yorbin mit . . bezeicbneten Funktionen so wablen, dafs sie 

die Variabeln 0 ebenfalls nicbt entbalten; dadurcb yerringert sicb die 
Ordnung der erforderlicben Integrationsoperationen urn je eine Einbeit^ 
insbesondere wird die Gleicbung (41) yon 0 frei, also durcb eine 
Quadratur integrirbar. 

Im Falle y) endlicb kann man den Funktionen . . aufser- 

dem nocb die Bedingung auferlegen, in den bomogen nullter 
Ordnung zu sein. Die recbten Seiten der Gleicbungen wer- 

den dann in den bomogen erster Ordnung, und die m — 2^® dieser 
Gleicbungen bat die Form: 
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(42) ^0; 

d. h, sie ist eine lineare homogene partielle Differentialgleichiuig mit 
zwei Independenten; also lalst sich ein von zwei arbitraren Koiistanten 
abhangendes vollstandiges Integral: 

dieser Grleicbimg mit Hiilfe einer einzigen Operation 1 ermitteln, 
worauf man wie oben ein vollstandiges Integral der gegebenen par- 
tielleii Differentialgleiehnng erbalt. Aus diesem vollstandigen Integral 
lafst sicb dann nach Art, 314 ein vollstandiges Integral nacb der 
zweiten Definition des Art. 302 ohne weiteres ableiten. 

In alien Fallen kann man den oben gescbilderten Integrations- 
prozefs nacb irgend einem^ etwa dem Scbritte abbrecben, und fur 
die partielle Differentialgleicbung: 

pf . . 

ein vollstandiges Integral mit Hiilfe der Cauchy’sehen Methode (Kap. XII, 
§ 4) Oder auch der zweiten Jacobi’schen Methode bestimmen, woraiif 
ein vollstandiges Integral der gegebenen Gleiehnng wie oben er- 
halten wird. 

377. Es sei noch ausdrueklieh hervorgehoben, dais die soeben ent- 
wickelte Lie’sche Methode zur Integration eines v-gliedrigen Involutious- 
systems bezw. dner partiellen Differentialgleiehnng in Lie’s allgemeiner 
Theorie des Pfaff’sehen Problems (Kap. VI, § 4) als Spezialfall ent- 
balten ist. 

In dor Tbatj der Ansatz dos Art. 373 konimt im Fallo c^) darauf 
binaus; den Pfaff’seben Ausdruck in 2m~v Variabeln: 

• • tl^ydxy — pv^idxv-^i — • • — pmdXfjt, 

vermoge der Substitution (30), in der . . y, Konstante bedeuten, 
auf einen nach Art. 305 bedingungslosen Pfaff’sehen Ausdruck: 

[Vo] ES + y^ [^ 2 ] + • ■ + 2/v [il>v])dy^ — p^+idxy + i p,^clx,„ 

in 2m — 2v 2 Variabeln: 


2/1 j Xp-^i . . Xtn^ Pv-^l • . pm 

zu reduziren. Nach Art. 171 lafst sich dann durch gewisse Elimina- 
tionen aus jeder Normalform von [Vq] eine solche von Vo herstellen: 
es ist dies offenbar nur ein anderer Ausdruck fflr den in Art. 373 
aufgestellten Lie’sehen Satz. 

Da ferner das zu [Vo] gehoiige vollstandige System V sich auf 
die einzige Hneare homogene partielle Differentialgleiehnng (31) re- 



[ 378 ] 


§ 2. Zusammenhang zwischen den Fallen a), p), y). 


519 


diizirt, so erkennt man auch das weitere Rednktionsyerfahren der 
Yorigen ISTummer als einen Spezialfall der allgemeinen in Kap. VI, § 4 
aiiseinandergesetzten Methode. 

Im Falle |3) verwandelt sick der Pfaff’sche Ausdruck: 

Vo' = -"I \- Ip^dx^ + PrJi^ldXrJ^l H h PmdXm 

vermoge der Subsitution (30) in einen bedingungslosen Ausdruck: 

[Vo ] = + 2/2 [^2] h yv['^v])dy^ -{-Jp^j^idXvJ^i ~1 l^PmdXm 

mit den 2 m — 2v 1 Variabeln: 

(43) Xv^t . . XmPvJ^i . . Pm, 

und das Tkeorem des Art. 171 sagt jetzt aus, dais man aus jeder 
Normalform von [V^'] eine Normalform von Vo' durck gewisse Eli- 
minationen imd eine Quadratur ermitteln kann. Diese Quadratur ist 
aber im gegenwartigen Falle uberfltissig. In der Tkat, kennt man 
eine Normalform des Pfaff’schen Ausdrucks [Vo']j oder, was dasselbe 
bedeutet^ ein beliebiges vollstandiges Integral der partiellen Differen- 
tialgleickung: 

^ = [^i] + 2/2 [^2] H K yv[tv\ = 

so erhalt man durck gewisse Eliminationen alle 2 m — 2v 1 Haupt- 
integrals kinsicktlick y^ — 0 von der linearen partiellen Differential- 
gleickung (31), und aus iknen die Hauptintegrale des Jacobi’scken 
Systems (5) kinsicktlick x^ = x^^ , . Xv = x^ ^ wenn man die y mit 
Hiilfe von (30) eliminirt; mittels dieser Hauptintegrale aber lafst sick 
nack Art. 364 okne weiteres eine Normalform von Vq' kerstellen. 

Das volistandige System F mit den Independenten (43), das zu 
dem Pfajff^scken Ausdruck [V^'] gekort, reduzirt sick auf die einzige 
Gleickung: 

und man schliefst daraus leicht, dais auch in dem vorliegendem Falle /J) 
die Reduktionsmethode der vorigen Nummer als Spezialfall in der all- 
gemeinen Theorie von Kap. VI, § 4 enthalten ist. 

Nur im Falle y) erweist sich das Yerfahren des vorigen Artikels 
als eine leiehte Modifikation der allgemeinen Lie’schen Theorie, da ja 
in diesem Falle der Pfaff’sche Ausdruck [V/], auf den sich V^' ver- 
moge der Substitution (30) reduzirt, nicht bedingungslos ist, sondern 
vielmehr die Klasse 2 m — 2v besitzt (Art. 305). 

378. Wir haben bisher die drei Falle a), f) und y) getrennt 
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behandelt, und anrserdem noch jedesmal zwei Mogliclikeiten unter- 
sckieden, je iiackdem das gegebene v-gliedrige Involutionssystem uach 
V Ton den Variabeln . . p,„ auflosbar ist, oder nicht. Bs ist aber 
leicbt zu seben; dafs diese TJnterscheidungen ganz unwesentlich sind. 

Es sei zunaebst ein v-gliedriges, von 0 nicbt unabhangiges Invo- 
lutionssystem: 

(44j ' ^0 

vorgelegt. Schreiben vrir darin; 

(45) x,a+ i = = Pi (7 = 1,2,.. m), 

11 m -j-l 

und setzen wir ferner: 


so bilden die Grleicbungen: 

(46) #,(»! . . Xm+i, . . q,u+ 1 ) = C; (i= 1,2,.. v) 

ein v-gliedriges bomogenes Involutionssystem, d. b. die sind in den 
q bomogen nullter Ordnung und gentigen den Identitaten: 


m-fl / 


Tq 


In der That gelten vermoge der Substitutionen (45) die Identitaten: 

%»+l ^Pk 

SF^ 2 ,, 




SSm+l ^ ^Ph il 

und man bat infolgedessen: 


{Ti — 1, . . m-, * == 1 , 2, . . v). 








wenn auf die linke Seite dieser Identitat die Substitutionen (45) aus- 
gefiibrt werden. Ist solcberweise das Involutionssystem (44) auf das 
bomogene Involutionssystem (46) zurucbgefubi-t, so bat man bei der 
Integration des letzteren natiirlicb die zweite Definition des Integral- 
begriffs zu bevorzugen (Art. 302). Aus jedem m + 1-gliedrigen Glei- 
cbungensystem in den Variabeln iCi . . das die Rela- 

tionen (46), nicbt aber die Gtleicbung q,n+i — 0 umfafst, und die 
Pfafif’scbe Gleicbung: 
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[- qn^j^idXuJ^i = 0 

erfiillt, erhalt man dann vermittelst der Substitution (45) die m -[- 1 
Definitionsgleicbungen einer Integral- des gegebenen Involutions- 
systems (44) und umgekebrt. 

Man erkennt aucb, dafs die Integrationsoperationen, welcbe nach 
Art. 354 zur Integration des bomogenen Involutionssystems (46) er- 
fordert werden, nacb AnzaM und Ordnung mit denjenigen tiberein- 
stimmen, die nacb demselben Artikel zur Integration des gegeben In- 
volutionssystems (44) dienen. 

379. Demnacb batten wir uns in diesem und dem vorbergebenden 
Kapitel von vorneberein auf die Betracbtung der Palle j(3) und y) be- 
scbranken konnen. 

Es sei nun: 

(47) Fi{x^x^ . . Xrr,p^ •.Pm) = Ci (^ = 1 . . v) 

ein v-gliedriges Involutionssystem vom Typus j 3 ) oder y). Nacb Art. 352 
diirfen wir dann obne Bescbrankung der Allgemeinbeit annebmen, dafs 
sicb die Gleicbungen (47) in der Form: 

(48) X'j^ = (p^ (Xq^i . , Xn^*^ . . Xq = ^q(Xq^i . . Xn^ 

(48a)p^+;, = . . X,u, Pt . -^Pm) ,.v — q) 

auflosen lassen. Dabei ist q irgend eine Zahl der Reibe 0, 1^ . . 
im Palle q = 0 kommen die ersten q dieser Gleicbungen in Wegfall, 
und das vorgelegte Involutionssystem (47) ist nacb_Pi..|)v auflosbar; 
im Palle q — v entbalten die Gleicbungen (47) keine der Variabeln 
Pi * • Pinp Integration ist trivial (Art. 301). Ist aber 1 ^ p ^ — 1, 

so fubren wir mittels der nacbstebenden bomogenen Beriibrungstrans- 
formation der 2m Variabeln XiPii 

=^Q — ^^5 

Pi=Pi', ■■ Pf, Pe+h = PQ+h + (h=l..m — Q) 

statt der Xipt die Xip[ in die Grleichungen (48) (48 a) ein, wodurch 
diese die folgende Form annehmen: 

(49) == 0, . . = 0, 

(50) = ..jpm) (^ = 1,2, .. 1 ^ — 9 ). 

Nun verwandelt sicli bei einer bomogenen Berubrungstransformation 
jedes InTolutionssystem wieder in ein solcbes; d. b. man bat identiscb; 
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(51) 

(52) 


(jP^-^h + PQ-\~k ^ 


(i= l,,.Q^,lc,h = ly.v~Q), 


iind war gelten diese Beziehungen nicht nur vermoge des Gleichnngen- 
systems (49) (50), sondern liberhaupt identisch, da ihre linken Seiten 
die Variabeln . .pj nicht enthalten. Die Relationen (51) 

schreiben sich aber so: 




(i == 1, 2, . . p; 7i = 1, 2, . . V — q), 


d. h. die Gleiehungen (50) erhalten vermoge (49) die Form: 

(d3) * 'Pm) (Ji . V oj. 

Die Integration des vorgelegten Involutionssystems (47) kommt nun 
im FaUe |3) darauf Finaus, alle m + 1-gliedrigen Gleichungensysteme 
in s, . . XmPi . ■ p'n zu bestimmen, welcFe die Kelationen (49) und 
(50) umfassen, imd die Pfaff’scFe Gleichung: 

dis — Pi dxi — Pm dx'm = 0 

erfiillen, oder, was dasselbe besagt, aUe m — p 1-gliedrigen Glei- 
cbungensysteme in den Variabeln: 

aufzusuchen, welcbe die Gleichungen (53) umfassen und die Pfaff’sche 
Crleiebung: 

ds — p^j^idx^ji-x p'mdx’m = 0 

befriedigen. Daruacb ist das Integrationsproblem (47) auf das Glei- 
chungensystem (53) zuruekgefubrt, und das letztere stellt mit Riick- 
sicht auf die Beziebungen (52) ein v — p-gliedriges Involutionssystem 
mit nur m — q Independenten x^j[.i . . xiu dar. 

Ebenso verlangt im Falle y) die Integration des gegebenen In- 
volutionssystems (47), wenn die zweite Definition des Integralbegriffs 
(Art. 302) gewaHt wird, die Aufsuckung aller m — v-gliedrigen Grlei- 
chungensysteme, welcbe die Relationen (53) umfassen und der Pfaff’scben 
Gleicbung: 

P^+idx^^i -f- • • -i-pmdx^ — 0 

gentigen; diese Integration kommt also wiederum auf diejenige der 
Gleicbungen (53) binaus, die jetzt offenbar ein v — p-gliedriges ho- 
mogenes Involutionssystem bilden. 

Hat man solcberweise im Falle /3) alle Integral-Jf;,, im Falle y) 
alle Integral des Involutionssystems (49) (50) gefunden, so er- 
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halt man daraus mittels cler obigen Beruhrungstransformation alle In- 
tegrale des urspriinglichen Involutionssystemvs (47). 

Indem wir die Resultate dieser und der vorigen Nummer zu- 
sammenfasson imd Art. 351 beriicksichtigen^ konnen wir schliefslich 
den Satz aussprechen: 

j^Die Aufsuchimg alter ekva vorJiandenen gemeinsamen Integrate 
letiebig vorgegehener partietter BifferentiatgteicJmngen 1. Ordnung mit 
einer TJnhelmnnten s and n itnablimgigen Verdnderlichen tafst sich ent- 
iveder dnrch Uofse Differentiationen und Eliminationen ertedigen^ oder 
erfordert aufserdem nocli die Integration eines geivissen Invotutionssystems 
der Form: 

Pi = Pv+i • (^* — h 2,,. V 1)F 


§ 3. Die Hamilton-Jacobi’sche Theorie. 

380. Die sogenannte Hamilton-Jacobi’sche Theorie der dynamischen 
Differentialgleichungeii beruht auf einer Reihe analytischer Thatsachen^ 
die mit den Ergebnissen dieses mid des vorigen Kapitels im engsteu 
Zusammenhang stehen. 

Wir stellen folgenden Doppelsatz an die Spitze: 

Es sei ein Jcanonisclies System geivdlinticher Differentialgleichmgen: 

dji _ dp. _ ^ A- _ 1 9 

dt 8pJ dt dgf^ ^ ' 


gegehen^ worin . . gm, PtP^ * - 'Pm die unbehannten FunMionefiy t die 
imdbhdngige Varialte, ferner: 

( 2 ) 

eine lelieUge Funlction der 2m -\-l Verdnderlichen: 


(3) ty g^^ . . g'w; PuP^y • - Pm 

bedeutei 1st dann: 

(4) ^ ~ t(gi? g^} ' ' o'l , Cg ; . . Ctji) 4“ 0 

ein mllstdndiges Integral der partiellen Differentialgleichung: 

dz dz ^ 

W,’ ■■ Hn, 

SO erhdlt man die altgemeinen Integratgleichmgeu des hanonischen 
Systems (1)^ indem man die 2 m Betationen: 

( 6 ) = = 

nach den 2m arbitrdren Konstanten Cj, . . Cm, c/ . , Cm anflost. 


( 5 ) 


dt 
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Umgekelirt, sind die allgemeinen Integralgleichmgen des 'kanonischen 
Systems lekannt, so Icennt man auch diejenigen IntegralfunMionen: 

= (t=l, 2, ..m). 

( 8 ) Ql, = 

die sich vermbge t = % ie^io, anf die vorgescJirieheneu Konstanten 
nnd pP redu^iren; dann wifd ein vollstdndiges Integral der partiellen 
Differentialgldchung (5) folgendermafsen erhalten: 

Man sulstituire in dem Ausdruch: 

/m ! i ^ ir 

( 9 ) + + 

fur die gi, pt bem. Hire Werte (7) (8), wodurch derselbe die Form: 
annelmen mbge, Dann tilde man das Integral: 

t 

y(t, 9? • • cp? • -K) = t 

't 

und ersetse nach Ausfiihrung dieser Qmdratmr die Grbfsen p\- -P^^ durch 
Hire aus den Gieichungen (7) folgenden AusdrUcke in den Variabeln: 

( 10 ) , 2 ?-- 2 ^ 
begeichnet man das JResultat dieser Substitution mit 

so ist die Gleichung: 

(11) 2?--2«) + <; 

ein vollstdndiges Integral der partiellen Differeniialgleichung (5) mit den 
artitrdren Konstanten gj . . c. 

381. Der erste Teil des Satzes ist eine unmittelbare Folge von 
Kap. Sn § 2; nnx den zweiten Teil zn beweisen, wollen wir zunachst 
die funktionentheoretisehe Bedentung des darin genannten Eliminations- 
prozesses naber erlautern. Zu diesem Zwecte yerstehen wir niiter: 

(^^3 ^9 9.t • • Px • ‘jPm 

eine Stelle, an der die Funktion E regular ist. Dann besitzt die 
lineare bomogene partielle Differentialgleicbnng 1. Ordnnng; 
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(13) R+{-S,/)-0>), 

ein System von 2 m Hauptintegralen: 

. (l,ny Pi . Pi . ^Pm) (i = 1, 2, . . m), 

die an der Stelle (12) regular sind und sich vermoge t = t bezw. anf 
qi und Pi rednziren. 1st dann: 

( 14 ) 

eine beliebige, in der Umgebung von (12) gelegene Stelle^ an der die 
Funktionen Ki, il/ ebenfalls regular sind, so lassen sich die 2m 
Relationen: 

(15) qp = Kr, pP = Hi (i =- 1, 2, . . m) 

in der Form (7) (8) auflosen, und zwar sind die recbten Seiten dieser 
Gleichnngen gewohnlicbe Potenzreihen der 2m + 1 Grrofsen: 

(16) t — r, qP — qi] pP —pi (i = 1, 2^ . . m) ; 

sie ergeben sicb durcb eine einfache Variabelnanderung (Art. 48) bezw. 
aus den Potenzreihen Ki und JT; nnd rednziren sich vermoge t = t 
bezw. auf qP und pp. 

Die im obigen Satze mit v und V bezeichneten Funktionen sind 
nun nach Art. 38 oflfenbar ebenfalls gewohnliche Potenzreihen der 
2m “1- 1 Grrofsen (16), da ja die Funktion (9) an der Stelle (12) re- 
gular ist. 

Es sei nun: 

(17) j^i • • ^myPi • • Pm 

irgend eine andere, in der Umgebung von (12) gelegene Stelle, an der 
die Funktionen H, Ki, TIi samtlich regular sind, und an weleher heine 
der leiden FunUionaldeterminanim: 


(18) 


■ . Km\ 

p,J 


(19) 


. . iTm\ 

Wl 9'2-- QmPiPi-- pj 


verschwindet-, die Esistenz einer solchen Stelle werden wir sogleicli 


1) Das Symbol ((paji) hat in diesem § immer die Bedeutung: 
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nachweisen. Ferner seien bezw. /?/ die konstanten Werte^ welche 
die Funktionen K; bezw. Tli an dieser Stelle annehmen. Da nun die 
rechten Seiten der Grieicbungen (15) sich als gewolnilicbe Potenz- 
reihen der 2^+1 Grrofseii: 

(20) t — t, q, — q,-, p, — p, (i = 1, 2,.. m) 

darstellen lassen, und die Deteminante (19) an der Stelle (17) yon 
Null yersctieden ist, so kann man (nach Art. 39) die ilelationen (15) 
in der Form (7) (8) auflosen, und die rechten Seiten dieser Glei- 
ehungen werden gewohnlicbe Potenzreiben der 2 m. -|- 1 Grofsen: 

(21) t — X, qp — cc;, pP — (?: = 1, 2, . . m), 

m. a. W.; die Funktionen x, und jr,- sind, als Funktionen der 2 m 1 
Variabeln t, qp, pP betrachtet, an der Stelle: 

X, . . ttm, /3i . . 

regular, und reduziren sich daselbst offenbar bezw. auf q-,, p , . Aus 
Art. 38 folgt jetzt, dafs auch die Funktionen v und V des vorigen 
Artikels gewohnliche Potenzreiben der Grofsen (21) sind, Insbesondere 
hat V die Form: 

(22) F= ^(t — X, gO _ ^ 

Da ferner der Annahme nach die Determinante (18) an der Stelle 
(17) nicht null ist, so lassen sich die Gleichungen: 

2* ^‘(P> • • Qmj • • PnP (i = 1, 2, . . J?l) 

folgendermafsen auflosen: 

(23) p^ == q, q„ - . gO _ 

(z = 1, 2, . . to), 

und die Potenzreiben iP; reduziren sich vermoge der Substitution: 

(24) t = T , qi = qi, qp = a; (i = 1, 2, . . to) 
bezw. auf' die Konstanten pi. 

Nun sind aber die Funktionen Hi gewohnliche Potenzreiben der 
Grofsen (20); ersetzen wir darin die Differenzen pi — §,■ durch ihre 
aus (23) folgenden Werte, so erhalt man Formeln folgender Gestalt: 

worm die pi Potenzreiben der eingeklammerten Grofsen bedeuten und sich 
vermoge (24) auf resp. reduziren. Indem man endlich in (22) die 
Differenzen pP ~ durch ihre aus (25) folgenden Werte ersetzt, yer- 
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wandelt sich V in eine FunMion Si der Variabeln (10), die 

an der Stelle: 

? ^2 * • CCiCC2 • • CCm 

regular ist. 

382. Es eriibrigt jetzt nur nocli zu zeigen, dafs in der Fmgebung 
der Stelle (12) immer eine andere Stelle (17) existirt, an der alle 
Funktionen H, IIi regular sind und die Determinanten (18) (19) 
nicht verscbwinden. Die zweite dieser Determinanten verschwindet 
nicbt identiscb, da sie an der Stelle t = t den Wert 1 besitzi Nacb 
Art. 38 bleibt also nur noch nachzuweisen^ dafs die Determinante (18) 
nicht identiscb null ist. Nun besitzen die Funktionen folgende Form: 

= gi ~|— {t r) Cl/ {t • • Prn Ptn):/ 


und man bat infolge dessen: 




{t-r) 


d^i 


(26) 


Es ist also zu zeigen, dafs die m-reiMge Determinante: 

2Q,. 




{i, 'k=\,2, . . m) 


nicht identisch verschwindet. Bezeichnen wir nun allgemein mit {f} 
den Wert der Eunktion an der Stelle (12), so hat man: 


go 


d“-K, 

d^t 


ferner hestehen die Identitaten: 

dK. 

und mithin: 

d^K, 

(27) 




Aus der Definition der Hauptintegrale Ki folgt aber: 

-[ = 1. 


lai 


« la-* 




also ergieht sich aus (27): 
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Also wird die m-reihige Determinante (26) an der Stelle (12) der 
folgenden Detenninante gleich: 


(_l)m 


J d^H \ 

\ j 


(i; Tc—1;2,.. m). 


Wenn also die nach . .ptn. genommene Hesse’sche Detenninante: 


(28) 


d^H 

ciP,dPk 


(i, fc = 1, 2, . . in) 


der Funktion H nieht identisch null ist, und die Stelle (12) von vorne- 
kerein so gewahlt wird, dais die Determinante (28) daselbst nieht 
verschwindet, so ist die Determinante (18) nieht identiseh null, und 
es existirt dann stets auch eine Stelle: 


r , 2i • • imPi • • Pm ) 

an der alle Funktionen S, K{, iJ, regular sind, und die beiden Funktional- 
determinanten (18) (19) nieht verschwinden (Art. 38). Unter der ge- 
machten Voraussetzung kann man also die Gleichungen (16), oder 
auch, was dasselbe besagt, die Grleichungen (7) (8) nach den 2m 
Grofsen . . p^, p\- -pI^ auflosen, und die erhaltenen Ausdriicke in 
die Funktion V substituiren. 

Bei den sogleich zu besprechenden Problemen der Variations- 
rechnung und der Dynamik kommen in der That nur solehe Funktionen 
S in Betracht, deren Hesse’sche Determinante (28) nieht identisch 
nub. ist. Es sei noch hervorgehoben, dafs durch die Bedingung, die 
wir solcherweise der Funktion S auferlegen, auch der Fall, dafs H in 
den Pi homogen erster Ordnung ist, also die Funktionen v und V 
identisch verschwinden, von vorneherein ausgeschlossen wird. In diesem 

d S 

FaUe waren namlich die Ableitungen ^ in den pi homogen nullter 
Ordnung, also bestanden die Identitaten: 

m 

und es verschwande somit die Determinante (28). 

383. Wir mflssen jetzt, urn den Beweis der in Art. 380 auf- 
gesteHten Behauptungen zu Ende zu fuhren, noeh den Nachweis er- 
bringen, dafs die Gleichung (11) ein vollstandiges Integral der par- 
tieUen Differentialgleichung (5) definirt, wenn Si die in Art. 380 
erwahnte Funktion bedeutet. Wir betraehten die homogene lineare 
partieUe Differentialgleichung: 
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(29) + 

mit den 2 m -j- 2 Independenten: 

(30) 

Die Hauptintegrale liinsichtlich t = x dieser Gleicliiing sind nach 
Art. 308 die folgenden: 

^ . . Km, n, . . 77,0; H, , . Hm, 

mitliin besteht die Identitat: 

ch'^-HcU — PmdXm = d{B — V) — n^dE^ UmdKmj 

worin die Differentiate anf der rechten Seite sicb anf alle 2 m + 2 
Variabeln (30) bezieben. Die Gleicbungen: 

(31) * - V(t, Z. . . K„ JT. . . 7IJ + c, iT. - 5.» . . E„ - < 

definiren also ein vollstandiges Integral der partiellen Differential- 
gleicbnng (5), wenn man nnter den die Ableitungen verstelit^ 

und unsere Behauptung ist erwiesen^ da ja die Relation (11) durch 
Elimination der pi aus den Gleicbungen (31) eiitstebt. 

Wie aus Art. 382 ersicbtlich ist, bestebt die eigentumlicbe Scbwierig- 
keit dieses Eliminationsverfabrens darin, dafs die Funktionaldeterminante 
(18) gerade an der Stelle (12), die der Definition der Hauptintegrale 
Ki, lit zu Grunde liegt, imd iiberbaupt an jeder Stelle, fiir die t — r 
ist, verscbwindet (vgl. die Bemerktingen iiber Integralconoide in Art. 317 
und 331). 

Diese Scbwierigkeit kann man leicbt dadurcb umgeben, dafs man 
die p; aus den Relationen: 

m 

V(t, n„) + 2 + c 

1 

eliminirt (Art. 313); das so erhaltene vollstandige Integral: 

g = Si'{t,q^..q^,pl..pD + c, 

besitzt jedocb fur die Probleme der Dynamik nicbt dieselbe einfacbe 
Bedeutung wie das Integral (11). 

384. Die bisberigen Entwickelungen dieses § steben in naber Be- 
ziebung zu dem folgenden Problem der Variationsrechnung: 

V. Weber, Das Pfaffscbe Problem. 34 



530 


Kap. XIII. InTolutionssysteme. 


[ 384 ] 


Man soli m FunMmien ^ 1^2 ‘ unahhangigen Variaheln t 

so hestimmen^ dafs die Variation des Integrals: 


I 

B ^ Ql • • 


verscJiwindet, wem die Variationen dt, dq^ an den heiden Integrations- 
grensen ghieh Null angenommen warden. Dabei ist: 


dt 


(i = 1, 2, . . m) 


gesetzt, und von der Funktion ® wird nur vorausgesetzt , dafs ibre 
naeb q^ . . genommene Hesse’sche Determinante: 

8^^ 


( 32 ) 




[i] h — m) 


nicbt identisch null ist. 

Fur die Variation dS flndet man: 


d8= f ^d(6t)-\- f S0dt = [0df{—J^dtdt-i- f 


J ^ ' 'J 

t t 


d 
r 


dg^dt 


't t 

-iM-j 

Ti t t 

t % t 

Nun hat man aber durch partielle Integration: 

J dq: -di- 8^ -^jTtwr 

it U Jit ^ -^l 


femer: 


fl^,dq:dt-f^ ~dqrdt== J -J Sq^t, 


und man erhalt sonaeh: 
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(33) dS= [®sq]+/2'(|| - r, U) (««. - 


■f 3i ^0 


Da nun die Variationen dt, dq^ an den Integrationsgrenzen ver- 
schwinden sollen^ so erhalt man als notwendige und hinreiclieiide Be- 
dingungen fur das identisclie Versckwinden der Variation dS die 
folgenden: 


(34) 


d_ — 0 


(s = 1, 2, . . m), 


Oder etwas ausfiilirlicher geschrieben: 


m m 

^ 

^ dq;dq^ dt^ ^ dq[ dq^.'^’^ dqfdt dq., 


{i=l,2,.. m). 


Es sind dies m gewohnlictie DifPerentialgleichungen 2. Ordnung^ 
die sich nach den Ableitungen: 


auflosen lassen. 

385. Es sei nun: 


dt^ ’ dt^ dt^ 


* • fc; 2l ; 22 


2m 


eine Stelle, an der $ regular ist, und die Determinante (32) niclit 
verscbwindet; ferner mogen die Ableitungen an dieser Stelle bezw. 
die Werte pi annebmen. Dann lassen sicb die G-leicbungen: 

da/ 


(35) 


Pi 


(i = 1,2,.. m) 


folgendermalsen auflosen: 

(36) g_[ = Di(^ — T, — 2m, — A • • p™ — Pm) 

(i =- 1, 2, . . m), 

und die Potenzreiben 0/ reduziren sich vermoge i *= tr, qi — qi, pi ^ pi^ 
bezw. auf die Konstanten q/, 

Wir bilden jetzt den Ausdruct: 

(37) i)l2/ + i?2&' + • • 


und substituiren hierin ftir die q/ — q-, ihre ans (36) folgenden Werte, 
Dadurch erhalten wir eine Punktion: 

34 -*^ 
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die an der Stelle: 


(38) 


• • Pm 


regular ist; sie wird die ^^reziproke Punktion^^ von 0 genanni. 

1st f irgend eine Funktion der 2m -f- 1 Variabeln % q!, so be- 

zeichnen wir mit \f] die Funktion^ die ans ibr entsteht^ wenn man 
die g/ durch ihre Werte (36) ersetzt. Dann findet man: 


(39) 


££- 






d_H 
2 4 


r__ "V 


(d^\ 

\H\ 


d^E 

op.dpi. — dp^' 


Aus der letzten dieser Gleicltungen folgt, dafs die Determinante: 


( 28 ) 


d^E 
dp, dp,, 


{i,k = I . . m) 


an der Stelle (38) nicht null ist. Man liat femer; 

/_n— 


nnd die Gleiciiungen (34) nehmen vermoge der Variabelntransformation 
(36) folgende Form an: 

|i?l — — IE 

. dt \dqj dq,' 


Wir erbalten solcherweise das kanonische System: 


(40) 


^^d_E^ ^^__d_E 
dt dt dq^ 


(i=l,2,.. m). 


Es sei jetzt: 

(^1) ht- tn^ • ■ C 

eine in der TJmgebung Ton x, % q/ gelegene Stelle, an der ® regular 
und die Determinante (32) niebt null ist. Ferner setzen wir: 


(42) 



Die recbten Seiten dieser Gleiebungen entstehen aus den recbten Seiten 
Ton (35), indem man darin t, qt, q! bezw. durcb t, q^, g/o ersetzt, sind 
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also gewohnliche Potenzreihen der 2 m -|- 1 Grofsen: 

t - X, g-.o — g,; g/<> — g/. 
Perner ist H an der Stelle: 


( 43 ) 

regular, und die Determinante (28) verscliwiiidet daselbst niclifc. Aus 
der Entstehung des kanonisclieii Systems (40) folgt jetzt ohne weiteres 
die analytische Thatsaehe: 

Definiren die 2 m Gleichungen: 

(44) g, = x^(t, gO . • 3® , • . pi) (i == 1, 2, . . m) 

(45) p^ = g» . . g«^, pi . . p^) (i = 1, 2, . . m) 


diejenigen Integralfmhtiomn des kanomschen Systems (40), die sick ver- 
moge t — x hem. auf qp und pi^ reduziren, so liefern die Gleichwngen: 


2 , 




(^ = 1, 2, . . m) 


die IntegralfunMionen des simidtanen Systems (34) von der Eigenschaft, 
dafs vermoge t = x die Fmktion qi in die Konstante g*® und g/ in g/° 
ubergekt. Umgekekrt, stellen die Gleichungen: 


Mi, t ■ • O 


(i =1,2,.. m) 


die eben gemnnten IntegralfunMionen des simultanen Systems (34) dar, 
so definiren die Belationen: 

% = \ (i, 2i • • €> ■ ■ (^A) (i = 1 • ■ m) 

(46) p, == ||-, (* = 1, 2, . . m) 

die vorhin erwdhnten IntegralfunMionen des kanonischen Systems (40), 
wenn man auf den rechten Seiten der Gleichungen (46) die qi durch 
ihre AusdrUcke: 

dh 

dt 

ersetzt. 

Die Integration des simultanen Systems (34) kommt somit auf 
diejenige des kanonischen Systems (40) hinaus, und umgekehrt. 

386. Vermoge der Pormeln (39) hat man; 

also kann das oben mifc S be^eiclinete Integral so geschrieben werden: 
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^ If + ■ ■ + S ~ 

t 

Wir deiiken uns in der Fnnktion unter dem Integralzeiclien die p,, (p 
diirch ihre Ausdrucke (44) (45) ersetzt, sodann die Integration zwischen 
den Crrenzen r und t ausgefukrt und die so erhaltene Funktion wie 
friilier mit: 


bezeiciinet. Um die Variation 8 V nach der Formel (33) zu bereclinen^ 
bezeichnen wir die Variationen von qP, pP an der untern Iiite- 
grationsgrenze mit ^pP beacbten, dafs der in (33) unter 

dem Integralzeicben stebende Teil der Variation 8 V identiscb ver- 
scbwindet^ da ja die Xf, Tti Integralfunktionen des kanonischen Systems 
(40) sind, und die linken Seiten der Grleicbungen (34) vermoge (35)^ 


mit den Ausdriicken 


dt 


B jBT 

+ o — libereinstimmen. 


mit Riicksicht auf (35) (37) (44) (45): 


Man findet souach, 


^ -r r 2 F . , dV ^ ^ F c. 0 , ^ F , ,, 


Zj 32/ 


3pO 


(47) 






.x^ 


• 5 

Ut' 1 


7t 


)dt 




Es ist dies eine Identitat^ die fiir jedes beliebige Wertsystem der 
2w + 2 Variabeln: 

und iiirer Differentiale stattfindet, wenn 


d'xi 


d 'A, 0% 

df + 


dt 


dt 


• m B H • 


jLi Sp ' 


gesetzt wird. 

Identifiziren wir jetzt unsere Funktion H mit dem in Art. 380 
ebenso bezeichneten Ausdruck, und yersteben wir unter K;, I!,- wie 
friiber die Hauptintegrale der linearen partiellen Differentialgleicbung 
(13) binsicbtlicb t = x, so lassen sich die Relationen (15), oder aucb, 
was dasselbe besagt, die Relationen (44) (45) folgendermafsen auflosen; 

(48) (*=l..w) 

(49) p. = m. (t, 2 » . . 3 ^ (i = 1 . . m) 
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und die so erhaltenen Ausdrucke fiir die in V substituiren, wodurch 
diese Funktion in: 




ubergehe (Art. 380). Offenbar entstebeu die co, aiis den dadurch, 
dafs man darin die pP durcb ibre Ausdrucke cd^ ersetzt. 

Ersetzen wir nun aucb in der Identitat (47) die pp tiberall durcb 
die G)i und versteben wir unter dcof den Ausdruck: 


^ CO 3 CO 3 O) 3 0) 


d% 




jLi ?!Z/ 




SO erbalten wir das Resultat: 


E[r., q\ . . ql, «, . . coj dr — H(t, (J^ . . q^, ST^ . . c7j d 


also gelten die Identitaten: 


(50) 

(51) 

(52) 


da _ 

rt 

3Sl 


Cff,, p 


da 


dqfi 


CO,: 


— q,n,'55y . . to,„) 

<A • • • . oj- 


Diese Identitaten bestehen fur jedes beliebige Werfcsystem der 
2 m + 2 Variabeln: 

t, 2 : . • 2 ? ■ ■ <ilc 

Die Bezieliungen (50) zeigen^ dafs die Relationen: 


(53) 


da da , 


[i = 1, 2, . . m) 


mit den Grleichungen (48) (49) identiseb sind, also die cdlgemmen 
Integralghichuwjen des hamnischen Systems (40) darstdhn. 

Die Gleiehungen (51) (52) konnen nunmekr so geschrieben warden: 


da 

dt ' 

da 

dr 


E 


('■ 


3i 


da ajSx 




^3 

dqf 


da\ 

HJ’ 
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sie zeigen also^ clafs als Funktion der Variabeln (h 
tracktetj die parti elle Differentialgleichung: 


(54) 


^ ^ I TT* / 4 . ^ ^ ^ 

Ft + ^ 


ez 

Sim 


qm be- 


und als Fuuktion von t, 2 ® . . 2® betracbtet, die Differentialgleichung: 


dz 

dr 


H 


t, gl . 




0% 


dz 

sc 


= 0 


identisch befriedigt. 

Wir wolleii nocb kervorbeben, dafs wir die Punktionen jr, im 
Obigen lediglich als Punktionen yon tj pi^ definirt babeu, wabrend 
die Art und Weise^ auf welcbe die Variable t in diese Punktionen 
eingebt, strong genommen nocb einer besondern Untersucbiing bedarf. 
Analoges gilt nattirlicb binsicbtlicb der Abbangigkeit der Punktioii 
yon der Variabeln r. Dock -wollen wir diese Untersuebung; die iibrigens 
keiiierlei prinzipielle Scbwierigkeit darbietet, der Ktirze balber tiber- 
gehen und nur binzufilgen, dafs in dem fiir die Mecbanik besonders 
wicbtigen Fall, wo S yon t nicbt abbangt, die Punktionen itf die 
Variable t ausscbliefslicb in der Verbindung t — t enthalten, und 
infolgedessen £l als Funktion der Variabeln r, . . q^^^ obne wei teres 
definirt ist. 

Dafs die Funktion SI die partielle Differentialgleicbung (54) er- 
fulltj wurde sohon in Art. 383 bewiesen. Ebenso wissen wir aus 
Art. 380, dafs die Relationen (53) die allgemeinen Integralgleicbungen 
des kanonischen Systems (40) darstellen, wenn die q^^, als arbitrare 
Konstanten betracbtet werden; dock erkennen wir jetzt iiberdies, dafs 
diese Konstanten bezw. mit den Werten, welcbe die durcb (53) de- 
finirten Fuiiktionen q,, p; an der Stelle t = r annebmen, identiscb sind. 

387. Um die yorstebenden Eesultate auf die Probleme der Mecbanik 
anzuwenden, yerstehen wir unter t die Zeit und unter . . q,„ so- 
genannte Lagrange'scbe Koordinaten eines dynamiscben Systems, d. li. 
unabbangige Variable, durcb welcbe die Position des dynamisclien 
Systems definirt wird. Nebmen wir, um die Ideen zu fixiren, an, dafs 
unser System aus v materiellen Punkten mit den Massen 
und den cartesiscben Koordinaten: 

Vh (i = 1, 2, . . v) 

bestebe , und dais diese 3 v Koordinaten an 3 v — m Bedingungs- 
gleicbiingen: 

(55) . . XryvZ.t) = 0 ^ m) 
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gebimden seien, so tann man mittels dieser Gleicliiiiigen die Grofsen 
Xiyiis, als Piiiiktionen yon m uiiabhangigen Variabeln und yon 

t in der Form: 


X'l ((^ji ^2 • • I 

yi = n, ish <h • • 2m 0 (* = 1; 2, . , v) 

= ?/( 2 i 22 • • <lmty 
darstellen. Aus den Formeln: 


(I X. 
lit 






etc. 


ergiebt sich dami fiir die lebendige Kraft des dynamischen Syrjtems: 

V 

1 

folgende Darstelliing: 

in m 

(5t3) T - • 22 •+2 h,qi -y a {a,k-~' ak?l, 

1 1 


worin die itf/i, hi, (t Funktionen der -f” 1 Variabeln be- 

deiiten, und die Determinante ' aik\y d. b. also die nacb den Variabeln 
([' genoinmene Hesse’sche Determinante yon T nicht identisoh null ist. 
Wir nehmeu ferner an, dafs eine Kraftefunktion: 


Uif, <Mii • • 2m) 


existkre. Durcli Angabe der beiden Funktionen T und U ist dann 
das dynamisclie Problem vollkommeii cbarakterisirt. 

Idimtifiziren wir jetzt die Funktion ® des Art. 384 mit der Funktion 
T+ IJ, so nehmen die Differentialgleicbungen (34) die Form an: 


(57) 


.1 = 

dtdq! ^ dfJi dif 


(i = 1, 2, . . m). 


Eh Hind dien die woblbekaimten Layranye’ schen Difforential- 
f/lcichiimjm der Bewegimg unseres dynamiseben Systems. 

Darans folgt der Satz: 

Die Integralfmktionen qi der Lagrange’ schen Diff'ercnUalgleichimgen 
(57) und nur diese kahen die Eigensclmft, dafs fiir sie die Variation 
des Integrals: 

t 

f(T+ U)iU 


( 68 ) 



538 


Kap Xm. Involutionssysteme. 


[387J 


identisch verschwindet, wenn die Variationen von t, ^ den bdden 

Integrationsgremen gleich null angenommen werden, m. a. W.: 

Sind irgend mei den Zeiten t und t entsprecliende Positionen 
2i * * dynamischen Systems gegeben^ so ist die 

wirldich stattfindende Bewegung misehen diesen beiden Positionen derart, 
dafs das Integral (58) Ideiner'^) ist, als wenn das System gemmgen 
iviirde, sich unter den gegebenen Bedingmgen (55) auf irgend eine andere 
Artj aber innerlialb der gleichen Zeit t — r von der ersten Lage in die 
moeite m bewegen. 

Dieser Satz ist in Deutschland unter dem Namen ,, Hamilton sclies 
Prin^ip^^ bekannt. 

Ist H(t, . . 2770 • • Ptn) die FunUion^ die man aus 

Pill H bPmlm ~ T— U 


erlidlt, ivenn daraus die 2 / mittels der Belationen: 


Pi = 


dT 

HI 


eliminirt werden, so bestcht misehen den Lagrange' schen Qleiclmngen (57), 
dem hanonisclien System: 


(59) 


dt dp^ ’ clt d(if 


= m) 


und der partiellen Bifferentialgleichung: 

folgender Zusammeyihang : 

Aus den allgemeinen Integralgleichungen: 

(61) q. = ql ..piy, p, = ® (t, ql . . p^) 


des hanonischen Systems (59) erhdlt man durch Differentiationen und 
EUminatwnen die allgemeinen Integralgleichungen des Systems (57)^ d, k 
die Beivegungsgleichungen des vorgelegten dynamischen Problems: 


q,^lc.(i,ql..ql q^K.q'J^) 


(i = 1, 2, . . m), 


md imgekehrt gewimt mm cm dm letsterm durch JDifferenticdionm 
und Miminationen die ersterm wieder (Art. 385). 


1) Vorausgesetzt, dafs das Wertsystem einer gewissen TJmgebung 

der Stelle angeh5rt; vgl. hierzu Jacobi, Yorlesungen iiber Dyaamik. 
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Ferner erhdlt man ein vollstiindiges Integral: 


s = Slit, + c 


der imrtiellcH D iff emit ialgleichmg (60), indem man in dem Ausdmclx: 


Ih 


dJI 

op. 


+ ’ * + P»i p 


dll 


H 


die q,j p,, ditrch Hire Werte (61) ersekt, dann nach t mvisclien den 
Grenmi t and t integrirt^ and hinterher mittels der m Gleicliungen 
== X, die eliniinirt (Art. 380 — 382). 

Umgeliclirt lassen sicJi mit Hiilfe eines belieUgen vollstdndigen 
Integrals: 

^ ft • • (Im, C'l . . On) + C 


der partiellen Differcntialgleieliung (60) die allgemeinen Integralgleiclmngen 
des hinonisohen Systems (59) in der Form: 

dip dip /• 1 N 


darstellen (Art. 380), 

Wir erwalinen nocli, dafs II als die „Ilamilton’sche Funktion^^ und 
i.<i als die ^,Priuzipalfiinktion^^ dey vorgelegten dyiiamischen Problems 
bezeiclanefc wird. 

Die Integration der Lagrange'sehen Gleicliungen erfordert nach 
dem vorstehenden Satz imr die Ermittelung eines volLstandigen Inte- 
grals der partiellen Differentialgleichung (60)^ die wir so schreiben 
%vollen : 


(62) i) + Hit, q^ . . q„„ 2 >i . . jj„,) = 0 ; 


liierin liabeu also die qx folgende Bedeutung: 


dz 

at’ dq^ 


Die Integration der Gleichiing (62) kommt auf diejeiiige der 
lineareu bomogeuen partiellen Differentialgleichung: 


(63) 


^_L 'V ( K — 0 

dt^ ^ \dp,, dq, dq, dpj 


hinaus, und kanu nach der Methods des Art. 369 durch je eine Operation: 
2m, 2m — 2, .. 4, 2, 0 

erledigt werden. 

388. Besonderes Interesse heansprucht der Fall, dal's sowohl die 
Kraftefanktion U als auch die Bedingungsgleichimgen (55) TOn t frei 



540 


[388] 


Kap. XIII. Involutionssysteme. 


sindj und infolge dessen auch H die Variabeln t nicht enthalt. Daiin 
besitzt die lebendige Kraft folgende Form: 


nnd man findet: 




worin naturlich T mittels der Gleicbungen pi, = 




durcb die Variabeln 


9[i • ’ QmPi • • Pm auszudrucken isi 

Jetzt ist JET ein Integral der linearen partiellen Differential- 
gleicbung (63); und die Integration von (62) erfordert infolgedessen 
nach Art. 369 nur mehr je eine Operation: 


(64) 2m ~ 2; 2m — 4; . . 4; 2, 0. 

Die Tbatsache; dais E die Gleicbung (63) erfiillt; kommt offenbar 
darauf binaus, dafs die Funktion T — U von t frei wird, wenn man 
darin die durcb die Iiitegralfanktionen der Lagrange’scben Glei- 
cbungen ersetzt; m. a. W. dafs im gegenvp'artigen FaUe der Satz von 
der lebendigen Kraft gilt. 

Die soeben konstatirte Integrationsvereinfacbung lafst sicb aucb 
folgendermafsen cbarakterisiren : 

Das IntegrationsproUem: 

(65) p + E(qi ■ . qraPi . . = 0 

kommt darauf Unaus, ein vodstandiges Integral der partiellen Differential- 
gleichung: 

( 66 ) H{q^ . . qraPi . . Pm) = h 

m finden, worin Ji eine arhitrdre Konstante, und q^ . . qm die Indepen- 
denten hedeaten. 

In der That, ist: 


^ — 1 ; ^) ^ 
ein vollstandiges Integral von (66); so ist: 

0 == ?P*(2i • • Q.mj 0^ . . Cm—t} ^') — M -)- C 

ein voUstandiges Integral der partiellen Differentialgleichung (65).^) 
Nacb der Regel des Art. 380 sind jetzt die allgemeinen Integral- 
gleiebungen des kanoniscben Systems (59) die folgenden: 


1) Dies folgt auch aus Imschenetzky’s Theorie der Trennung der Variabeln 
(Art. 371). 
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aiF dVf 0 9' . 

— ~ ^“- 1 ! 'dh~^~ 

89 - _ 

worin . .c,n-i, h, Yf • Tw die arbitraren Konstanten bedeuten. 

Wie man sieht, kommt jetzt die Integration von (65) auf die- 
jenige der linearen partiellen DifPerentialgieichung : 

{H,n=o 

hinauS; erledigt sich also in der That durch die Operationen (64) 
(Art 354, 369). 

Man hat zu diesein Zwecke m — 1 Funktionen : 

• • QmPi ■ . Pm) {i = 1 , 2, . . m — 1 ) 
derart zu hestimmen, dafs alle Klammerausdrucke : 

(HE;), (HE,) 

identisch verschwinden, imd die Funktionen E, H^ . , E^-^x hinsichtlich 
der Grolsen . .p,n unabhangig werden. Sodann hat man die Glei- 
chungen: 

E == Ih, E^ = . . E)i)i — 1 = Ctff — I 

nach 2h • - pm aiifzulosen^ und die so erhaltenen Werte in den PfaJff’schen 
Ausdruck: 

2\dqi + • • +P//Pi^(Zm 

zu substituiren; dieser verwandelt sich dadurch in eiu exaktes Differential : 

und die Gloiclmng = $ -f" ^ definirt ein vollstandiges Integral der 
Gleichung (6(1); womit das vorgelegte dynaraische Problem erledigt ist. 

Nach dem § 2 dieses Kapitels haben die Funktionen E, H^..En>^i 
die Eigenschaft; dais fiir jedes beliebige Wertsystem der Variabeln 
qiPi und ihrer Differentiale eine Identitat der Form: 

Pxdq, + - + Pmdq^n -^(IW+ GdH+ G,dH, + • • + G,,^x dSm^t 

besteht; worin W und G; gewisse Funktionen yon . . q^^p^ . be- 
deuten, und zwar hat man: 

^ ®(?1 . ■ 2m, -Hi . . E,n-1, E) 

Gi --- - <l>(2i • ■ 2-H; . . E.-xE) {% = 0, 1, . . m - 1). 

Die allgemeinen Integralgleicbungen des kanonischen Systems (59) 
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konnen jetzt, nach deu arbitraren Konstanten i; 

aiifgelostj so gescbrieben werden: 

j0~===== . . JSm — 1 — 1 

Q- Z= g (x^ = g^ . . G'm'—l ffm — 1; 

und die Pnnktionen Oi, Hi besitzen die Eigenschaft^ dafs alle Klammer- 
ausdriicke (q) die aus irgend zweien dieser Pimktionen gebildet 
werden, identisch versckwinden, mit Ausnahme von (GH)^ (G^H^) etc., 
die gleicb 1 sind. 

389. Durcb die Q-leicbnngen: 

0' = 0+ TJ{q^ . . gmPx ■ -Pm) 

(68) q[ = Q, (^ 1 . . Pn ) ; p! = P, {q^ ■ • Pn) (/ = 1 . . m) 

werde eine Beruhrungstransformation der Variabeln von 

der besondern, ’in Art. 201 definirten Bescbaffenheit dargestellt. Dann 
erfullen die Funktionen PiQi die Identitaten 

(P.-P,) = {QtQ,) = (P,-ft.) = 0 (i,h=l.. m-, i ^ /.•) 

(PiQ,) = 1 (i = 1, 2, . . ni). 


Sind 9 , il> zwei beliebige Funktionen der 2m Variabeln q,p;^ fflbrt 
man ferner in diese Funktionen mittels (68) die neuen Variabeln 
Qn; Pk ein und scbreibt man: 


m 

(99)«e 


d(p df 


d'tf} dcp\ 


SO erbalt man nacb pag. 375, Anm.: 


(9^)qp = (q)i>Xp. 


Es sei jetzt ein beliebiges kanoniscbes System 


(69) 


dq. dS dp. dB. 

~dt"^~"d^. (»=1, 2, ..w) 


vorgelegt, worin die Funktion E aufser den qipi auch noeb t ent- 
balten kann. 

Fuhrm wir dam in (69) mittels der Formeln (68) die neuen Un- 
lekannten ft und P, ein, so verwandelt sich das kamnische System (69) 
in das gleichfalls kanonische System,’. 
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worin H als Fiinktion der Variabeln: 

auszudrucken ist.^) 

In der That; die lineare partielle Diflferentialgleichung: 

pi) %+(BfX,-0 

verwandelt sich vermoge der Transformation (68) in die Gleichung: 

m %+(Bf)<i^-o, 

mithin auch das zn. (71) adjungirte simultane System (69) in das zu 
(72) adjungirte System (70) (vgl. Art. 73). 

390. Es sei z. B. ein dynamisches Problem diirch die Fiinktionen 
T und TJ cliarakterisirt; wobei T und und infolge dessen auch H 
von t frei sein mogen; wir bilden dann das ziigehorige kanonische 
System (69). Die allgemeinen Integralgleichungen dieses Systems seien 
wie in der Nr, 388 durch die Relationen (67) dargestellt. Gleiclizeitig 
betrachten wir nun das dynamische Problem; dessen zugehoriges kanoni- 
sches System die Form hat: 

^ dt dt 

dabei ist SI eine beliebige Funktion der 2ni + 1 Variabeln ty qiyi)h 
Fiihren wir dann mittels der Formeln: 

(74) ■■!>.)} 

^ ^ Pi = ^ 

statt der qipi die neuen unbekannten Funktionen qlpl ein, so verwan- 
delt sicli uaeli der vorigeu Nr. und nacli der Scklufsbemerkung von 
Art. 388 die lineare partielle Ditferentialgleichung: 

in die nachstebende; 


dt 


df 


dp^ 


7 + 


In der That hat man ja: 

(ii - (£1 + ff/, /)y>' 


df 


dp, 


7+W) 


VP 


1) Lie (IX) liat gezeigt, dafs auch umgekehrt eine Transformation (08), 
die jedes beliebige kanonische System (69) wiederum in ein kanonisches System 
(iO) uberfuhrt, in einer Beruhrnngstransfonnation von der Kategorie des Art. 201 
enthalten ist; er hat femer die allgemeinsten Transfonnationen (68) angegeben, 
die ein bestmmtes kanonisches System (69) wieder in ein solches verwandeln, 



544 Kap. XIT. Theorie der Funktionengruppen. [391] 


Damach nimmt das kanonische System (73) verraoge (<4) fol- 
gende G-estalt an: 

(it 

(i == 1, 2, . . h = 2,d,.. m), 

worin ift durck die neuen Variabeln t,p^ . .p'm, g-l . . Qm auszndi’iicken ist. 
Dieses Resultat konnen wir offenbar aucb so aussprecben: 

Fuhren wir in das kanonische System (73) mittels der Formehi (6i) 
die neuen Variaheln h,\. . hm—i, d,9i- • 9m— 1 und driicken ivir SI 
als Funktion dieser Chofsen und von t aus, so erhalt das System (73) 
iviederum die kanonische Form: 


(75) 


(i = 0, 1, . . m — 1). 


dhf dti dg^ dSi 

dt 301^ dt 'dll. 

SI heifst die „Stdrungsfunktion“', das dynamische Problem, zii dem 
die kanoniscben Gleiebungen (69) gehoren, beifst das „ungestorte“ Pro- 
blem, das Problem mit der Hamilton’scben Funktion H SI das 
„gestdrte“. 

Die Grofsen hi g,, die im ungestorten Problem Konstante siud, 
heifsen die „Elemente“ des letzteren, und zwar insbesondere „kanonisch(‘“ 
Elemente; sind sie zu irgend einer Zeit bekannt, so ist die Beweguug 
des ungestorten Systems durcb die Gleichungen (67) fiir alle Zeiten t 
bestimmt. Die Differentialgleicbungen (75) definiren dann die iinde- 
rungen, welcke diese Elemente infolge des Hinzutritts der Storungs- 
funktion SI im Laufe der Zeit erleiden. 


Kapitel XIY. 

Theorie der Fnnktionengrappen. 

§ 1. Verwertung bekannter Integrale. 

391. Wir haben in den beiden letzten Kapiteln zwei Typen von 
Integrationsmethoden einer partiellen Differentialgleichung 1*®‘' Ord- 
nung, bezw. eines Involutionssystems kennen gelernt. Der erste Typus 
umfafst die sog. erste Jacobi’sche, oder, -was dasselbe besagt, die 
Cauchy’scbe Metkode, sowie deren Verallgemeinerung (Art. 367), und 
ist dadurek ckarakterisirt, dais dabei die Aufsuchung alter Integrale 
eines gewissen vollstandigen Systems verlangt wird. Der zweite Typus 
■wil'd durck das in Art. 354 auseinandergesetzte Verfakren reprasentirt, 
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welches alle in Kap. XIII, § 2 angegebenen Methoden umfafst, uiid als 
die „verallgemeinerte zweite Jacobi^sche Methode^^ bezeiclinet werden 
kann. Diese Methode kommt daranf hinans, von melireren anfein- 
anderfolgenden vollstandigen Systemeii immer je ein Integral zti ei'- 
niitteln. In Art. 3G7 niid 376 haben wir iiberdies gesehen, wie man 
bei einem und demselben Integrationsproblem beide Methoden kom- 
biniren kann. 

Um ein gegebenes o^-gliedriges Involntionssystem: 

(1) f, is, a’l , . . . . 2),„) = e, {i = 1, 2, . . v) 

nach der verallgemeinerten zweiten Jacobi’schen Methode zii integriren, 
hat man zunachst ein von . , f\, verschiedenes Integral /r+i des voll- 
standigen Systems 

(2) ■ [/;/■] = 0^) ii = l,2,..v) 

zu ermitteln, was entweder nach dem in Art. 67 erklarten Jc/co&i sclien 
Verfahren oder mittels des schen Satzes (Art. 87) geschehen kann. 

Bei beiden Methoden aber kann der Fall eintreten, dais man niclit 
bios ein Integral /r+i, sondern gleiehzeitig mehrere Integrale 

(3) ir<2m + l-v) 

des Systems ( 2 ) erhlllt. Will man das Involntionssystem ( 1 ) nach der 
verallgemeinerten Cauclnf^dim Methode (Art. 367) integriren, so bietet 
die Kenntnis der Losungen (3) einen nnmittelbar ersichtlichen Vorteil: 
Die Aufsuchung aller Integrale von (2) geschieht namlich nach Art. 8 S 
nunmehr mit Hiilfe je einer Opei*ation: 

2 <)i}i -|- 1 — f — 2 m -j— 1 — T — V — 1 , . . 3, 2 , 1 » 

1 st insbesondere r — 2 m 1 — v, so erfordert die Integration von ( 1 ) 
bios mehr Dilferentiationen nnd Eliminationen. 

1 st aber r< 2 >// 4 "l ^ — '^7 will man die verallgemeinerte 
JaaMmhe Methode gebrauchen, so scheint es zunachst, als ob die 
Kenntnis der Integrale /i.+ 2 , . . fr yoe keinem Nutzen sei; denn diese 
bkmktionen befinden sich zwar mit aber im allgemeinen nicht 

mit /V 4-1 in Involution, lassen sich also bei dem nachsten Schritt des 
liediictionsverfahrens, der die Bestimmung eines von unab- 

bangigen Integrals des vollstandigen Systems 

l//] = 0, |/2f] = 0,..l/.+i/-] = 0 
verlangt, nicht nnmittelbar verwerten. 

1) In diesem Kapitel haben die Klammersymbole [99/] und (9/) bezw. die 
Bedeutungen: 

V, We’bar, Das Pfaffsche ProWem. 
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Es erhebt sich dalier die Prage^ wie man sicb die Kenutnis der 
Integrale zu Nntzen xnaclien kann, ohne auf die Integra- 

tionsvorteile der zweiten Jat^o&i^schen Methode Verzichfc leisten zu 
mussen. 

392. Die Beantwortnng dieser Frage ergibt sicb ans imserer 
allgemeinen Theorie des Pfaff^scbeii Problems (Kap. IX, § 4). In der 
That, es seien die Funktionen: 

(4) flj /2? • • A'? * • /^^ 

gegeben, nnd es sei 2(5' der Rang der alternirenden Matrix : 

(I.) wmw 

ferner 20' der Rang der Matrix (Or), die ans der ebeii hingeschriebeiien 

durch Randerung mit den Elementen ^ entsteht. Da die 

Eunktionen fi . ‘fv nnter sicb nnd mit f,.^t . .fr in Involution siud, 
so ist 20 auch gleicb dem Rang der Matrix: 

(R/) II [A+., M II il, l^l,2...r- v). 

Ferner beinden sicb unter den 20 2-reihigen Hauptunterdetermi- 
nanten von (Or) alle Produkte aus je einer 2(J-reibigen Hauptunter- 

/a /;\2 

determinants von (R/) in einen Ausdruck der Form = v). 

Bescbranken wir uns also zunacbst auf die Betracbtung des Falles ce) 
(Art. 353), so ist 0 ' = 0 -\-l, und der PfafPscbe Ausdi-uck 

R S cU — p^dx^ — • • — 

gestattet nacb Kap. IX, § 4 eiue Darstellung der Form 

(5) p. R = “F • • ~j“ Frdfr -|- Fr-\.ldfr -|- ■ • "f" Fdf, -}“ f^/s-t-l, 

wenn mit s die Zabl 0 -j- m, und mit q eine gewisse Funktion der 
Variabeln Xi, pi bezeicbnet wird. Um die Darstellung (6) zu fiuden, 
mUssen die Funktionen fr+i..fs+t so bestimmt vrerden, dais die 
Matrix 

(.®i+l) II [fifi] II («, ^ === 1, 2, . . S -|- 1) 

ebenfalls den Rang 2ff besitzt, und die Funktionen . ./;^i binsicbt- 
licb der Variabeln zXiPi unabbangig werden. Demnach bat 

zunacbst /j.+i alien linearen partiellen Differentialgleicbungen der Form 

%C/x/‘] + ^[/s/'] + • • + pAfTf] = 0 

zu geniigen, deren Koeffizienten t?,- die Relationen 
[/ 2 /i] + • • + nr\frfl] = 0 
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identisch erffillen, Bezeichnen wir soBaeb. mit 

1 J {i = l,..r~v — 2-6) 

die unabhangigen Losungensysteme der Grleicbungen 

Vv+l[fr+lfr+l] H f- Vr[frfr + k] =0 (Jc = 1 . . — v), 

iind sclireiben wir: 

so ist fur ein von fi . .fr unabhangiges Integral der Gleicbungen 

( 6 ) [fif\ = 0 , . . [/; /■] == 0 , X,f =0 (i.= l,..r — v — 26) 

zii wahlen. Diese Gleicbungen bilden^ wie aus Art. 237 und 242 
folgt, ein r — 2(5'-gliedriges voUstandiges System mit r bekannteii Inte- 
gralen /i../;; nnd die Ermittelung von erfordert sonacb eiue 
Operation 

2m — 2r -f- -j- 1. 

Die Funktioii ist jetzt so zu bestimmen^ dafs alle 2<7-l- 2' 
reiliigen Hauptunterdeterminanten der Matrix (-Z>V-j-i!) verschwinden, ist 
also ein Integral des vollstaiidigen Systems^ das aus (G) durcli Hinzu- 
fugung oilier Gleicbung der Form: 

C^) H h = 0 

bervorgebt. Dabei baben die S Relationen 

tv + l\fv + lfvJrk] H + 0 (/i = 1^ . . / — V 1) 

ZU geiiilgen, derart, dafs nicht verscbwindet. Da die Integrale 

f[ . . fr^i des vollst. Systems (6j(7) bebannt sind^ so verlangt die Br- 
mittelung von /r+a eine Operation 

2 m — 2r — 2<y — 1. 

Die Funktioii ist sodann ein beliebiges Integral eines voll- 
stiindigen Systems, das aus (i))(7) dnrcb Hinzunabme einer weiteren 
Gleicbung entstebt, etc. 

393. Hat man auf dem angegebenen Wege , ./i+i der Reihe 
iiacb bestimmt, so ergeben sieb die Funktionen p, F, dui’cb Verglei-* 
cbung der beiden Seiten der Identitat (5) mit Htilfe eines Systems 
linearer Gleicbungen. Bamit ist dann die Integration des gegehenen 
v-gliedrigmi InvohUionssystems (1) vollkomnien erledigt 

In der That, aus der Identitat (5) folgt znnacbst, dafs unter den 
25 + 1 Funktionen /+ . 44.1 genau 2m 1 unabbangige 

vorbanden sind. Demnacb gibt es unter den 2m + 2o+l — v 
Funktionen 

(3) fi, ti, . . /,+!, FrJ^u Fr+l, . . F, 
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genau 2m -f- 1 — v unabhangige^ m. a. W.: zwiscben den Funktioneii 
(8) besteben 2(3 uiid nicbt mebr identische Eelationen^ mit dereii 
Htilfe 2(3 Yon den Funktionen durcli die ilbrigen Funktioneii 

(8) ausgedriickt werden konnen. Dafs es namlicb nicht weniger als 
2(3 solcber Relationen geben kann^ foigt aus der sogleich m bewei- 
sendeii Tbatsacbe: 

Sdmtliche FimJctionen (8) sind Integrale des wllstandigen Systems (2). 
Um dies einzusehen^ scbreiben wir wie friiher: 

J- A 

— 

Aus (5) folgen dann wie auf pag. 386 die Identitaten: 


( 9 ) 


dF, df, dF, ^4 _ ^ ^ ^ ^ 

8Pi dpf dp. dpj^ " 


2 dxr dx, 


dx, dx. 


2 


0 


2 


dp^ dx. dx; dPt '' 


QSn (i,h = l . . m; s,/c == 0, f,, = 1 ) 


Sind dann 


(10) dx^, . . 6xm, djPi, . . dp,u 

willkiirlielie Incremente, und definiren wir dtt wie foigt: 

( 11 ) 




so hat man die Identitaten: 



wie aus (9) (11) unmittelbar hervorgeht. Aus diesen Formeln foigt: 

1 iT 

Ersetzt man hierin m der Reihe naeh durch so foigt: 

^Sn = iF,mx + • - + (i = 1 . . a;). 

Nun sind aber die Ausdriicke als homogene lineare Funk- 

tionen der Variabein (10) betrachtet, linear unabhangig; im ent- 
gegengesetzten Falle namlioh wiirde man ahnlich wie in Art. 282 
schliefsen^ dafs entweder die Funktionen nicht unabhangig waren, 
Oder dafs sich qJ in der Form F^if^ + • • F,df, darstellen liefse, was, 
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wie bekannt^ nicht der Fall ist. Darnacli folgen aus der Torigen Iden- 
titat die Beziebungen 

womit unsere Behaiiptung bewiesen ist. 

Unter den zii Anfang dieses Art. gemachten Voranssetzungen 
kennt man mitbin alle Integrale des vollstandigen Systems (2)^ womit 
nacb Art. 367 die Integration des Involutioussystems (1) eriedigt ist. 

394. Die Resultate der letzten zwei IsTummern lassen sicb in fob 
genden Satz ziisammenfassen : 

Kennt man r iinahhdngige Integrale 
(3) /;/; . . /;/;+! . . (a/ + 2 ^ >• < 2;/^ + 1 - 

des vollstandigen Systems: 

(2) [A/'] = o,..[/;/j = o 

SO erfordert die Integration des v-gTiedrigen Involutionssystems: 

(1) .Ti, . . x,n, Pi, . .]>„:) = c, (/ = 1,2, ..V) 
mch je eine Intei/rationsoperdfion der Ordnumj: 

2m — 2r + 2^+1, 2m — 2r + 2(y — 1, . . 3, 1, 
ivenn mH 26 der Banp der r — v-Skiligen Matrix: 

i|[/;/’,Ii| {ijc = v + l,v + 2,..r) 

heseiohnet wird. 

Der ungiinstigste Fall tritt ein, weim der Rang 2<s seineii grolsten 
Wert erreiclit. Dieses Maximum betragt r — v oder r — v — 1, je 
iiaehdem r — v gerade oder ungerade ist. Isi im ersten FaE ins- 
besondere r = v 2, d. h. kennt man von dem vollstandigen System 

(2) auiser /j nocb zwei Integrale /r+i und f fur welebe der 

Ausdruck nicht verschwindet, so redueirt sich die eben 

durchgefiihrte Methode darauf, das Involutionssystem 

tl — Cl . . fv+l = Cr+l 

nach der verallgemeinerten zweiten Jacobi’sehen Methode zu integriren, 
und aus der Kenntnis von /i ,+2 IMst sich demnach kein weiterer 
jN’utzen ziehen.^) 

Der giinstigste Fall findet statt, wenn 20 seinen Minimal wert 
erreicht. Dieser ist Null, wenn r ^ m 1, und die Funktionen fi ■ ■ fr 


1) Ygl. incles den § i dieses Kapitels. 
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bilden daiin ein Involutioiissystem. Fiir r > -j™ 1 ^ mindesteiis 

gieich. T m — 1 (Art. 243); erreicht (y diesen Minimal wert, so ge- 
stattet J nach Kap. IX § 4 eine Darstelluiig: 

= F-^df^ ~1” * ‘ H” Fr — idfr—l "f" dfr, 

und die Integration des gegebenen Involutionssystems (1) ist damit 
nacb dem vorigen Art. erledigt. 

395. Indem wir uns nunmebr m der Betrachtung des Falles /i) 
(Art. 353); d. b. eines a^-gliedrigen Involutionssystems der Form: 

(12) . . XmPiih . . == Ci (i= 1; 2; . . v) 

wenderi; nebmen wir an, dafs von dem ?/-gliedrigen Jacobi’scben System: 

(13) (/;/■) = 0, . . ifrf) = 0 

die r Integrale . . fv, ■ ■ fr bereits bekannt seieu. Dann stimmt 
der Rang der r-reihigen alternirenden Matrix 

(14) UmW ii,Jc = l,2,..r) 

mit dem Rang 2(5' der Matrix: 

(15) [| ififl) II (i, k, = v + l, v-\-2,.. r) 

liberein. Setzen wir ferner 

SO besitzt die Matrix, die aus (14) durch Randerung uiit den Elemeiitcn 
(/i)j (/a)? • ‘ (A)? 0 bervorgebt, offeiibar den Rang 2^ + 2 , da die Funk- 
tionen ( 12 ) der Annabme nacb in den p, nicbt alle liomogen nullter 
Ordnnng sind. Kacb Art. 237 und 238 gestattet demnacb der Pfaffsche 
Ausdruck: 

^ rzr PidX^ -]-• . . PrtidX)),, 

eine Darstelliing der Form: 

(16) J'~d£l + F,df[ + ■ ■ FJf, -f- F.j^idfr^, ^ 1 - F.dfl, 

wenn mit s wiederum die Zabl a -j- m bezeicbnet wird. Die Fuiik- 
tionen fr+i . . /j mussen dabei so bestimmt werden, dais die Matrix 

II (i^'/i) II 

den Rang 20 besitzt, d. L /i. 4.1 ist ein beliebiges, von fi. .fr uuab- 
bangiges Integral des r — 2o'-gliedrigen Tollstandigeu Systems: 

(1"^) (fif) = 5? ^icf =0 (* — 1 . . 1 /; 7s = 1, . . r — y — 20), 

woriu 

gesetzt ist, und mit 

--nf (k^l,2,..r — v - 20 ) 
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§ 1 Venvertung bekannter Integrale. 


die linear uiiabhaugigeii Losungen der linearen Gleicliungen 
’’?>'+ l(/’'+l/') 4" ■ ■ “ 1 “ Vrifrfi) =0 (i = V -|- 1 , . . r) 

hezeichnet werden. Ferner ist /;+3 eiii beliebiges, von . .fr+i nn- 
abhiiiigiges Integral des r — + 1-gliedrigen vollstandigen Systems, 

das aus (17) durch Hinzufugimg einer neuen Gleichung 

^■•- m (/>’+ 3 /) + • • 4 “ t-+t(fi+if) — 0 
entstebt, wobei die den linearen Gleichungeu 

tv+l(fr+lli) 4” • ■ 4" t-+l(fr+lf,) = 0 (i = j; _|_ 1 ^ . . 1 ) 

zu geniigen baben, und ^,. 4.1 uicbt null ist, u. s. w. f. Hat man solcher- 
weise die f; bestimmt, so ergibt sich die Fnnktion SI in (16) durcli 
eine Qiiadratnr (Art. 237), die F/ sodaiin dnreh Auflosung linearer 
Gleicbungeu. 

396. Die Identitilt (16) schreiben wir folgeudermafsen: 

J <l{2 -SI) — F^df[ FdfK 

Bedeutet jetzt « eine Fnnktion der 2 m Variabeln x/, p,, so folgt 
aus Art. 393 die Identitat: 

du - (/], u)d' F^-\ (f,, n)dFs — (Fj, H)df\ (F„ u)df,, 

ocler^ wenn man u durcli f] ersetzt: 

df, - i — {Fji)df[ (F'4',)df, (/ = 1 . . v), 

woraus iiliulieh wie in Art. 393 tblgt: 

{F,f,} ■ — 1 ; (F/,fi) “ 0 (A = 1, . . s; h). 

Demnacli sind siimtliche Funktionen: 


(IS) 


fit ft’ ‘ F,.4.2, . . fj 


Losungen des vollstandigen Sy.stems (13); iiberdies belinden sick dar- 
nnter genau 2>ii — v unabhilngige Funktionen, d. b. 20 und nicbt 
weniger von den Funktionen Fr+t, . ■ Fn lassen sich durcb die nbrigen 
Funktionen (13) ausdrucken. Beachten wir ferner die aus (16) fol- 
genden Identitaten: 




Pi- 




dx. 


so erhalten wir der Reihe nach: 


CjS _ V 7? ^ 






dfi 


=2 F, (/;•/’,) “0 (i = l,2,..v). 

1 
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Demnaeh stellen die Fimktioneii (18) zusaminen mit & alle 

2m + 1 — V unabliangigen Losungen des i/-gliedrigen vollstandigen 
Systems: 

[f/j = o .. [/;/] = 0 

dar. Sind also die Funktionea frA-x, • • fa, ^ bekaniit, so erfordert 
die Integration des gegebenen Involutionssystems (12) nur uiebr Eli- 
minationen (Art. 367); damit ist gezeigt: 

Kennt man non d&m v-gliedrigen vollstandigen System: 

(13) (/!/■) =0, •• 

die V undbliangigen Losungen fi /t+i ••/'/•! so erfordert die Jiife- 
gration des v-gliedrigen Involutionssystems vom Typus ^): 

(12) • • ^mPi • • Pm) ^1 (f 1) • ^) 

je eine Operation: 

2m — 2r + 20, 2m — 2r + 20 — 2, . . 4, 2, U, 

■wenn mit 23 der Bang der Matrix: 

II (Z'/i) li {i,li = V -{■ 1 , V 2, . . r) 

leeeiehiet wird. 

Der Typus y) gestattet unter Umstanden iiocb weitere lutegratioiis- 
vereinfachungen ; dock wollen wir die Betrachtuug dieses ITalls auf 
den iibernaebsten § versebieben. 

§ 2. MchthLomogene Funktionengruppen. *) 

397. Es seien %, . . u:h {Jo<.2m) irgend welche unabhaugige 

Funktionen der 2m Variabeln; 

( 1 ) X-j^, . . X„ij p^j . . pi,^. 

Bildet man alle Klammerausdrucke (uiuf) und bezeiebnet die- 
jenigen unter ibnen, die von den iibrigen und von den n unabbangig 
sind, mit so lafst sieb auf das Funktionensystem 

dasselbe Verfabren anwenden, etc., und man gelangt nacb einer end- 
lichen Anzahl von Operationen sebliefslicb zu einem Funktionensystem: 

(2) %, • • Wr {r< 2w) 

von folgenden Eigensebaften: 

1) Die Funktionen sind hinsicbtbcb der 2 m Variabeln (1) 

von einander unabbangig; 


1) Lie IIj Abteilung %. 



[ 398 ] 


§ *2. Nichthomogone Eunktionengruppen. 


553 


2) es bestelieii Bezielinngen folgencler Form: 

( 3 ^ zr- 1 ; . • f) i 

( 1 . li. alle Klammerausdrtieke lassen sich als Fiinktionen der ih 

allein darstellen. 

Sind diese Bedingimgen erfullt, so neniieu wir den Inbegriff idler 
Fiinktionen der Form: 


(wo (p eine arbitnire Fimktion der beigefilgten Argumciite bezcicbnet), 
eine ,j-glicdrigG Fimlifionengrup 2 )&^. Wir sagen ferner^ die r Fiinktionen 
(2) j^defimren"" oder .^hilden^^ eine r-gliedrige Fiinkfcionengruppe; diese 
letztere bezeiclineii wir auch kurz als ,^die Fiinktionengruppe 

Aus dieser Definition iind ans dem Po/sso^^’schen Theorem (Art 272, 
Satz 1) folgt jetzt immittelbar: Sind aulser f\.,fv irgend welcbe 
weiteren Integrale /I- 4 . 1 , /y^-o .. des 'z^-gliedrigen Jacobi’scben Systems: 

(/I/O = 0 (i = 1 , . » V] f, Fiinktionen der Variabeln (D) 


gegeben, so definiren die /l-./V, /r-f 1 . • entweder an sicli scliou eiije 
Fiinktionengruppe, oder die wiederliolte Anwcndung des Pe/sso^i’sclieu 
Satzes liefert eine gewisse Anzahl neiier Integrale, die mit den vorigen 
ziisammen eine Fiinktionengruppe bildem 

In alien Filllen diirfen wir dahor in den Entwickelungen der 
Art. 395 iind 39(), ohne die Allgemeinheit zu bescliranken , annekmen, 
dais die dort mit f[ . . fr bezeickneten Losungen eine r-gliedrige Fiink- 
tionengruppe bilden. 

Um zu zeigen, welche weiteren Vcreinfackiingen sich fiir die In- 
tegrationstkeorien des vorigen § durck die Heranziehung des Po?sso?^’scken 
Theorems ergeben, wollen wir in den filnf nachsten Artikcln die wich- 
tigsten Eigenschaften der Fimktionengruppen ziisammenstellen. 

398. Wir wollen die r-gliedrige Fiinktionengruppe ( 2 ) mit 6r be- 
zeicknen. Bedeuten dimn g?, ^ irgend zwei Fiinktionen von G, so 
hat man: 


(•pt) 


- yy-i^ 

SUf 


d‘ip 

dui. 


{i,h==l .. r\ 


also ist ((pit) wiederum eine Funktion von G. Man scliliefst daraus 
leiclit: Die gegebene r-gliedrige Gruppe G kann auch diirch jedes be- 
liebige, in ihr enthaltene System von r imabhangigen Funktionen 
9 ^ 1 ) • • 9r definirt werden. 

Femer gilt der wiehtige Satz: Damit die partiellen Differential- 
gldchmgen: 
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(4) {uj) == 0 . . {ihf) = 0 

ein r-gliedriges vollstdndiges System hilden, ist Mnreichend imd notwendig^ 
dafs die FunMionen (2) eine r-gliedrige FitnUionengruppe definiren. 

In der That, schreibt man TJ,f statt so nimmt die Jacobi ’sche 
Identitat (Art. 270): 

+ (%(At/)) + (fimtk)) 0 

folgende Gestalt an: 

UMkf- 

Damit nun die Gleichung = 0 eine Folge von (4) sei, ist 

nach Art. 39 offenbar notwendig, dafs der Ausdruck {Utiij) eine Funkiion 
von 'U^ . . Uj> allein sei. TJmgekehrt, gilt die Beziehung (3), so hat man : 

{{thUk)f) 

was zii zeigen war. 

Sind die Funktionen: 

(5) V^y . . V%rri'-r 

die 2 m — r unabhangigen Losmigen des Yollstaiidigeii Systems (4), 
so ist nach dem Poisson’schen Satze auch jeder Ausdruck eine 

Losung von (4), also eine Fimktion der Grofsen (5), m. a. W.: die 
Funktionen (5) bilden eine 2m — r-gliedrige Fimktionengruppe P, 
welche die Polargntppe von G genannt wird. Offenbar ist auch urn- 
gekehrt G mit der Polargruppe von P identisch. 

Eine in der Gruppe G enthaltene Funktion Wy welche auch der 
Gruppe P angehort, also mit alien Funktionen der Gruppe G (und 
der Gruppe P) sich in Involution befindet, heifst eine ausgemchnefe 
FunJction der Gruppe G. Eine solche Funktion ist offenbar auch eine 
ausgezeichnete Funktion von P. 

Um alle ausgezeichneten Funktionen von G zu finden, hat man 
alle diejenigen Losungen f des vollstandigen Systems (4) aufzusuchen, 
die Funktionen von . . Ur allein sind. Man hat nun unter der An- 
nahme, dafs f nur von den n abhangt: 

M 2 {i, It = 1,2,.. r). 

Ist jetzt 20 der Bang der alternirenden Matrix: 

(6) Il(“»w0ll = ..r), 

SO stellen die Gleichungen: 
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(7) (i,7v=l,..r) 

ein 20’-giiedriges System linearer partieller Differentialgleicliiingen mit 
clen Iiidependenten . . ii^ dar^ desseii Koeffizienten wegen (3) iiur 
von den a abhangen. Dieses System ist volldandig, Denn bezeiclinet 
TJtf die liiike Seite von (7)^ so folgt mit Hiilfe der Jacobi’schen 
Identitat unter der Annabme eines nur von den u abhangigen f und 
mit Rilcksicbt auf (3): 

UMkf- Uuf. 

Demiiach konueii wir folgenden Satz aussprechen : 

BesHst die 3Ia{ri,c (0) deii Bamj 26, so oifhMt die r-glledrUje 
Fmldioncngni^l)e G {oder, was dasselbe hcsagt, Hire Polargnippe): 

Q ~ r — 26 

mid nicht niehr imahliangigc ausgeseicJimie Imiktionen: 

(8) w^, tv.^, . . to^, 

imd die cdlgememstc amjemchnete Fimktion ist cine arhitrdre Innldion 
der IcUteren. 

Die Zabl <3 ist fiir r > m niebt kleiner als r — m (Art. 241); dar- 
nacli ist die Anzalil q der aiisgezeiclinelen Funktionen im Falle r > m 
hoclistens gleicb 2nt — r; im Falle rKm dagegen kann sie gleich r 
sein^ und die Funktionen (2) bilden dann ein Involutionssystem. 

Die Funktionen (8) bilden ein q gliedriges Involutionssystem; 
also stellen die Gleickungen : 

(9) (wj) = 0, . . (lu/) = 0 

ein p -gliedriges vollstandiges System mit den Independeiiten (1) dar. 
Sind die Funktionen (8) iinbekannt; so lafst sicb gleichwohl olme In- 
tegration ein vollstandiges System aufstellen, das mit (Oj aquivalent 
ist. Unter den oben gemaebten Annabmen besitzen namlieb die r 
linearen Gleicbimgen: 

-f -{ h nri^'rUk) = 0 (Zc = 1, . . r) 

genau 9 linear unabhaugige Losungensysteme: 

ijgW . . rird^) Qi=l,.. p), 

und das Gleichungensystem : 

(10) %(")(«,/■) + • • + - 0 (h = 1, . . p) 

ist, wie wir behanpten, mit (9) aquivalent. 
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In der That, das System (10) ist zunaehst ebenfalls p-gliedrig, da 
andernfalls, wie man leicht erkennt, die Grleichmigen (9) nicht linear 
unabhangig waren. Perner sind samtlicbe Funktionen: 

(11) ^2 ^ — r 

Integrate sowobl des Systems (9), als aucb des Systems (10). Unter 
den Funktionen (11) sind also bocbstens 2m — p unabhangige vor- 
banden. Dais aber die Funktionen (11) sicli nicht auf weniger als 
2 m — p unabhangige reduziren konnen, folgt daraus, dafs andernfalls 
die Funktionen (11) zusammen eine weniger als 2m — p-gliedrige 
Funktionengruppe definiren wiirden, die Polargruppe derselben also 
mehr als p Funktionen enthielte; die letzteren waren aber ausge- 
zeichnete Funktionen yon und dies widerspricht der oben be- 
wiesenen Thatsache, dafs die Anzahl der unabhangigen ausgezeichneten 
Funktionen yon G nicht grofser als p sein kann. 

Demnach haben die beiden p-gliedrigen Systeme (9) und (10) die- 
selbeii 2 m — p unabhangigen Losungen und sind also aquiyalent. 

Der hiermit gleichzeitig nachgewiesene Satz, dafs das System (10) 
yollstandig ist, erweist sich itbrigens auch als ein einfaches Korollar 
der in Kap. IX, § 4 entwickelten allgemeinen Theorie. 

399. Vermoge einer beliebigen Beruhrungstransformation der Form: 

(12 ) ^ + iJ(^i . . x,nPi . . x! = X,{x, p ) ; p! = P, (:^;, p), 

(ygl. Art. 201) yerwandele sich % in u[ (x{ , . 

Art. 276 hat man dann yermoge (12) identisch: 

und die Relationen (3) liefern sonach: 

V/J, p "^2 * * ) ('^5 ^ 1 • * ^); 

d. h. die u[ bilden, als Funktionen der x\ p' betrachtet, wiederum eine 

r-gliedrige Funktionengruppe. Offenbar besitzt auch die Matrix: 

(13) II II {%, ^; = 1^ 2, . . r) 

wiederum der Rang 2(7. Wir woUen nun in diesem und dem folgen- 
den Artikel den Satz beweisen; 

Damit ^wei r-gliedrige FunMionengruppen: 

(G) ui (ajj ..Xm . . Pm) (i = 1, 2, . . r) 

((?') u,' {xlx^ . . x',n P 1 P 2 . . Pm) (i = 1, 2, . . r) 

vmndge dmr Beruhrungstrmsformatim (12) in einander Hhergefiihrt 
werden Mnnen, ist nicht nur (wie soeben gezeigt wurde) notwendig, 
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sondern mich hinreichend ^ dafs die AmaM der tmahhdngigen msge- 
mclmeten Fmiktionen fiir leide Onippen dicselhe sei, d. li, also, dafs die 
Matrices (6) imd (13) heide denselben Bang 26 hesitmi. 

Der Satz ist fiir 0 = 0 scion bewiesen worden, da dann r 
und die beiden Gruppen 6r, Q' je ein r-gliedriges Iiivolutionssystem 
bilden (Art. 357). 

Wir bescbranken uiis daber auf die Annahme 0^1. Dann 
existirt in 6? jedenfalls eine Puiiktion derart^ dafs nicht alle Klammern: 

{Uxlif), . . (%Wr) 

identiscb verscbwinden , und es giebt dann in G aucli eine Pnnktion 
F, die der Bedingimg: 

{u,F) .1 

geniigt. In der That scbreibt sick diese Bedingung so: 

Wk) H h - 1; 

und dies ist nacb dem ebeii Oesagten eine nicbtbomogene, lineare 
partielle Differentialgleichung, die jedenfalls gewisse Losungeii B' zii- 
lafst. WaUeii wir eine derselben^ und scbreiben wir 'iLj statt F, so 
bat man 

1 

und die linearen partiellen Differentialgleicbungen: 

r r 

(14) 0 = {uj) - - - 2 («!«/,) If-; M =- F. W 

1 ' 1 

])ilden nacb dem vorigen Art. ein zweigliedriges vollstandiges System 
mit r — 2 in 6f entbaltenen Integralen .. Offenbar sind 

die Punktionen: 

(15) Ux, tLj) .. Ur 

unabliangig. Denn es ist keine Punktion der allein^ da % 
System (14) nicbt geniigt; ebensowenig hat man: 

% = ^^3 • • ^V); 

da bieraus folgen wiirde: 

m 

1 ~ ^ 2 ? If 

3 

und analoges gilt auch fdr Damacli ist die Gruppe Q- auch durcli 
die Funktionen (15) definirt. Die Funktionen « bilden nach dem 
Pows(w'scben Theorem als Integrale des voUstiindigen Systems (14) 
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filr sieh eine r — 2-gliedrige Gruppe G, deren ausgezeichn^e Funk- 
tionen offenbar mit deiien der Gruppe G identisch sind. Auf G konnen 
wir jetzt dieselbe Scblufsweise anwenden, wie soeben auf G u. s. w., 
uiid erbalteu durcb Anderung der Bezeichnungsweise folgendes Tbeorem: 

Jede r-gliedrige Gruppe G mit q = r — 26 ausgezeicliueten 
Fuuktiouen kann die Form erhalten: 


(16) 


Xj, -Paj . . X(j, JPo] 


wobei die folgenden Identitaten besteben: 


(17) 0 EE (X P/j = (X;X) = (PiP;); 1 = {P,X,) 

..Q + 6] h, hj =1 ..6-, //). 


Jede Darstelluug (16) unserer Gruppe G beifst eine lianonIsrJic 
Form derselben; die q ausgezeichneten Funktioiien derselben sind 

400. 1st p > 0, d. b. entbalt G uberbaupt ausgezeicbnete Funk- 
tionen, so entstebt durcb Weglassung von X^+i aus (16) eine r — 1- 
gliedrige Grappe G^, deren Polargruppe Fq unter anderm aucb di(» 
Funktion Xa-pi entbalt. Da diese Funktion in Gq nicbt vorkoiuTiit, 
so ist sie in Fq nicbt ausgezeicbnet; mitbin giebt es nacb dcm vorigen 
Artikel in Fg eine Funktion Pa+i derart, dafs identiscb: 

(P„4.iX,+i) = 1. 


Fiigt man P^^.! zu (16) binzu, so entstebt eine r -}- 1-gliedrige 
Gruppe mit den ausgezeicbneten Funktionen X 0+2 . . Xo+g; 'vvendet 
man auf diese letztere dieselbe Scblufsweise an, wie soeben auf G, etc., 
so erkennt man die Ricbtigkeit des Satzes: 

„Zu jeder r-gliedrigen Gruppe G mit q ausgezeicbneten Funktionen, 
die auf die kanoniscbe Form (16) gebracbt ist, lassen sicb p Funk- 
tionen Fa+i ■ • Pff+j binzufiigen, derart, dafs die Funktionen: 

(18) Pj^, X^,; Pg, Xgj .. Pj-j-o, 


die kanoniscbe Form einer 2r — 2ff-gliedrigen Gruppe olme aus- 
gezeicbnete Funktionen definiren." 

Ist jetzt X(;^-^.pi eine beliebige Funktion der zu (18) geborigen 
Polargruppe, so bilden die Funktionen: 


Xx5 • • Pg-fffj Xjg.(,g.i 

die kanoniscbe Form einer Funktionengruppe mit der einen aus- 
gezeicbneten Funktion auf diese Gruppe konnen wir jetzt 
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wieder den soeben ausgesprochenen Satz anwenden^ etc.^ mid gelangen 
scbliefslich zu dem Resiiltat: 

Zii jeder r-gliedrigen Funldionengruppe mit der Ixcmomsclien Form: 
(16) . . A-o; Pa*i (p = r 2 

lassen sick 2ni — r u'eitere Fimlitionen: 

(19) 5 Fo-\-\ . . Fm 

derart hinmfiigen^ dafs die 2m FunMionen (16) (19) iimhhdngig sind^ 
und den Felafionen 

(20) (P, X) - . d,,; (P;P,) ~ (X,X,) - 0 (i = 1 . . 

identisch geniigen. Damit erlialt man gleichzeitig eiiie kanonische Form 
der Polargnippe you G: 

Nmimebr kann man mittels einer Quadratur (Art. 291) eine 
Funktion Si (u\ . . p„i) so Ijestimmeii, dais die Relationen : 

('21) & = ;:' + Si; == AV, jT, = P, (/ = 1^ . . m) 

eine Beruhrungstrausformation der 2';/^+! Variabelu rr/, p, dar- 
stellen. Durch diese Transformation erbiilt G die Form: 


(^2) .. ^f/5 •• 

1st jetzt Q' eine zweite r-glicdrige Funktiouengriippe: 

u! {x^ . . x.ny J\ . . P/«) {i = 1; . . r) 

in den Variabeln x! p! und mit q — t — 2o ausgezeichneteii Fiink- 
tionen^ so gibt es nach dem eben Gesagten eine Beruhrungstrans- 
formation : 


(2B) I = ;/ + Si'{Fp); 1/ = A7(V/); tT; = P/{Fp') (/ =: 1 . . m\ 

vermdge deren aucli G' die Form (22) anuimmt. Lt5st man also die 
Gleichnngen : 

= / + Si'; Xi = AY; P/ = P/ (i = 1 . . m) 

nacli einer der beideii Variabelngruppen dx/p/, ^Xipi anf^ so eutsteht 
eine Beruhrnngstransformation (Art 201), welcbe die Funktioiiengruppe 
G direkt in G' uberfiihrt^ womit der Satz des Art. 399 bewiesen ist 
Wir wollen das erkalfcene Resultat nocb in folgender Form anssprecben: 

Gegeniiber heliebigen BeruJirmgstransformationen der Form (12) 
ljesit 0 t eine FmUionengrwppe keind andcre imanante Eigenschaf% als 
ihre Gliedermhl md die Amahl Hirer undbhdngigen ausge^eicJineten 
FunMionen. 
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401. Aus der kanonischen Form (16) ist ersichtlicli , dafs die 
Grappe G ein r — d-gliedriges Involutionssystem 

Zi, Xg, . . X^+a (p + (J = r — e) 
entlialt. Soil umgekelirt in G ein 2 /-gliedriges Involntionssystem: 

eiitkalten sein, und denkt man sich wie im vorigen Artikel die Funk- 
tionen (19) bestimmt^ so wird durch: 

^^ + £7+2 • • Aw, 

ein m ~ Q — <? + - gliedriges Involntionssystem dargestellt^ also 

hat man: 

m — Q — 6 V d. h. V — (?. 

Damit also eine r-gliedrige Funktionengruppe ein i^-gliedriges 

Involntionssystem enthalte^ ist notwendig und hinreichend, dais der 
Rang 26 der Matrix || (ihu^) || die Zahl 2r — 2v nicht libersteige. 

Urn das allgemeinste in G enthaltene q + ^-gliedrige Involntions- 
system: 

(24) $ 1 , 0^, . . 0^+a {Q = r — 2ff) 

zu bestimmen^ bemerken wir^ dafs jede ansgezeichnete Fnnktion u\ 
der Grnppe G in der q + d-gliedrigen Funktionengruppe (24) ent- 
halten sein mnfs; andernfalls namlich enthielte G im Widersprucli mit 
dem vorhin Gesagten ein p -f- -j- 1-gliedriges Involntionssystem. Wir 

konnen daher die Funktionengruppe (24) anf die Form: 

. 0a 

gebracht denken. Ftir 0^ wahlen wir eine beliebige nicht ausge- 
zeichnete Fnnktion von G. Unter der Annahme, dafs f eine Fnnktion 
von u^,,Ur sei^ schreibt sich die Gleichung (3>i jf) = 0 folgender- 
mafsen: 

(®.fl = + . . + _ 0, 

Diese Grleichung besitzt die schon bekannten Integrale 0j_,w^.. w^j, 
und die Bestimmung eines neiien Integrals 0^ fordert eine Operation : 

r — Q — 2 = 20 — 2 . 

Ist 0^ als Fnnktion Ton u^. .Ur gefunden, so bilden die Grleichungen : 

(0,f) = == 0 (^ = 1 , 2 ) 

ein zweigliedriges yollstandiges System mit den Independenten u,- und 
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den bekannten Integraleii 0^^ neiies Integral wird 

also durch eine Operation 2 o’ — 4 ermittelt etc. 

Die Herstellung des allgemeinsten in G- entbaltenen q -j- (3-giiedrigen 
Involiitionssystems verlangt also, weim wir die ziir Bestimmiing der 
w notigen Operationeii hinzureclinen, je eine Operation 

^ 1, . . 2, 1; 2(3? — 2 , 2(5' — 4^ .. 4, 2. 

402. Soli G ein w-gliedriges Involutionssystem enthalten, so mufs 
— m sein; da aber andererseits — m, so gilt der wicb- 

tige Satz: 

Eine Funliionengruppej deren Gliedersahl r ^ m ist, entlidlt dann 
ivnd nur dann ein m-gliedriges Involutionssystem j wenn die Matrix (6) 
den Hang 26 = 2r — 2m lesiM, 

Hieraus und aus den allgemeinen Satzen von Kap. IX, § 4 (vgL 
aucb. den vorigen §) folgt jetzt obne weiteres: 

Entlidlt die r-gliedrige FimMionengnippe u^..Ur ein m-gliedriges 
Involutionssystem j dann und nur dann hestelit eine Identitdt der Form 

(25) dH -f- l.\d‘U-^ -j- . . Gt'diiy ‘zi • * Pmdxtn^ 

H'orin die Ui geicisse Fimktionen der 2 m Variabeln x, p bedeuten. 

Um aber in derselbeu Ideenfolge zu bleiben, wollen wir diesen 
Satz aucb nocb obne Zubilfenabine der allgemeinen Tbeorie des 
Pfatf sclien Problems erweisen. 

Eutbalt die Fimktionengruppe G ein '//^-gliedriges Involutions- 
system: 

X,, X,, .. X,,, 

so bestebt nacb Art. 291 eine Identitat 

(26) dV P^dX^ P^f^dXm Pidx^ -j- • • -[- ’i\^dXm- 

Da aber die X sicb als Funktionen der Ui darstellen lassen, so 
bestebt aucb eine Identitat (25). 

Wir nebmen jetzt umgekebi't an, dafs die Ut eine Identitat der 
Form (25) befriedigen. 1st dann 

(27) X,,X,..X,; (« + ^ = r; /3 < a) 

eine nacb Art. 399 zu ermittelnde kanoniscbe Form von 6r, so lassen 
sicb 2 m — r Funktionen 

(23) * • jPyti 

so bestimmen, dafs die X, P die recbten Seiten einer Berubrungs- 
transformation darstellen, d. b. dafs eine Identitat (26) stattfindet. 

Y. Weber, X>a& Pfaffscbe Problem. 80 
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Driickt man andererseits die durcL. die Fnnktionen (27) aiis^ so 
nimmt die Identitat (25) folgende Form an: 

« § 

d£li -f- A-j^ d Xh “f- JBjcdJPi: 

1 1 

Snbtrakirt man kiervon die Identitat (26), so folgt: 

a 

diil - F) + ^‘(A,-P,)dX, - 2 +S SM ^ 0. 

1 1 

Denkt man sick jetzt — F, A, als Fnnktionen der 27n Va- 
riabeln (27) (28) ausgedriickt, nnd ist a < ni (also auck /3 < 9 ) 1 )^ so 
sckliefsen wir ans obiger Identitat: 

was nickt moglick ist. Also kat man a = m, d. k. G entkalt ein 
w-gliedriges Involutionssystem) was m zeigen war. 

403. Die in den Artikeln 398 — 402 entwickelte Tkeorie der Funk- 
tionengriippen setzt uns in den Stand, die Integrationsmetkoden des 
vorigen § nickt nnr anf einem nenen, von der allgemeinen Tkeorie 
des Pfaff’scken Problems unabkangigen Wege zn begriinden, sondern 
gleickzeitig in einigen wesentlicken Punkten zu vervollstandigen. 
Werden wie im vorigen § die Integrale 

(29) f-^, f^j • ‘ fv) /i'+2; • • /r (t 2 M v') 
des v-gliedrigen Jacobi scken Systems 

(30) ifj) = 0, . . (U) = 0 

als bekannt vorausgesetzt, so konnen wir nack Art. 397 von vorne- 
kerein annekmen, dafs die Fnnktionen (29) eine r-gliedrige Funktionen- 
gruppe G definiren. Diese Grrnppe G entkalt die ansgezeickneten 
Fnnktionen fi ^ •fv und anfserdem nock 

% = r — 20 — V 

andere, wenn 2o den Rang der Matrix 

(31) i| {f.fk) II {i,h = v-\-l,..r) 

bezeichnet. Es seien w^, w^, . . diese (unbekannten) ausgezeicbneten 
Funktionen. Ist r^m, und g = r — m, so entbalt G ein m-gliedriges 
InTolutionssystem, und es folgt aus Art. 402 (oder aucb aus 395) das 
Bestehen einer Identitat 


(32) dSl F^df^ — h Frdfr r=.p^dx-^ + — [- PmdXm- 
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Mithin lafst sich die Integration des gegebenen Involutionssjstenis 

(33) • • ^7n^i • • JPw) ij' 1 . . v) 

nacb Art. 396 durcli eine Quadratnr eiledigen. 

Es sei jetzt o > r — m. Bestimmen wir dann nacb Art. 398 das 
V + r-gliedrige vollstandige System, welcbes mit 

(34) (/i/‘) = 0, . . (/;/■) = 0, (tvj) = 0, . . {Wtf) = 0 

aqui valent ist^ so werden wir auf das System (17) (pag. 550) des vorigen 
§ zurucbgefiibrt. Wir wollen dieses System ziir Abkilrzung mit J 
bezeicbnen. 

Nmi ermitteln wir wie in Art. 395 durch eine Operation 

(35) 2m — V — t — r — 2 m — 2r + 

ein beliebiges, von miabhangiges Integral frJ^i des Systems 

ein solcbes Integral existirt natiuiicb dann und nur dann, wenn 
2ni — V — T > r, d. b. wenn <? > r — m, was vorausgesetzt wnrde. 
Da nun /‘j.+i . dem System (34) (d. b. dem System J) geniigen, 
so sind aucb alle Fiinktionen 

( /j‘4" 1 (/»’”!" 2 //* 4*0 * * (A'/^*-}-0 

nacb dem Poi550/2-\scben Theorem Integrate von und es ist moglicli, 
dafs man solcberweise neue Integrate erbiilt, ferner, dais diese neueii 
Integrate unter sicb und mit den alten kombinirt, wiedernra neue 
Losungeii ergebeii etc. Solcberweise erbillt man in alien Fallen ein 
System von Fnnktionen: 

(»jb ) /l • ./v; /r-{-lj • • /rj //’4-1; • • /;*! (^5 ^'); 

die eine >\-gliedrige Gruppe bilden. Die Fnnktionen . . /',,, 
n\ . . ?6V ?5itid offenbar aucb innerbalb G^ ausgezeicbnet. Aufserdena 
aber kann Gj nocb andere ausgezeicbnete Fnnktionen 

enthalten. Die Zabl wird durcb Ermittelung der Rangzahl 26^ der 
— t/™reihigen alternirenclen Matrix 

IKM)!! ii,k = v + l,v + 2,..r,) 

in der Form 

(37) — 2^1 — V 

erhalten. Wir bilden jetzt das v -p- Tj-gliedrige vollstandige System , 
das zu (tj in derselben Beziehung steht, wie J zu G, also mit den 
Gleiehungen 
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(Af) = 0, . . (U) = 0, K/-) = 0, . . (:wrf) = 0 

aquivalent ist. Dieses System umfafst J und besitzt die i\ bekannten 
Integrals (36). Ist nun 

— v — d. b. > rj — m (vg!. die Relation (SI)), 

so besitzt wenigstens ein von den Punktioneu (36) unabhangiges 
Integral A,+i- Dieses wird dureh eine Operation 

2m — V — — r^== 2m — 

gefunden. Nun ist aber i' 'Ti 4~ eine gerade Zabl, und > als die 
ebenfalls gerade ZaH v + t + r, also folgt mit Riicksicbt auf (35): 
Die Ordnung der Integrationsoperation, durcb die f\+i gefunden wird, 
ist um eine gerade Zahl, mindestens aber um zwei kleiner als die Zabl 
2'm — 2r -f- 20. 

Die Punktion giebt nun, abnlicb wie vorbin, zu einer 

Funktionengnippe 

A>--fn+i--fr, (^2>»’l) 

Anlafs, die mit bezeiebnet werde; auf diese konnen wir dieselbe 
Scblufsweise anwenden, wie vorbin auf G^ etc. und erbalten solcber- 
weise eine gewisse Serie von Funktionengruppen 

(^i> ^2; • • 

bezw. mit den Gliederzablen 

r,r^,r^,.. (r < 

Zu diesen Gruppen^ you deneu jede alle vorangelienden enthalfc^ 
gehoren gewisse vollstandige Systeme 

welche bezw. aus v ^ • • Gleicbungen besteben, und you 

deneu jedes alle Yorhergebenden entbalt; ferner bat man 

^ ^ ^ • 

Das vollstandige System Jh besitzt aufser den r/i Fimktionen der 
Gruppe Gh nocb weitere Integrate^ deren Anzabl gleicb 

(38) 2m — V — — r* == 2w — 2r;, + 

istj worin 2 ua den Rang der alternirenden Matrix 

II (ffA) 11 (i, fc = V -f 1, V + 2, . . n) 

bedeutet. Ans den Ungleicbungen , denen die r nnd x genugen, folgt, 
da& die Anzabl (38), wenn h um eine Einbeit wacbst, mindestens um 
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zweij immer aber um eine gerade Zahl abnimmt. Also mufs es einen 
Index li von der BescbaflPenlieit geben, dafs die Zahl (38) gleicb null 
wird. Wegen 

2'm — V — tk — Th — 0 

folgt dann aus der Beziebung (38) 

= n — m, 

d. b. die Gruppe Gh entbalt ein ^>^gliedriges Involutionssystem (Art. 402)^ 
und die Integration des urspriinglich gegebenen Involutionssystems (33) 
erledigt sich durcb eine Quadratur. 

Daraiis ergiebt sich nachstehendes Theorem; 

Kennt man von dem v-gliedrigen vollstmdigen System 

(30) (/i/') = o, .. (/;./•) = 0 

die Integrale 

{G) /j, . . /v-f-l . . frj 

die eine r-gliedrige Fimktionengnippe mit r — 2(5* msgemchieten Fnnh 
tionen hMen, so erfordert die Integration des Involutionssystems 

(33) /; (d\ . , . . p,n) = €, (i = 2, . . V) 

eine 0])eration der Ordnimg 

2m — 2f -|- 2(5', 

anfserdem im ungiinsiigsten Ftdle nodi Je eine Operation 
(3;)) 2m - 2r + 2(? — 2, 2m _ 2r + 2(5 — 4, . . 4, 2, 

sowie eine Quadratur; docli konnen die Operationen (39) auch gam 
Oder tcilweisG wegfallcn. 

404. Lie bat noch zwei andere Methoden angegeben, um die 
Kenntnis einer Finiktionengruppe G^ die aus Losungen des Systems 
(30) bestehtj fur die Integration des vorgelegten Involutionssystems 
(33) zu verwerten. 

Dio ersle derselben kommt darauf hinaus^ zunachst eines der in 
G entbalteoen r — o^~gliedrigen Involutionssysteme zn bestimmen. Hat 
man niimlich eines dieser Systeme in der Form 

(40) /J; . . frj eog, . . (Plj (x ^r—26 — v) 

erinittelt, so erfordert die Integration von (33) nacb der verallgemeinerten 
zweiten Jacobi’sehen Metbode noch je eine Operation 

2m — 2r 4* 2(5, 2m — 2r -f 2(5 — 2, . . 4, 2, 0. 

Die Bestimmung der Funktionen (40) geschieht nacb der Vorschrift 
des Art. 401. 
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Die andere Mettode verlangt nur die vorherige Ermitteluiig aller 
in G enthaltenen ausgezeiclineten Funktionen 

(41) /1/2 • • fv) '^11 

was durck die Methode des Art. 398 eri’eicht wird. Dami kaim man 
G auf die Form 

fl, ■ ■ fv, 

bringen. Das r-gliedrige vollstandige System; 

(42) (/;/■) = (wi-f) = (coif) = 0 (i = 1 . . v; 7c = 1 . . r; Z = 1 . . 2o') 

besitzt jetzt die r — 2® bekannten Integrate (41), und die Bestimminig 
einer weiteren Losung (p^ erfordert sonacb eine Operation 2m — 2r-{~26. 
Die Funktion cpj^ bildet nun mit G zusammen eine r -f- 1-gliedrige 
Gruppe denn ware ^ entbalten, so ware es darin ans- 

gezeichnet, mitbin durch die Funktionen (41) aUein darstellbar, was 
uicbt der Fall ist. 

Die Gruppe G^^'> besitzt r — 2 + 1 ausgezeicbnete Funktionen, 
namlicb und die Funktionen (41). Bestimmen wir nun mittels 
einer Operation 

2m — 2'r -j- 2e' — 2 

ein nicbt in entbaltenes Integral (p^ des vollstandigen Systems, 
das aus (42) dureb Beifugung der Gleicbung {(p^f) = 0 entsteht, so 
definirt (p^ mit zusammen eine r -{- 2-gliedrige Gruppe mit 
r — 2a + 2 ausgezeicbneten Funktionen, u. s. w. So gelangen wir 
scblielslicb zu einer aus Losungen von (30) bestebenden m + <?- 
gliedrigen Gruppe mit m — 0 ausgezeicbneten Funktionen ; 

diese enthalt dann nacb Art. 402 ein >»-gliedi-iges Involutionssystem, 
und die Integration des vorgelegten Involutionssystems (33) verlangt 
nur nocb eine Quadratur. 

Beide Metboden sind weniger vorteilbaft als die des Art. 403, da 
die Bestimmung der ausgezeicbneten Funktionen, bezw. eines in G 
entbaltenen r — a-gliedrigen Involutionssystems gewisse Integratiouen 
erfordert, die nacb dem Verfabren des Art. 403 nicbt no tig sind. 


§ 3. Honaogene Funktionengruppen. 

■i05. Es bleibt nocb der Fall zu betracbten, dafs das zur Inte- 
gration vorgelegte v-gliedrige Involutionssystem 

(^) • • Pin) = Cl (i = 1, 2, . . v) 
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clem Typus y) angeliort (Art. 353)^ d, h. dafs die f, homogen^) nullter 
Ordnung siiad. Es seien wie friiher 

(^) /l; • • A'; tv~\-l • • fr 

bekannte Losungen des vollstandigeii Systems 

(3) (/;/) = o..(/;/) = o, 

und es werde mit (go) (statt, wie friiher^ mit ( 99 ) 0 ) der Ausdruck 



d(p 


+ 


bezeicbiiet. 

Ist dann 2o 

der Rang 

der 

Matrix 


I 

II 0W5 = 

=: V 

4-l,^ + 2..r), 

ferner 2(j' c 

er Rang der 

Matrix 




0 ( 

</»’-}- i A' 4“ 2 ) 

. . 

(/V+l) 


(/’..+ s/i'+i) 

0 

. . 

(/t'+s/r); (A'+s) 

[5) 

. . . . 

. . . 

* • 



if-fr+l) 

(A/v-i-s) 

- . 

0 {fr) 



(A+s) 

. . 

(A) 0 


und schreiben wir s statt 6 m, so gestattet der Pfatf’sche Ausdruck 

H VlhidXm 

nach Kap. IX^ § 4 eine Darstellung der Form 

z/' ' ' d9j -j- F^df^ . -j- Frdfr -j- • * + F^df^, 

Oder eine Darstellung der Form 

(6) zJ' I\df^ Frd>jr -|~ • * + Fsdfsj 

je naclidem die Zahl o' gleicfa o \ oder gleick 0 ist. Im ersten 
Fall sind die Funktionen /A - - /A ™ zweiten die Funktionen f \ . . A 
yon einander unabhiingig. 

Im Falle 0 ' = + 1 erfolgt die successiye Bestimmung der 

Funktionen /r+i . ./A SI durcli genau dieselben Integrationsoperationen 
wie in Art. 396; im Falle 0 ' — 0 dagegen bietet sich folgende Ver- 
einfacbung dar: 

Die Funktionen geniigen nacli Kap. IX, § 4 dann und nur 

dann einer Identitat ( 6 ), wenn die so bestimmt sind^ dafs 

der Hang der Matrix 

1) In diesein § handelt es sick stets urn Homogenitat in Bezug auf die 
Yariakeln . 
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I (*, h — V 1, 1' -f- 2, . . s) 

ebeiifalls gleich 2<J wird. 

Bezeiclinet man demnach mit 

•• {h^l,2,..r~v-26^1) 

die iinabhangigen Losungensysteme der linearen Gleichuiigen 

Si<+l(fr4-l/t) + tr(frfk) -|- t (fk) = 0 (Jc = V 1, . . ?') ; 

tv+l{fv+l) + • • + tr(,tr) = 0 , 

und schreiben wir 

c*|. v+.o + ■ ■ + £“(/■/) + 

so muls fur fr+t ein beliebiges, von /j . . /i- miabbangiges Integral des 
Gleicbungensystems 

(7) (/]/•) = 0.. (/;/) = 0, X,f=0 {h = l..r- v-20+l) 

gewablt werden. Dieses System ist nacb Kap. IX, § 4 vollstandig mid 
r — 2^ + l-gliedrig; es besitzt ferner r bekanute Losungeii f\-.fr, 
und die Bestimmung eines neuen Integrals gescbiebt sonacb durcb einc 
Operation 

2m — 2r -j- 20 — 1. 

Ebenso zeigt man, dafs /].+2 einem vollstandigen System zn genugen 
bat, das aus (7) durcb Beifiigung einer weiteren Gleicbung entsteht 
und die Losungen /[ . . fr+i besitzt, etc. Die successive Bestimmung 
von . . fs erfordert demnach je eine Operation 

2m — 2r + 2o — 1, 2m — 2r -\-20 — 3, . . 3, 1, 

worauf die JFl auf der recbten Seite von (6) durcb Auflosung linearer 
Gleicbimgen folgen. Da jetzt identiscb 

ds — ^Pidoci — ds — F^df\ FJfs, 

so liefern nacb Art. 393 die Funktionen 

die samtlichen unabbangigen Losungen des vollstandigen Systems 

0 = [//] = (/•/) (i=],2,..x,), 

vromit die Integration des gegebenen v-gliedrigen Involutionssystems ( 1) 
erledigt ist (Art. 367). 


(m (f!) 

(fk) 0 
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1st ^ ^ ^> 2 . und (5 — f — also s = r^ so erfordert demiiacli die 
Integration yon (1) nberlianpt nnr gewisse EliminationeiL 

406. Nach Art. 397 dilrfen wir auch liier wieder annekmen, dais 
die bekannten Integrale (2) eine r-gliedrige Grnippe bilden; dock lafst 
sick im gegenwartigen Fall das Po^^^on’scke Tkeorem folgendermafsen 
ergiinzen: 

1st die Fanldion cp{x ^ . . .pm) homogen^), und hedeiitet ip etne 

Lbsnng der Unearen partiellen DifferenUalgleicMng 

iff) == 0, 

so ist aiich der Ansdnich (iIj) eine Lostuuj diescr Gleichung. 

Dieser Satz folgt wie ia Art. 271 aus der Identitat 

((9)*A) + ( 9 W) + it 9 ) + ((^9’)) = 0- 
Da uamlicli 93 der Annalime nacli homogen ist, so ist ( 90 ) == const. 93 , 
also verschwinden in der eben hingeschriebenen Identitat der erste, 
dritto und viei'te Term, und infolgedesseu auch der zweite, was zu 
zeigen war. 

Im gegenwartigen Falle y) kbiiueii also uicht nur dureh die Klammer- 
operation {<p4’'), sondern eventuell auch durch die Operation ( 90 ) aiis 
den bekannten Integralen neue gewonnen werden; auf diese denken 
wir uns dasselbe Verfahren abermals angewendet etc., bis durch die 
genannten beiden Operationen kein nenes Integral mehr erhalten wer- 
den kanu. 

Wir werden solcherweise dazu gefuhrt, folgende Definition aul- 
zustellen: Hind die Funktioneu . . Uf der 2/» Variabeln p,. 

von einander unabhiingig und gelten Beziehungeu der Form; 

(S) (ui) - (jj; (««!, idj, . . u,) (i = 1, 2, . . r), 

(9) M 2 , . . Ur) (•/, = 1, 2, . . 

d. h. lasscn .sich .samtliche Ausdriicke (ui), (tiiUii) durch die Funktionen 
M allein ausdi-iicken, so bezeichnen wir den Inbegriff aller Funktionen 
9 )(/(j . . Hr) als eine „]to»iOffeHe r-gliedrige Funktionengruppe". 

Wir wollen nunmehr die wichtigsten Eigensohaften der homogenen 
Funktionengruppen auseinandersetzen. 

497. Sind qr, ijj zwei beliebige Funktionen der homogenen Gruppe F, 
die dureh . . tir definirt wird, so gilt dasselbe offenbar von den Aus- 
driicken ( 9 ;), ( 4 »), ( 93 ^); wie in Art. 398 schliel'sen wir daraus, dafs F 
auch durch jedes beliebige in ihr enthaltene System von r unabhangigen 
Funktionen definirt werden kann. 

1) Vgl. (lie Anmerkung p. 567. 
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Die Polargruppe you F ist ojBfenbar ebenfalls homogen. 
Verscliwinden alle ipi aiif den recbten Seiten you (8) ideiitiscb^ 
dann nnd nui' dann sind alle U/, und infolgedessen iiberbaupt alle 
Funktionen you F nullter Ordniing.^) Die Fanktionen iti bilden dann 
ein r-gliedriges Involutionssysteni. In der That^ jeder Klammerausdrnck 
ist einerseits durch die ii darstellbar, andererseits von der Ord- 
nung ~ verscbwindet also notwendig identisch. 

Sind dagegen nicht alle identisch null^ und bedeutet / eine 
Funktion von F^ so besitzt die lineare partielle Differentialgleicbuiig 

0 = (f) ^ 

genau r — 1 unabhangige Integrale, d. li. F enthalt r — 1 nnabbangige 
Fnnktionen nnllter Ordnnng. Da ferner die nicbthomogene Differential- 
gleicbung 

jedenfalls Integrate besitzt, so folgt der Satz: 

Enthalt die homogene Grruppe F nicht laiiter Funktionen nnllter 
Ordnnng, so lafst sie sich stets anf die Form 

(10) 

hringen, woriii E eine Funktion erster Ordnnng, die Ni Funktionen 
nullter Ordnnng bedeuten. Umgekehrt, besitzt eine Gruppe F die 
eben hingeschriebene Form, so ist sie offenbar homogen. 

TJberhaupt ist eine r-gliedrige Gruppe immer dann homogen, wenn 
sie r unabhangige Fnnktionen enthalt, die in den p homogen irgeud 
welcher Ordnungen sind. 

408. Ist 2 o' der Rang der Matrix 

(11) i| {um) ii (i, /c = 1, 2, . . r), 

so besitzt imsere r-gliedrige bomogene Gruppe F genau p — r — 2® 
unabhangige ausgezeichnete Funktionen 

(12) w^, . . Wp, 

die ein Involutionssystem, und mithin eine p-gliedrige Funktionen- 
gruppe bilden. Diese Gruppe ist homogen. In der That, erfiillt eine 
in r enthaltene Funktion. f das Vollstandige System 

(13) (V) = o, (v) = 0--(%f) = o, 

1) Wir sagen im Polgenden ,^eine Funktion Ordnung^^ anstait: „eine 
Funktion, die hinsichtlich der ps homogen Ordnung ist“. 
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so ist sie iii der Funktioneiigruppe (12) entialten, iind umgekehrt. 
Nacli Art. 407 diirfeii wir aber samtliche als bomogeu voraussetzeii; 
aus Art. 406 scbliefsen wir jetzt, dafs alle Ausdriicke (w,) ebenfalls 
dem System (13) geniigen, und da sie in F enthalten sind, folgt imsere 
Bebauptung obne weiteres. 

Nacb dem vorigen Art. enthalt die Gruppe (12) entweder lauter 
Funktioneii nullter Ordnmig, oder sie wird von einer Fuiiktion erster 
und p — 1 Funktionen nullter Ordnuiig gebildet. Offenbar tritt der 
erste oder der zweite dieser Falle eiu, je nacbdem die lineare partielle 
Differentialgleicbung 

(14) 0 = (/') e-: (Ml) ^ -1 (lo,) ^ 

eilio Folge der parti ellen Differentialgleicliiingen 
(16) 0 = (m,/') (i = 1, • • r) 


ist, oder nicbt, d. b. je nacbdem der Rang 2 o' der Matrix: 


(16) 


j (»!«.,).. (Mi ■»,.)(«!) 

(m^Mi) 0 . . (ll^U,.)(lk^) 

. . 0 (Mr) 

i (Mj) (M^) . . (Mr) 0 


gleicb 2 0 odor gleich 2 o -f ^ ist. Im letzteren Falle stelleu die 
Gleicbungon (14)(]6) ein 20 -f- 1-gliedriges vollstandiges System init 
(leu liulepeiulenten dar; seine lutegrale sind die r — 2 0 — 1 

au.sgozeicbneten Funktionen nidlter Ordnung. 

409. Verstcben wir im Falle 2o' = 2o unter 


Af . . AW, AW 


+1 


(/i = 1, 2, . . r — 2o + 1) 


irgend r — 2o -f- 1 linear unabbangige Losungen der Gleicbungen: 
AiCWiM-i) -!■■■■}■ Ar(MrWi) ~|~ Ar-|-i(Mi.) = 0 (7c ~ 1, . . r) 

^lOh) “F • • "1~ Ar(Wc) == 0, 

so bilden die linearen partielleu Differentialgleicbungen: 

(17) 0 = X./'- AW(«;./-) + A?!Vi(/-) (A = 1, . . r - 2(J + 1), 

falls (S> r — »i, ein r — 20+ 1-gliedriges vollstandiges System mit 
den Independeuten . . j>„,. 

Dieser Satz folgt als Korollar aus Kap. IX § 4, und zwar ganz 
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unabliaagig davon, dafs die m eine Gruppe bilden; uin ilin direkt zu 
beweisen, bemerken wir, dafs die lineare partielle Differentialgleichimg: 

(1<S) if) == 0 

daim uud mir dann eine Folge des Systems 

(19) (%/■) = 0 . . (Urf) = 0 

ist, weiiii alle Fnnktionen der Polargruppe F nuUter Ordnung sind. 
Dann aber bildet die Polargruppe ein 2m — r-gliedriges luTolutions- 
system (Art. 407), d. b. man hat 2m — r ^m^ also ferner ent- 

balt F samtliche Funktionen von F, da diese ja alle in F ausgezeicbnet 
sind. Demnach ist die Zahl r — 20 der ausgezeichneteu Funktionen 
von F gleich 2 m — r, d. h. man hat 

0 = r — m. 


Dmgekehrt, ist dies der Fall, und hat man 2a = 2 a', so ist die Glei- 
chung (18) eine Folge von (19); denn F ist dann mit dem Involutions- 
system identisch, das aus den f — 20 = 2m — r ausgezeichneteu Funk- 
tionen von F besteht, also sind alle Funktionen von f nullter Ordnung. 

Setzen wir daher <? > r — m und 2(j'== 2 0 voraus, so sind die Glei- 
chungen (18) (19) linear unabhangig, und dasselbe gilt dann offenbar auch 
von den Gleiehungen(17),dadie Grofsensysteme lf'> als linear unabhangig 
angenommen vrarden. Die Gleichungen (17) Tverden nun ihrer Ent- 
stehung nach erftillt von alien Funktionen . . Wv, und olfenbar aucli 
von den 2m — r — 1 unabhangigen, in der Polargruppe enthaltenou 
Funktionen nullter Ordnung. Die letzteren bilden mit den erstereu 
zusammen 

r -|- (2m — r — 1) — (r — 2u) = 2m — r -j- 2*5 — 1 

unabhangige Losung^n, da die r — 20 ausgezeichneten Funktionen den 
beiden Gruppen F, F gemeinsam sind. Das System (17) ist also in 
der That voUstandig (Art. 64). 

410. Vermoge einer beliebigen ZiowopeMej^Beriihrungstransformation; 

(20) Xi = S-i (x.^ . . XmPl • • Pi = Piipi • • Pn^ 1 • • w) 

verwandelt sich jede rgliedrige homogene Funktionengruppe F{ii^ . . Ur) 
wiederum in eine r-gliedrige homogene Funktionengruppe F'(ti,/. .n/). 
Dies folgt unmittelbar daraus, dafs jede Funktion Ordnung ver- 
moge der homogenen Beruhrungstrausformation (20) in eine Funktion 
libergeht, die hinsiehtlioh der p[ homogen der h*®" Ordnung ist, m. 
a. W., dafs vermoge (20), wie man leicht verificirt, die Identitat: 
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stattfindet Die Gruppe in die F vermoge (20) tibergelit^ besitzt 
angenscbeinlich wiederum Q = r — 2 a ausgezeiclinete Funktionen, die 
alle Oder niclit alle nullter Ordnung sind^ je nacbdem dies fur F gilt^ 
Oder nicbt. Die Gliederzahl r und die Rangzahlen 2a ^ 2a' der beiden 
Matrices (11) und (KJ) sind demnacb Inyarianten der Gruppe Fgegeu- 
ilber beliebigen homogenen Berubrungstransformationeu; dafs sie die 
eimigen Invarianten sind, zeigen wir abnlicli wie im vorigen § dadurcb^ 
dais wir F auf eine kanonisclie Form bringen. 

Zu diesem Zwecke versteben wir unter X, allgemein eine Funktioii 
nullter, unter P, eine Funktion erster Ordnung, und nehmen zunacbst 
an, dafs F lauter ausgezeicbnete Funktioneu entbalte. Sind diese alle 
nullter Ordnung, so hat F an sick schon die kanonische Form: 

Zi, {r^m) 

Im entgegengesetzten Falle kann F die kanonische Form 

P„ P2,..P. (r^fu.) 

erhalten. In der That, ist F auf die Form (10) gebracht, so brauchen 
wir niir zu setzeii: 

If. N,E , . . P,__ t P. -.f H. 

Zweitens nehmen wir an, dafs F nicht lauter ausgezeiclmete Fiuik- 
tionen entbalte. Da jetzt die Anzahl der letzteren hochstens r — 2 
ist, so sind nicht alle Funktioneu iV^, ausgezeichnet; es sei 

etwa nicht ausgezeichnet. Dami gibt es stets eine Funktion 0 
erster Ordnung, derart, dafs (0N^) - 1. Dm ein solches 0 zu finden, 

schreiben wir: 

Man hat dann: 

1 , 21 ) 

1 ^ 

Die Kuiiktionen (E\), vei-scliwinden nicbt alle iclentiscli 

und sind nullter Ordnung, also durcb die N alleiu darstellbar. Die 
Oleichung (21) ist sonach eine liueare nicht homogene partielle Differeu- 
tialgleichuug erster Ordnung mit den Independenten JV), . . iNv- 1 , hesitsst 
also jedenfalls gewisse Integrals F. Hat man solcher Weise 0 be- 
stimmt, und schreibt man statt JVi, statt 0, so bilden die 
Gleichungen 

0 - = - 2' ‘-'^2 
ein zweigliedriges vollstandiges System mit den r Independenten Uj^.,Ur 
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und r — 2 Integralen Die Gruppe F ist jetzt diircli die fol- 

genden r Funktionen definirt: 

. . Hr • 

Die sind mit und in Involution und bilden fllr sich eine 
f-gliedrige Gruppe diese Gruppe ist bomogeii^ da wegen der Homo- 
genitat von und alle Ausdriicke (zo/) ebenfalls Losungen des 
obigen zweigliedrigen Systems sind (Art. 406), und die ausgezeichneten 
Funktionen von F sind mit denen von F' identiscb. Wendet man 
jetzt auf F' dieselbe Schlufsweise an, wie soeben aiif F etc., so gelaiigt 
man scbliefslich zu folgender Darstellung von F: 

(22) -^1? -^15 • • ^0) Pa] ^1; ^2; • * — 2o • 

Dabei ist jede der Funktionen (22) mit alien aiidern in Involution, 
nur die Ausdriicke {PhXj) sind alle gleicb 1; die u sind also die aus- 
gezeicbneten Funktionen von F. Je nacbdem die letzteren alle nullter 

o 

Ordnung sind oder nicht, konnen wir oder Pa+, statt m, schreiben, 
und baben damit den Satz bewiesen: 

Eine r-gliedrige bomogene Punktionengruppe mit r — 2(3 aus- 
gezeicbneten Funktionen kann auf die kanoniscbe Form: 

(28) Z, ..Xr,P,.. Pal Xa+„ Xa+„ . . 

oder auf die kanoniscbe Form: 

(24) X-^J . . Xa\ Pi, . . Pc', Pa-\-\, -Pff-)-2 • • P ) — 0 

gebracbt werden, je nacbdem alle oder nicbt alle ausgezeicbneten Funk- 
tionen von der nuUten Ordnung sind. Dabei sind alle Z,- von der 
nullten, alle P,- von der ersten Ordnung, und es verscbwinden alle 
Klammern (XiP^), (Z,Zjt), (PiP^, mit Ausnabme der 6 Ausdriicke 
(P/,Z/,), die der Einbeit gleicb sind. 

411. Ist in der kanoniscben Form (23) die Zabl r — 2cr> 0, so 
lassen wir aus F die ausgezeicbnete Punktion Z,^.! fort; die andern 
Funktionen (23) bilden dann eine bomogene r — 1-gliedz-ige Gruppe 
Fi, deren (ebenfalls bomogene) Polargruppe T/ die Punktion Z„+] 
als nicbt ausgezeicbnete Punktion entbalt. Nacb Art. 410 gibt es also 
in der Gruppe F^ eine Punktion Pa+i erster Ordnung, derart dais 
(Pff+iZo^-i) = 1. Die Funktionen (23) definiren jetzt mit Pa+i zu- 
sammen eine r -j- l-gliedrige bomogene Gruppe mit r — 20 — 1 aus- 
gezeicbneten Funktionen; auf diese Gruppe konnen wir dieselbe Scblnfs- 
weise wie soeben auf F anwenden, etc., und erbalten solcberweise 
2r — 20 unabbangige Funktionen 

(25) Z..z,_<„ Pi,..Pr.c 

welcbe die Funktionen (23) umfassen und die kanoniscbe Form einer 
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homogenen 2t ~ 2 o'-gliedrigen Gruppe ohne ausgezeichnete Funktionen 
darstellen. 1st jetzt r — a < m, so besitzt die Polargruppe von (25) 
wenigstens eine Funktion nullter Ordnimg da diese mit (25) 

zusaminen eine 2r — 2o' + 1-gliedrige Gruppe mit der ausgezeiclineten 
Funktion X-a + i definirt^ so gibt es nacli dem vorigen eine Funktion 
erster Ordnung derart, dafs 

(^P r — X'j — cT + O 

Durcb Wiederbolung dieser Scblufsweise gelangen wir scliliefslicb zu 
dem Resultat: Stellen die r Funktionen (23) die kanonische Form 
einer r-gliedrigen homogenen Gruppe dar^ so lassen sich stets 2 m — r 
weitere Funktionen P/, so bestiinmen, dafs die Gleichungen (20) 
eine bomogene Berubrungstraiisformation der 2 m Variabeln Xj p de- 
finiren. 

412. Wir betracbten nunmebr zweitens die kanoniscbe Form (24). 
1st r — 2(?>0^ und lassen wir Po^r^ aus (24) fort^ so entstebt eine 
r — 1-gliedrige bomogene Gruppe deren 2m — r -(- 1-gliedrige 
Polargruppe die Funktion erster Ordnung als niclit aus- 

gezeicbnete Funktion entbalt. Es gibt dann^ bebaupten wir^ in P/ eine 
Funktion nullter Ordnung derart^ dafs identiscb 

(Ptf-piXo-pi) = 1. 

In der Tbat^ bringen wir P/ nacb Ai't. 402 auf die Form: 

laid bedeutet P eine Funktion der JV/^ so sind in der linearen par- 
tiellen Diflerentialgleicliuiig : 

l-(P„+,70s^ (■?.+. A) 

(lie Koofficieiiten (JPu^iJVi) als Funktionen nullter Ordnung der Gruppe 
r/ dureh die Jf, allein ausdriickbar und niclit alle identiscli null; es 
gibt also eine Funktion der 2 m — r Variabeln JV,-, welcbe diese 
Gleicliung erfullt, was zu zeigen war. 

WiLblt man fur eine solche Funktion JF, so konnen wir auf 

die Gruppe, die aus F durcb Beifiigung von X„+i entstebt, die gleicbe 
Scblufsweise anwendon, etc., und gelangen so scbliefslicb zu einer 
2r — 2^-gliedrigen bomogenen Gruppe (25) obne ausgezeicbnete Funk- 
tionen. Wie im vorigen A.rtikel sehlielsen wir jetzt; Stellen die Funk- 
tionen (24) die kanoniscbe Form einer bomogenen r-gliedrigen Gruppe 
dar, so lassen sicb stets 2 m — r weitere Funktionen P/, X/, so be- 
stimmen, dafs die Gleicbungen (20) eine bomogene Berlibrungstrans- 
fonnation darstellen. 
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Ganz alinlicli wie in Art. 400 folgt hierans: 1st erne Siceite, chen- 
falls r-gliedrige Jiomogene Funhtioiwngriippe 

{r') il,/ {cc-^' . . xlnPt'Pi ■ ■ (*' == 1 , 2 , . . f) 

vorgelegt, und sind die Mo/ngscM&ii 26^26 fih‘ r dieselheii ine fii> P, 
so existirt stets eine liomogem Benihrangstransformation (20), n'elche die 
Gnippe r m F' uberfUhrt. 

Die ZaUen r, 20, 20 ' sind also die einugen Imarianten ehier lio- 
mogenm FmUionengruppe gegeniiber alien homogenen Beridiningstnais- 
formationen. 

413. Eine r-gliedrige homogene Funktionengruppe P mit r — 20 
ausgezeichiieten Fnnttionen^ die alle nullter Ordnung sind, enthiilt iiot- 
wendig r — ff-gliedrige Involutionssysteme nullter Ordnung; ein solelies 
ist z. B. 

wenn (23) eine kauonische Form unserer Gruppe hedeutet. Umgekebrt 
kann, wie man leicht einsieht, eine homogene r-gliedrige GrupjDe F, 
fill- welche die Matrix (11) den Bang 2ff hesitzt, nur dann ein 
r — ff-giiedriges Involutionssystem nullter Ordnung enthalteu, ■w'enn 
auch die Matrix (16) den Kang 20 besitzt, d. h. wenn alle ausgezeich- 
neten Eunktionen von F nullter Ordnung sind. Das allgemeinste in F 
enthaltene r — <?-gliedrige Involutionssystem nullter Ordnung wird ganz 
ahnlieh wie in Art. 401 durch je eine Operation 

y _ 2(J ■— 1, r — 2s — 2, .. 2, 1; 2s — 3, 2s — 5, . . 3, 1 

gefmden, indem man zuerst die ausgezeichneten Eunktionen bestimiut; 
auch erkennt man sofort, dafs F unter den gemachten Anntihmen kein 
mehr als r — s-gliedriges Involutionssystem enthalten kann. Soil F 
ein w-gliedriges Involutionssystem nullter Ordnung umfassen, so mills 
r'^m und 0 ~r — m sein; es ist dies der kleinste Wert, den a er~ 
i-eichen kann. Demnach konnen wir sagen: 

Damit die r-gliedrige Imnogene Gruppe w, . . w, ein ni-gliedriges 
Inmlutionssgstem, nullter Ordnung enthalte, ist notwendig und hinrciehend, 
dafs r^m sei, und die Matrices (11) urd (16) alle heide den Bang 
2r — 2 m lesitsm. 

Femer gilt die Thatsache: 

Damit die Funktionen . .Ur einer r-gliedrigen homogenen Gruppe 
r eine Idmtitat der Form 

(26) U-i^dUi -\r U^du^ — U^dUf ~ pj^dx^^ \-Pn^Xm 

hefriedigen, ist notwendig und hmreichend, dafs F m-gliedrige ImoluUons- 
systeme nullter Ordnung enthcdte. 



[414] 


§ 3. Homogene Funktionengruppen. 


577 


Dieser Satz ergibt sicli mit Riicksicht auf den vorangelienden lui- 
mittelbar aus Kap. IX, § 4; wir wollen ilin indes aucli noch direkt 
begriindeii. 

Enthalt F eiu w^-gliedriges Involution ssy stem . . Xm nullter Ord- 

niing, so bestebt nacli Art. 278 eine Identitat 

(2 i) P^dX^ py^^dXw ^ Pidx^ . . -j- p,nd'X„i, 

mitliin, da die X sicb. durch die Hk ausdriicken lassen, aiidi eine Iden- 
titat (2G). Umgekelirt, ist letzteres der Fall, nnd bedeutet 
(28) (a + ^^r) 

eine kanoniscbe Form von jT, so lasseii sicli iiach Art. 411 nnd 412 
2ni — r weitere Funktionen 

((^J 0 ) X^(,> -f" ^ ? A-cu -j- 2 5 • • -X^ji ^ "P]^ ~}~ 1 5 -4“ 2 * • P ui 

SO bestimmen, dafs die Identitat (27) stattfindet; also bat man: 

(30) ir^du, + . . + Urdu,, = P,dX, + . . + P,JX,r . 

Denken wir nns die P, u^ als Fiinktionen der 2m Variabeln (28)(29) 
ausgedriickt, nnd wlire a < so biitte man, da die 9i dann von X,„ 
nicbt abhingen, ans (30) durcb Vergleichnng der beiderseitigen Koef- 
fizieiiten von dX,,,: 

0 = P,„ 

was nicbt der Fall ist. Also ist a = ni^ was zni zeigen war. 

414. Wir wollen nnnmebr das Integrationsverfabren des Art. 405 
durcb Heranziebnng der Tbeorie der homogenen Funktionengruppen 
in ahnlicber Weise vervollstandigen, wie wir es im vorigeii § bei der 
Metbode des Art. 39G getban haben. Es sei wiederum 

(31) fi(Xj^Xi2 . . Xj„Pj^p,2 • • Pni) ('?'' 1; 2, . . v) 

(un beliebig vorgegebenes Involntionssystem vom Typns y) (Art. 353), 
ferner seien 

(32) /l? • • /v) /r-fl? • • fr 

r bekannte Losungen des Jacobi’scben Systems: 

(33) (/;/)== 0 , (^/) = o,,.(/;/o = o. 

Nacb Art. 40G konneii wir dann annebmen, dafs die Funktionen 
(32) eine r-gliedrige homogene Gruppe F definiren. Sind alle f] nnllter 
Ordmmg, so ist die Integration von (31) auf diejenige des r-gliedrigen 
In volu tionssystems : 

(34) = C\ , .jr = Cr 

vom Typns y) zuriickgefiibrt, erledigt sicb also durcb je eine Operation: 
2m - 2r 1, 2m 2r 3, . , 1. 

V, Weber, Das Pfaflf«ohe rroWein. 
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Sind alle Funktiouen von F ausgezeicknet, aber nicbt alle iiullter 
Ordnung, so ist das Involutionssystem (34) vom Typns /3) (Art. 353), 
und seine Integration erfordert je eine Operation: 

2m — 2r, 2m — 2r — 2, . . 4, 2, 0. 

Es sei jetzt allgemein 2(J der Rang der Matrix (4). Ist dann 
2e 2 derjenige von (5), so gebraucben wir das Integrationsverfabren 
des Art. 403. Dabei lassen sieb jetzt, wenn die Fiinktion fr+\ be- 
stimmt ist, nicbt nur auf Gfrund des Poisswi’sclien Tbeorems, sondern 
eventnell aucb mit Hulfe der Operation (y) (Art. 406) neue Integrale 
flnden, und dasselbe gilt natilrlicb aucb bei alien folgenden Scbritten 
des citirten Verfabrens; ein anderer Vorteil lafst sicb dagegen aus dein 
Umstand, dafs F homogen ist, unter der gemacbten Annabme nicbt 
zieben, 

Es sei jetzt zweitens der Rang der Matrix (5) ebenfalls gieicb 
20, m. a. W. samtlicbe r — 20 ausgezeicbnete Funktiouen von F seien 
von der nullten Ordnung. Ist dann r ^ und 0 == r — m, so ent- 
balt F M-gliedrige Involutionssysteme nullter Ordnung, d. b. es bestebt 
eine Identitat 

4" ■ ■ "1“ Frdfr Pmd^m, 

womit das Integrationsproblem (31) nacb Art. 405 erledigt ist. 

Ist ferner r <,m, oder r ^ m und 0 > r — m, dann bestimmen 
Tvir nacb Art. 405 inittels einer Operation 

2m — 2r -j- 20 — 1 

ein von .f,- unabbangiges Integral des 1. c. defiuirten vollstiln- 
digen Systems (7), das wir mit J bezeicbnen wollen; durcb wieder- 
bolte Anwendung der beiden Klammeroperationen {(pih) und (qoj er- 
baltep wir in alien Fallen eine gewisse Zabl von Funktiouen 

fl ■ • fn • • fri 

die alle dem voUstandigen System (33) genugeu, und eine r,-gliedrige 
bomogene Rruppe F^ bilden. Bezeicbnen wir mit 

(35) /i . . Wg, . . w* (T = r — 26 — v) 

die unabbangigen ausgezeicbneten Funktiouen von F, die unserer Vor- 
aussetzung nacb alle nullter Ordnung sind, so sind die Funktiouen 
(35) aucb innerbalb ausgezeiebnet. In der That umfafst ja das 
vollstandige System «7, wie man aus seiner Entstebung und aus Art. 398 
sofort erkennt, u. a. die Gleiebungen: 

(Wj) = 0 . . {Wrf) = 0 , 
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unci da die ir, homogeii siiid, so sind nach dem Theorem des Art. 40G 
nicht iiiir sondern auch alle hieraiis durch die Operationen 

{cpjl?) niid [q)) entsteheuden Funktioneii mit den ivi involutorisch, 
Aufser den Funktioneii (35) kann nun iioch andere ausgezeichnete 
Fniiktionen enthalten. 1st 26^ der Bang der Matrix 

II (A/O II ('5 

SO ist die Zahl definirt durch die Gleichung: 

(3G) — 26^ — v. 


Wir behaupten nun: Alle anscjeseiclineten FmiUlonen m Fj Fmd 
von der nuUten Ordmmg. 

In der That^ die Gruppe F besitzt eine kanonische Form (23), 
uiid es gibt nach Art. 411 ein System von 2 '?n — r aiuleren Funktioneii 


-1^0 + 1? • * Xr — (y-j-l? * * 


die mit (23) zusammen die rechteii Seiten einer homogeiien Be- 
ruhriingstransibrmation bilden. Die Polargruppe von F hat also die 
kanonische Form: 

o] O-f-l » • Ay;, 5 Fy O-fl? • • Pn.. 


Nun genilgen dem System J alle Funktioneii von F und alle in 
der f^olargruppe von F enthalteiien Funktioneii niillter Ordnung 
(Aid. 499 in. a. \¥. das allgemeine Integral von J hat die Form: 

(37) 0 (X„ . . X,„, P,,.. P„, • 

Diesc Form haben also auch alle Funktioneii von F^; denn fr-\-\ 
hat diese Form, und durch Anwendung der beideii Klammeroperationen 
( 91 ^) und {(f) auf die Funktioneii (23) und irgond welche Ausdnicke 
(37 ) erhiilt man augenscheinlich immer wieder Funktioneii der Form (37). 
Soli aber die Funktion 0 innerhalb F^ ausgezeichnet sein^ so mills sie 
sich jedenfalls mit in Involution befiiiden, also hat man 

identisch : 

{0X,)^O (//. = 1 , 2,..4 

Ftihrt man hierin statt der fv, p die 2ni Funktioneii P, als 
neue Independente ein (Art. 276), so folgt: 

|i = 0 

d. li. 0 enthiilt P^, . . Pa nicht, ist also in der That nullter Ordnung. 

. Darnach ist Fj eine homogene Funktionengruppe derselben Be- 
schaffeuheit wie V. Wir bilden jetzt das vollstandige System Ji, das 
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zu in derselben Beziehung steht wie J zu F] dieses Sj^stem 
enthalt 

(38) Tj + V -f- 1 = — 2(^1 + 1 

Gleichungen, und umfafst offenbar das System J. Es besitzt feniei 
die unabbangigen Integrale /i . • /i-, , und die Ermittelnug eiuer 
weiteren Losung /n+i gescbieht dui'cb eine Operation 

(39) 2m — — v — — 1 == — 2r^ + 20 ^ — 1. 

Nun ist + V + »'i ■wegen (38) eine gerade Zabl, und grofser als die 
ebenfalls gerade Zabl; 

r V r — 2r — 20. 

Darnach ist die Zabl (39) urn eine gerade Zabl, mindestens aber um 
zwei Einbeiten Heiner als die Zabl 2 m — 2r 20 — 1. 

Die Funttionen .fr,+i geben nun in abnlicber Weise zu einer 
bomogenen Gruppe Anlafs, deren Gliederzabl n > ist, und deren 

ausgezeicbnete Punktionen alle nullter Ordnung sind, u. s. w. f. Wir 
erbalten so eine gewisse Serie von bomogenen Funktionengruppen 

F) Fi; r^) • • 

bezw. mit den Gliederzablen r, Vgj • • und man bat r < • 

Die Punktionen aller dieser Gruppen sind Losungen des vollstiiiidigen 
Systems (33), und jede Gruppe entbalt alle vorangebenden. Die Zabl 
der ausgezeicbneten Punktionen von I), ist v -j- r;,-, sie sind alle nullter 
Ordnung, und man bat r ^ ^ . . . Zu jeder Gruppe F, geboi-t ein 

vollstandiges System J/,, das alle vorangebenden Systeme J, 
umfafst und aus: 

(40) T/, + 1/ -j- 1 == ^/' — 2 <Ja + 1 
Gleicbungen bestebt; dabei ist 20h der Rang der Matrix: 

II (/'■A) II (i,h = V \,v 2, . . y,,); 

Jii bat u. a. alle Punktionen von I), zu Integralen. Dio Be- 

stimmung eines weiteren Integrals von J,, erfordei-t sonacb eine Operation 

(41) 2m — 2n + Sffi — 1. 

Ein solches Integral existirt natiirlicb nur, solange 

>n — m. 

Nun nimmt aber beim tlbergang von ^ zu 1 die Zabl (41) um 
eine gerade Zabl, mindestens aber um zwei Einbeiten ab, wie aus (40) 
und aus den Dngleicbungen , denen die t/, und r,, genugen, sofort 
bervorgebt. 

Ist nun h der kleinste Index derart, dafs die Zabl (41) negativ 
wird, so ist ffj notwendig gleich V/, — m, da ja 0 j, nicbt kleiner sein 
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kann als diese Zahl. Nach Art. 413 enthalt also Tu m-gliedrige In- 
. Yolutionssysteme, womit die Integration des vorgelegten Integrations- 
problems (31) geleistet ist (Art. 405 und 413). 

Wir haben demnacb folgenden Satz bewieseu: 

1st ein v-gliedriges Involutionssgstem der Form: 


(42) 


f(x ^ ^ 




gur IntiMjration vorgelcgt, liennt imn femer von dem vollstdndigen System : 

(/;/■) = 0,.. (/;/•) = 0 

ein System von Integralen 


/l ? • ; A'; ’ • A; 

die cine r-gliedrige homogene Gruj)pe F defmireUj und hesitzi die leMere 
r — 2(5 tmahhcingige ausgemcimete Fimldionen^ samtlich von nullter 
Ordnungj so erfordert die Integration von (42) cine Operation 

2m — 2r 4" 2(5 — 1 

und aufserdem im ungiinsUgsten Fall nocli je cine Operation: 

2m — 2r + 2(5 — 3, 2m - 2r + 2(5 — 5, . . 5, 3, 1. 

Dock konncn diese IcMeren Operationen gan^ odor teilweise wegfallen. 
Uuter don Voraussetziingen des soeben aiisgesprockeneii Satzes 
lassen sick noch zwei andere Integrationsmethoden entwickeliij, die den 
ill Art. 404 angedeuteten ganz analog sind, und von denen die eine 
die Erinittelung eines in F entbaltenen r — (5-gliedrigen Involutions- 
systems nullter Ordnung, die andere dagegen nur die Bestimmung 
aller ausgezeicbneten Funktionen von F erfordert. Beide Metlioden sind 
indes weniger vorteilhaft als das soeben geschilderte Verfabren. 


§ 4. Anwendung der Theorie der Funktionengruppen auf partielle 
DijGferentialgleicliungen, die 0 explicit© enthalten. 

415. Urn die Theorie der Funktionengruppen auch fur Integrations- 
probleme vom Typus a) niitzbar zu machon (Art. 391 u. f.)^ miissen 
wir diese Probleme zimilehst auf den Typus y) zuruckfiihren (Art. 378). 
Waruin sich die Theorie der Gruppen nicht ohne weiteres auf den 
Fall a) iibertrageu lafst^ ist unmittelbar ersichtlich: es existirt in diesem 
Fall kein dem Foisson' solien Theorem analoger Satz. In der That, 
die Mayer'sdho Identitat (Art. 271) 

{F[0 ’F]] + mF0]] ~ -l~ [0 W] + If [WF] 
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lehrt, dafs der aus zwei Losungen 0 und W der liiieareii partiellen 
Differentialgleichung 

( 1 ) m-0 

gebildete Ausdruck [4> W} keiu Integral dieser Gleicliiuig liefert, ea sei 
denn, dafs er identisch verschwindet, oder dais F von 0 uiclit abhaugt. 

Der tibergang von einem Involiitionssystem in den 2ni -j- 1 
Variabeln; 

(2) 0) • • ^iH) Pij • • Pm 

zn einem Involutionssystem vom Typus y) vollzieht sieli nacb Art. 378 
diirch die Substitution: 

% 


( 3 ) 


-\-l] pi 


^m -\- 1 


(i = 1, 2, . . m). 


Verinoge dieser Substitution verwandelt sicli jecle Funktion 

der 2m + 1 Variabeln (2) in eine Pnnktion nullter Ordiiung^) der 

2‘m + 2 Variabeln 

(^4^ J * Xin 4- 1 ; j (127 • * -f- 1 ? 


die wir folgendermafsen bezeicbnen: 




:)■ 


ffm+l dm+l' 

Bezeichnet W, W irgend ein zweites in dieseui Sinne zusaiumcn- 
gehoriges Paar von Funktionen der Variabeln (2) bezw. (4), so bat 
man nacb Art. 378 vermoge (3) identiscb: 

(5) (0¥)= ' 


wenn gesetzt wird: 


m-i- 1 






dx,, d\ 


)■ 


Perner bat man: 


( 6 ) 

(i) 


(0, i iP) = q,u + ,{0W) + ■■ 

a® 




<i+1 


[tp-®] — w 


C0 


3'»i+l . — (®J qin+L IP") • qm+i "f- 0(q,n+i, qm+1 ’p) 

416. Die soebeii erbaltenen Identitaten gestatten mehrere wicbtige 
Polgerungen. Den Ausdruck 


( 8 ) 


Xf=[Wf]— w 


df 

0a’ 


1) xUs Funktion s*«' Ordnung bezeichnen wk in diesem § jecle Funktion der 
2'i» -j- 2 Variabeln (i), die hinsichtlich der g,- bomogen s*®’’ Ordnung ist. 
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worin W irgend eine Funktion der Variabeln (2) bedentet, definirten 
wir in Art. 267 als das Symbol einer infinifcsimalen Beriihnmgstrans- 
formation der 2m + 1 Variabelu (2); die Funktion W bezeicbnen 
wir als die , ^cliar aider istische Funlition^^ dieser infinitesimalen Trans- 
formation. Versteben wir nnter SI eine Funktion erster Ordiiung der 
2m +2 Variabeln x, so stellt der Aiisdruck 

nacb Art. 268 eine infmitesimale homocjene Beriilinmgstmnsformation der 
2m -f- 2 Variabeln (4) dar; il beilst die charakteristiscbe Funktion 
dieser inf. Transformation. Die Identitilt (6) zeigt jetzt: Vermoge der 
Substitution (3) venmndelt sich das Symbol der infmitesmalen Be- 
ruhriuigstransformation mit der charaUeristisclien Funldion W j>>m) 
hi das Symbol der hifinitesimalen liomogcnen Berilhrimgstransformation 
mit der eharaJderisUsclien Funldion — (Zm-j-i* Wj mid umgelxehrt 
Bosielit die Identitiit: 

XF~ [WF\ — W ^ 0, 

SO sagen wir: die partielle Diffcrentialgleicliung 1. Ordnung: 

(9) F(z,x\ . . Pi . .p,;,) = const. 

gestattet die infinitesimale Berubriingstransforination mit der cliarak- 
teristisclien Funktion W (Art. 55); dann gestattet natiirlicli aucli die 
liomogene partielle Ditfcrentialgleicbung: 

(10) . . ^//4-f 1, (72? • ’ l) ™ 

die homogene infinitesimale Beriihrungstransformation mit der charak- 
teristisclien Funktion — qm-{-i • Wy d. h. man hat dann: 

(5,„+iTf;>) = 0. 

417. Bs st'ieii jetzt und W zwei Integrate der liiiearen partiellen 
Dijfereiitialgleichuiig (1), worin F eiue gegebene Fuuktioii der Variabeln 
(2) bedeutet. ■ Dann sind wegen (5j auch $ imd W Integrate der 
Gleichung; 

(!') (r/0 = o, 

and. infolgcdessen ist nacb dem Powsow’scben Theorem auch W) ein 
Integral dieser Gleichung. Dieser Ausdruck ist eine Funktion — l‘“ 
Ordnung; ist sie also nicht identisch null, so ist ihr reziproker Wert 
die charakteristiscbe Bkinktion einer homogenen infinitesimalen Be- 
riihrungstransformation; die partielle Differentialgleichung (10) gestattet 
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ofienbar diese Transformation, und aus dem vorigen Art. folgt jetzt 
der Satz: 

1) Sind 0 tmd ^ mei Integrale der Uneareu partielleu Bifferenticd- 
gleicliiing 

(1) ra-o, 

tend ist [0 nicht nully so gestattet die partielle Differentialglcicluing 

(f>) F(0,Xi..X,n,Pi,..p,„)=^G 

die inf. Beriilmmgstmnsformation niit der cliamlderistisclien Funldion 

1 

[¥¥]■ 

Es sei jetzt 0 eine Losung von (1), ferner gestatte die partielle 
Ditferentialgleichiing (9) die inf. Beruhi'ungstransformation mit der 
char. PunMion W. Dann sind 0 und qmJ^i • W wegen (5) und ((i) 
Losungen der linearen Diiferentialgleichung (1^), also ist auch der 
Ausdruck ( 0 , (jm+i W) ein Integral dieser Gleichung. Dieser Aiisdruek 
ist von der nullten Ordnung, liefert also vermoge (3) ein Integral der 
Gleichung (1). Demnaeh folgt aus der Identitat (6) der Satz: 

2) Ist 0 ewe Losimg der Qleichmg 

(I) [J’/j = 0 

mid gestattet die partidle Biff'erentialgleicimng F — c die inf. BeriiJimngs- 
tnmsformation mit der char. Funktion W, so ist der Ausdruck 

[W0]-W~ 

wiedenim ein Integral von (1). 

Endlich nehmen wir an, die partielle Differentialgleiehung F = e 
gestatte die beiden in&iitesiinalen i^ruhrungstransformationcu Ifj uiul 
W^; dann sind T^und und infolgedessen auch der Aus- 

qm+iWf) Losungen von (!'); der zuletzt genannle 
Ausdruck ist von der ersten Ordnung, also die char. Funktion einor 

inf. homogenen Bertihrungstransformation: die Identitat (7) liefert ietzt 
den Satzi) ^ 

3) Gestattet die partielle Differentialgleiehung F = c die iufmite- 
simalen Beriihrungstransformationen mit den char. Fimktioneii Wi und 
TPg, so gestattet sie auch die infinitesimale Berilhrungstransforniaiion mit 
der chardkterisUschen FmkUon 

( II ) nsE[w,w,-] + wf-^-wf-I‘-- 


1) Lie n, Kap. 15. 
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Dieser Satz ist im Weseutliclieu gleichbedeutend mit dem fol- 
genden: Setzt man 

XJ=[WJ-] - w, 1^; X,f= i-w,n - w, %, 

so hat man die Identitat: 

Die Riclitigkeit dieser Formel wird am leichtesteii erkanut^ wemi man 
auf die drei Funktionen /; Jacobi’sche Identitat 

(Art. 270) anwendet; und die drei Gleicliungen (5) (6) (7) beachtet. 

Die Satze 1)^ 2)^ 3) lassen sich anch sehr leicht mittels der 
Mayor’schen Identitat beweisen. 

418. Wir sagen^ ein o^-gliedriges Involutionssystem 

(1^) F, ^Ci (i=.l ..v) 

(jestattet die infiiiitesiinale Beriihrmigstransformation: 

xf=[wn-w%, 

weim idle Ausdriicke XF,- identiscli mill siiid. Kennt mttii mm Ton 
dem n-gliedrigeu vollstandigen System 

(18) If./T-O, 

gewisse Iiitegrale 

(14) Fr+i,.,F, 

so sind entweder alle aus (14) zu bildenden eckigen Klamnierausdriicke 
niilij und die Integration von (12) kommt auf die des A-gliedrigen 
Involutionssystems F^ — 6\ . . Fz — C;t hinaus, oder der Satz 1) erlaubi 
infiiiitesiinale Beriihrungstransformationen aufziistelleii; die das gegebeiie 
Involutionssystem gestattet. Nehmen wir nun allgemein an^ dais aufser 
den Integralen (14) noch gewisse inf. Beriihruugstransformationen be- 
kannt seion, die das System (12) gestattet, luid die bezw. die charalc- 
teristiscben Funktionen 

(15) W„ W„ . . W, 

besitzen mogen. Betrachten wir dann eine Funktion der Form: 

(16) 0{F„ F„ .. Fx, W,, W„.. W,), 


so folgt aus den Bezieliungen: 
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die Identitat: 


dF^ 


M 




Schliefseti * wir daher den Fall aus, dafs alle Fi von ^ frei sincl^ 
so kdnnen wir den Satz aussprechen: 

Eine Funktion der Form (16) geniigt daim und imr dann dem 
vollstaudigeii System (13)^ wenn sie in den W/^ homogen niillter Ord- 
nimg ist. Das Iiivoliitionssystem (12) gestattet dann luid iiur daiin 
die infinitesimale Beriihrungstransformation mit der cliarakteristischen 
Funktion (16), wenn diese Funktion in den W/^ liomogen erster 
Ordnimg ist. 

419. Indem wir jetzt auf die bekannten Funktionen (14) (15 ) die 
drei Satze des Art. 417 wiederholt anwenden, gelaiigen wir nach einer 
endliclien Zahl von Operationen zu einem System von Funktionen 

(17) F,, F,, . . Fr, F.+x . . F^., W,, W,, . . Wo 

von folgenden Eigenschaften: 

a) alle p ^ Funktionen (17) siiid unabhangig; 

b) alle Ausdriicke der Form: 

dF dW g ir 

[W,M - W. [Wu W,] + TT, - W, 


sind diu’ch die Funktionen (17) allein ausdriickbar. 

c) Die Fi sind Losungen des Yollstandigen Systems (18), die Wh 
charakteristische Funktionen von infinitesimalen Beriihrungstransfor- 
mationen, die das Involutionssystem (12) gestattet. 

Die Zahl n ist ^ 1; andernfalls waren alle null, was wir 

ausschliefsen wollen, oder durch F) . . Ff, allein darstellbar und infolge- 
dessen Integrale von (13), was nach Art. 415 nur moglich ist, wenn 
das Involutionssystem (12) nicht dem Typus a) angehort. Ist ^ > 2, 
so sind die Ausdriicke: 

Yi Yi Yf 

TVi’ TV/ “ 

nach Art. 418 Integrale des vollstandigeu Systems (13); daher konnen 
wir ims das Funktionensystem (17) immer auf die Form: 

(18) F,F,..F.^^,TF 
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gebraclit clenken. Diese r Funktioneii «iiid imabliiingig unci es be- 
steheii offenbar Ideiititaten der Form: 


-'y- ’Pn{FtF, . . (>, _ 1 . , , - 1 ) 

[Vr^J - = V,(F, . . F,,.) (i _ 1, . . , - I). 

Dio Sake 1) 2) 3) des Art. 417 komien zusammen als Analogon 
devS Poisson’sclien Theorems, ein Fuiiktionensystem (18) von der so- 
et)en geiuuiiiteii Beschaffenheit als Analogon einer r-gliedrigen Funk- 
tionengruppe betrachtet werden. Der Zusammenhang mit den Ent- 
wic‘kelungen des vorigen § ist unmittelbar evident: Besikt ein Fmik- 
lioiiensystem (IS) die oben erwiihnten Eigenschaften, so bilden die 
Fimktionen : 

eiiie r-gliedrige homogene Funktionengruppe mit den Variabeln 

iG, (/, und zwar erscheint diese Funktionengruppe in der reduzirten 
Form, die in Art. 407 miter (10) angegeben wurde; die Umkehrung 
dieses Sakes ist offenbar ebenfalls richtig. 

Ist demnach ein i/-gliedriges Involutionssystem (12) zur Integj'atiou 
vorgelegt, und kennt man von vorneherein gewissc infinitesimalo Be- 
riibrungstransformatiouen, die das gegebene System gestattet, und ge- 
wivsse Integrale des zugehorigen vollstaridigen Systems (13), so leliren 
die Entwickelimgeu dieses und des vorigen §, wie man aus den go- 
iiannten Umstanden filr das gegebene Integrationsproblem den grolst- 
mdgliclien Vorteil zielien kann. 

420. Gehort das Involutionssystem (12) dem Typus /3) an (Art. 353), 

3 f 

so gestattet es die infinitesimalo Transformation g--, m. a. W. : die in- 

finitesiinale Beriihrungstransformation mit der cliarakteristischen Funk- 
tion — 1. Sind in diesem Falle 0 und W zwei Ldsungeii des v- 
gliedrigen vollstandigen Systems (13), so gilt iiach Nr. 415 und 417 
dasselbe von den drei Ausdrueken: 


''dz’ 


[®n 


gestattet feraer das System (12) eiue iiifinitesimale Beriihriingstrans- 
formation mit der cliarakteristischen Funktion W, so ist W ein In- 
tegral von (13), und iimgekehrt. Kennt man also von vorneherein 
gewisse Integrale des vollstandigen Systems (13), so gelangt man 
durch wiederholte Auwendung der Klammeroperatiou 
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O 

Operation — in alien Pilllen zu einem System von uuabliangigen In- 

(j Si 

gralen : 

(19) 

yon der Eigeiischaft, dafs identisch: 

{F-M = • • Fr-i) (i, = 1, . . r - 1) 

Sind alle Wi null, so bilden die F; im Sinne von § 2 eine r — 1- 
gliedrige Funktionengruppe in den 2 m Variabeln x, j}, uiid lasseti 
sick nacb der daselbst entwickelten Tbeorie fur die Integration voix 
(12) verwerten, Im entgegengesetzten Falle kann das System (19), 
wie man leielit erkennt, dnreh ein anderes von der Form: 

a»2, . . E 

ersetzt werden, worin die 0,- von s frei sind und fiir sieb eine r — 2- 
gliedrige Funktionengruppe im Sinne von Art. 397 bilden, ■wabrend H 
die Form: 


besitzt, und r — 2 Identitaten der Form: 

[II®,] ~ 0 „ . . $,_3) (i = 1, . . r - 2) 

befriedigt. Die Verwertung dieses Funktionensystems fiir die Integration 
von (12) erfolgt dann wie oben dureb den tJbergang zu der zugehorigen 
bomogenen Funktionengruppe in den -|- 2 Variabeln ,r;, q. 

Im Falle y) gestattet das Involutionssystem die infinitesiinale Bo- 
riibningstransformation mit der charakteristiscben Fnnktion x.'; in der 
That bat man ja in diesem Fall: 




dF. 

dz 




if. 


0 . 


Man verifizirt sofort, dais aucb bier die Verwertung bekannter In- 
tegrale des Systems (13) unmittelbar auf die Tbeorie des vorigen § 
zurflckfubrt, 

421. Ein Involutionssystem vom Typus 0) ist nacb dem Vorigen 
dadnrcb cbarakterisirt, dafs es die infinitesimale Beriihrungstransfor- 
mation mit der obarakteristisehen Punktion 1 gestattet, ein System 
vom Typus y) dadnrcb, dafs es aufserdem nocb die Beriibmngstrans- 
formation mit der charakteristiscben Punktion z gestattet. Auf diese 
Weise erklaren sicb die Integrationsvereinfaehungen, welcbe die ge- 
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nannten Falle dem allgemeiiien Fall a) gegeuiiber darbieten. In der 
That^ ist das gegebene Involutionssystem (12) von ^ frei, dann imd 
nnr dann bildeii die Funktionen: 

eine v + 1-gliedrige homogene Funktionengrnppe in den 2m + 2 Va- 
riabein a\ nnd zwar ein Involutionssystem^ dessen Integration nack 
Art. 414 je eine Operation 

2m + 2 — 2(i^ + 1), 2m. + 2 — 2(r + 1) — 2 etc. 

d. b. also die Operationen 2m — 2v^ 2m — 2v — 2 etc. erfordert. 

Im Falle y) nnd nur in diesem bilden die Funktionen 

oder^ was dasselbe sagt^ die Funktionen 

eine v + 2-gliedrige homogene Fniiktionengrnppe, deren ausgezeichiiete 
Funktionen . . Fy, alle nullter Ordniing sind. Nach Art. 414 er- 
fordert also die Integration des Involutionssystems (12) in diesem Falle 
je eine Operation 

2m + 2-2{:v + 2)^2~l===2m — 2v—^ 2m — 2v — 

was mit den Ergebnissen von Kap. XIII ubereiustimmt. 

422. Die vorstelienden Resultate sind Spezialfiille der beiden folgeii- 
den Satze: 

GestaUet ein v-gliedrk/es Invokitionssysteni 
(12) i \, . . p„) = C! (i. = l,..v) 

r/Hc hrkanvfr infinitrsmala IhrHhrmgstmnsformatim, so erfot'dert seine 
Inicgmiion je chic 

2m — 2v, 2ni — 2v — 2,. .4,2, 0. 

Gesfuttat ft? snrel ■infinifesmale Berukrungstrunsformationnn mit den 
charuktensfischm Funktionen und W^, und ist der Ausdruck 

(30) [r. )f,] + wp^-wd-^ 

nicltt null, so erfordert die Integration des Systems (12) je dne Opet'-ation: 
2m — 2v — 1 , 2m — 2v — 3, . . 3, 1 ; 

versehwindet dagegen der Ausdruck (20) idmtisch, so verlangt diese In- 
tegration nnr je eine Operation: 

2m — 2v — 2, 2m — 2v — 4,.. 4, 2, 0. 
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Die Richtigbeit der letzteii Behauptung erbennt man sofort dnrcli 
die Betrachtung der v -j- 2 -gliedrigen homogenen Funktioneiigrnppe: 

F^, . . Fr, g-m+i w^, qm+i W^, 

welche unter der gemachten Annahme ein v -f- 2-gliedriges Involutions- 
system bildet; die flbrigen Satze fliefsen unmittelbar aus Art. 419. 
Entbalt beispielsweise eiue partielle DiffereiitialgleiehiiJig: 

(21) F{x, y, s, p, q) = const. 

irgend eine der Variabeln x, y, s nicht, so gestattet sie einc der infini- 

tesimalen Beriilirangstransformationen o— , — , deren cliarakter- 

^ cx^ cy^ 

istische Punktionen bezw. gleich i?, g, — 1 sind; ilire Integration er- 
fordert also je eine Operation 2 und 0; entbalt sie irgend zwei der 
Variabeln x, z nicht^ so verlangt ihre Integration niir eine Qiiadratnr 
(vgl. Art. 370). 

423. Als weiteres Beispiel betrachten wir diejenigen paiiiellen 
Differentialgleicbungen der Form (21)^ welche die infinitesiinale Be- 
ruhrungstransformation mit der charakteristischen Funktion 


gestatten. 


Diese infinitesimale Transformation bat die Form: 


Xf 


dx'^ dy dzj ’ 


df 


yi + p* -f 2* 
die lineare partielle Differentialgleiehung Xf — 
p, q, x + pg, y + qg. 


0 besitzt die Integrale 


Soil also XF = 0 sein, so mufs (21) die Form 

(22) F(p, q, X + pg, y + qg) = c. i) 

haben. Scbreibt man 


(23) = x^q^ — ,*3^25 = x.^q^ — x^q^-^ x^q.^ — x.pp, 

so laTst sich die Gleicliung F=c, die aus (22) durch die Substitution 

(24) a; = a;,; «/ = g^x,-,p^ 

as 

herrorgelit, in folgender Form sehreiben: 

® {q^, q^, g-j, r^, r^,rf) = (‘., 

1) Die Gleieliungen dieser Art wurden zuerst von Ahel Transm betrachtet, 
Journal de I’Ecole polyt., cah. . 58 , Bd. 22 . ( 1861 ); vgl. Lie-Schefters, Geometrie 
der Beruhrungstransfonnationen I, p. 273 , 676 £ 
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■worin die Fimktion kinsiclitlicli der 6 Variabelii 

(2<') 

homogen niilltev Ordniing ist. Die (> Grolsen (26) sind dabei durch 
die Identitiit 


(27) 11 + (Zs’s = ^ 

an einander goknilpffc. Umgekehrt fiihrt jede Gleichung der Form 
(25), dereii linke Seiie liinsichtlich der 6 Variabelii (20) homogen 
nulltei- Ordnung ist, vermoge der Substitutionen (23) uud (24) zn 
einer Relation der Gestalt (22) znriick. 

Die Fnnktionen <5 niid qA/ 1 -f -h, oder, was dasselbe be- 
sagt^ die Kiinktionen 

O mid Q q^^ + q^^ + q^ 

bilden, wie aus Art, 417 oder aiicli durch direkte Rechiiung leicht 
Iblgtj eiii zweigliedriges Involutionssystem mit den G Variabelii cji] 
nacli Art. o54 verlangt also die Integration der Gleiclinng (25j zu- 
naclist die Bestimmung eines von <5 und von Q unabliangigeii Inte- 
grals des zweigliedrigen dacobi’sclien Systems: 


(28) 


(29) 


0 

0 


(<!>/■) 2' 


8^ df 

0(1,, dlf,, 


6 $ 

8^; dti,, 


m ^ 


Qi 


IL 




IL. 


Das allgemeine Integral der Gloicliimg (29) ist eine arbitrare 
Fiinktioii der 6 Grolsen (26); miser Problem kommt also daranf liin- 
anSy von der Gleichnng (2H) ein Integral zu bestimmen, das nnr von 
den G Variabelii (26) abhangt, aber nieht durcb die Punktionen Ji 
allein ansdriickbar ist. Unter der Amiabme; dafs f nnr von den Va- 
riabeln (20) abliiingt^ sclireibt sicli aber die Gleicliung (28) folgender- 
malsen : 


(30) 




'of 


nnd man bat: 


__ 00 

2rg 


c)0 


(0r,) - - —q,-r- + q3 


8$ 


, di> 


8^ 


und die 4 analogen Gleichungen, die hieraus durch cyclische Ver- 
tauschung der Indices entstehen. Die Koeffizienten der Gleichuug (30) 
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hangen also ebenfalls nur von den Variabeln (26) ab, und wir koiinen 
unser Integrationsproblem so formnliren: man sncht eiu nicbt durcli 
Q, E (dlein ausdriiekbares Integral der linearen partiellen Differen- 
tialgleichung (30), in der jetzt die 6 Yariabeln q,, r,- als eben.soviele 
Independente betrachtet werden dilrfeii. 1st jetzt die Determ inante 

I 

dq^’ eg,, 

fi, >2, rs 

vermoge E = 0 nicbt null, so sind die drei Funktionen 0, Q, E liin- 
sichtlicb der Yariabeln unabbangig. 1st dann qi°q.°q;°i\^r.fr./’ 

eine Stelle, an der diese drei Funktionen bezw. die Werte (1", 0 an- 
nebmen, und an der 0 regular ist, so kann man in die particdle 
Differentialgleicbung (30) die Yariabeln 0, Q, E statt der q; als nepe 
Independente einffibren, und die Koeffizienten der transform irten Glei- 
cbung werden an der Stelle 

(32) 0 ^, q>, 0, r,®,. 

regular. Man bat nun: 

m s ($®) +11 (®«) + 8 ^ (fit) +2l[ (f.)- 

Aber der Ausdruck (Q0) ist null, und, wie die Ausrechnung 
lebrt, aucb (E0)] die Relation (30) erbalt also die Form 

( 33 ) i0r,) + i^r,) ^ + {0r,) ^ == 0 . 

Die Koeffizienten dieser Gleicbung sind Funktionen von 0, Q, E, 
an der Stelle (32) regular. Sie verscbwinden nicbt nlle 
vermoge i? = 0, da andemfalls aucb die Determinante (31) vermoge 
E — 0 null ware; wir durfen daber annebmen, dafs sie insbesondere 
an der Stelle (32) nicbt alle verscbwinden. 

Man kann Jetzt mittels einer Operation 2 ein Integral 

SI {0, E, Q, r^, r^, 

der Gleicbung (33) augenscheinlicb immer so bestimmen, dafs es an 
der Stelle (32) regular ist und wenigstens eine der Yariabeln n wirk- 
licb entbalt, aucb wenn E darin durcb Null ersetzt wird. Substituirt 
man fiir die Ausdrucke n ibre Werte (23), so reduzirt sicb Si, nicbt 
auf eine Funktion der 5 GrSfsen 0, Q, x^, x^, Xg allein, d. b. die drei 
Funktionen 0, Q, Si, sind binsicbtlicb O'lg'gQ'g unabbangig. Druckt man 
nunmebr mittels der Relationen: 
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die als Fimktionen von x^cc^x^ccc' aus^ iind substituirt die erhaltenen 
Werte in den Ausdruck 

so verwandelt sicli dieser in ein exaktes Differential dV(Xj^X 2 X^cc o') ^ 
nnd F wird dnreh eine Qiiadratur gefunden (Art. 369). Die Gleichung 
^ = D -|- const, ist ein vollstandiges Integral der partiellen Differen- 

tialgleichung (25), wenn darin unter den q/ die Ableitungen ^ ver- 

cJ X. 

standen werdeji; nach Art. 314 erhalt man bieraus ohne weiteres ein 
vollstandiges Integral der Gleichung (25) im Sinne der zweiten 1. c. 
gegebenen Definition. 

Ist die Determinante (31) vermoge jR = 0 identiscb null, so darf 
man ohne die Allgcmeinheit zu beschranken, als eine homogene 
Funktioii nnllter Ordnung der vier Grolsen ]/(>, r. voraussetzen; 

dann bilden die drei Fimktionen 0, ii, -f- r.,- -f- ^ 3 '*^ ein dreigliedriges 
Involutionssyst( 3 xn, und die Integration von (25) geschieht mittels einer 
Quadratnr. Eine Aiisnahme bildet niir der Fall, dais aiifser (31) auch 
noch alle drei Funktionen (<&>v) vermoge Jt = 0 verschwinden. Dann 
aber kann die Gleichung (25) auf die Form 

(34) = const. 

gt‘bracbt werden, inid die drei Funktionen 

' ~ ^ VQ^ ]/t 

bilden ein dreigliedriges Involutionssystem nuUter Ordnung, womit 
die Integration von (34) nach Art. 309 erledigt ist.^) 

§ 5. Die Backlund’sclie Theorie. 

424. Durch die Entwickelungen des Kapitels XIII ist die Prage 
nach don etwa vorliandenen gemeinsamen Integral- mehrerer be- 
liebig vorgegebener Gleichungeu 

(Ij Fi(0,x^,x,^,..Xm,Pi,p2,..p„,) = O (i = l, 2 ,..r) 

vollkommen erledigt. In diesem § wollen wir untersuchen, auf welch e 

1) Weitere Beispiele von partiellen Differential gleichimgen erster Ordnung 
mit bikannten infinitesimalen Transformationen s. in dem pag. 590 zitirten Bucb 
von lae-Scheffers, Kap, IB u. 14. 

V, W#ber, J)as Pfaffscho Problem. 58 
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Weise man filierliaupt alle gemeinsamen Integralmannigfaltigkeiten 
eines gegebenen Gleicbungen systems (1) ermittein kann, m. a. W.: wir 
wollen ffir jede ZaM v der Reihe 1,2, .. m entscbeiden, ob die ge- 
gebenen Gleichungen (1) gemeinsame v-facb ausgedebnte Integral- 
mannigfaltigkeiten besitzen konnen, oder nicbt, und im eisteien Falle 
die Gesamtbeit der Integral- aucb wirklich bestimmeu. 

Die Beantwortung dieser Frage geschieht im Wesentlichen durch 
einen von A. V. BacUund^) auf synthetischem Wege gefundenen Satz, 
der sicb uns als einfacbe Folgerung ans der allgemeinen Tbeorie de.s 
Pfaff’scben Problems darstellen wird. Dieser letztere Umstand reclit- 
fertigt aucb die Einordnung dieser Untersuchung in das vorliegende 
Kapitel iiber Funktionengruppen; beiden Tbeorien liegen namlich die- 
selben analytiscben Tbatsaeben zu Grunde, und zwar die Satze von 
Kap. IX, § 4. 

Im Hinbliek auf die grofse Anzabl der sicb bier darbietenden 
Mogbchkeiten erscheint es nicbt tbunlicb , das eben genannte all- 
gemeine Problem mit der Ausfubrbebkeit zu bebandeln, die wir in 
Kap. XTTT dem Spezialfall v — m zu teil werden liefsen; wir be- 
scbranken uns daber auf die Hervorhebung der wicbtigsten Resultate, 
wabrend wir die genauere Ausfiibrung derselben und zum Teil aucb 
die Verifikationen dem Leser iibeidassen. 

425. Vorab erinnern wir aucb bier wieder daran, dal's wir uns 
das Gleicbungssystem (1) von vorneberein auf eine Form gebracbt 
denken, in der es binsicbtlicb der 2w 1 Variabeln 

( 2 ) s,x^,..x^,py,..p,n 

den Bedingungen des Art. 40 genilgt. Wir bezeicbnen nun wde 
friiber mit 

(3) ^1, Ag, . . 

die Variabeln (2) in irgeud einer bestimmten Reibenfolge. Setzen 
wir noeb 

r s = 2m + 1, 

so diirfen wir annebmen, dais die Relationen (1) in der Form: 

(4) = .. A,) (A = 1, 2, . . r) 

auflosbar seien. Der Pfaff’scbe Ausdruck; 

— PmdXm 

verwandelt sicb dann, wenn man die Grofsen Aj+a durch ibre Wei-te 
(4) ersetzt, in einen Pfaff’seben Ausdruck 


1) Backlund 1 



[425] 


§ 5. Die Backlund’sche Theorie. 


595 


^0 • ^.s) ^ “I" ■ ■ "f" (^1 • • 

welcher nacli Ai’t. 236 die Klasse 

(5) Xf, — 0 0' -{- 2m + 1 — 2)' 

besitzt; dabei bedeuten 2<j iind 2(j die Raug-zablen, die deii Matrices 

(B.) :j jj; (C„) 

vermoge cles Gleicliiiiigensystems (1) zukommen. 

1st zuniiclist Kq — 0, so verscliwiiidet iclentisch , d h. die 
Gleicliungen (1) stelleii an sich schon eine Elemeiit-ilfow-fi— r des 
Raiims dar; natiuiicli mufs daun r^w-j-1 seiu. 

Man liat jetzt 

a = a' — 1 = r — m — 1, 

nnd das Problem^ alle gemelnsamen Integralmannigfaltigkeiten cles 
Systems (1) zu finden^ wird trivial; man brauckt ja zu diesem Zweck nur 
d(^n Gleicliungen (1) beliebige weiteve Relationeu hinziizufugen. Es 
soi nocli daran eriniiert^ clafs im Palle r > + 1 1 

der Minimahvert ist, den a annelimen kann, wenn die gegebenen Glei- 
clnuigen (1) wirklicb ein r-gliedriges Gleicbungeusystem im Sinne 
von Art. 40 darstellen sollen (Art. 243). 

Es sei zweitens 1, Da a entweder gleicli o' oder gleicb 
(? -|- 1 (5)j d3,fs die PfafF’scbe Gleiclmng Jq = 0 in 

alien Fallen auf eine reduzirte Form 

(b) c/g — = 0 

gebraeht warden kann, wenn man mit tr die Zalil 

r = 0 + + 1 — 

inul mit 5; 1/ gcwisse 2 t — 1 unabbangige Fnnktionen der Varia- 

btdn ^ 2 ; • * b^i^eicbnet. 

Die Herstellnng der rednzirten Form (C) erfolgt^ wie man mit 
lUilfe von Ivap. IX^ § 4 leicht erkennt, diirch je eine Integrations- 
operation 

2t: — 1, 2r — 3, .. 3, 1. 

Es seien 

Q. = 2, . . f — 2 (?) 

die linear nnabbangigen Losungen^ die das Gleicbnngensystem 




dF. 

~dz 

0 
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nt + • • + Vr[FrF^] =0 (/ = 1 . . »•) 

vermoge (1) besitzt. Setzt man dann 

[FJ] + . • + (Z; == 1 . . r - 2<?), 

substituirt man ferner in den Koeffizienten der Q-leicbungen 
Z/=0, X,f^0,.. Xr-,af===0 
fur die • • hm+i ibre Ausdriicbe (4) und lafst die mit 

df df 

multiplizirten Terme fort, so entstebt ein r — 2ff-gliedriges voll- 
standiges System J mit den nnabliangigen Variabeln Aj, X^, .. A*; die 
2r — 1 Funktionen iti, bilden ein System unabbangiger Losungen 
desselben, und zwar kann z. B. fur ein beliebiges Integral von J 
gewablt werden. 

426. Die Relationeu (1) definiren zusammen mit den folgeuden: 

C^) & = e; = Cl, . . |*_1 = Ct_i 

T-facb unendlicb viele gemeinsame Integral - Ilf,,, _o der vorgelegteu 
(xleiebungen (1); jedes gemeinsame Flacbenelement dieser Gleicbungen 
ist im allgemeinen auf einer und nur einer derartigen Eleraeut-J/„,_„ 
entbalten. Wir bezeicbnen die Gesamtbeit der dureb (1) (7) debnirten 
Integral-if„,_<, als ein „vollstandiges Integral" der gegebenen Glei- 
ebungen (1). 

Die Integral- eines voUstandigen Integrals sind also da- 
durcb cbarakterisirt, dafs sie zusammen alle oo^w+i-'- Flacbeneleraente 
umfassen, die dureb die Relationen (1) definirt werden. 

Die aUgemeinste Integral-Jlf,„_„ des Systems (1) wird erbalten, 
indem man naeb den Begeln von Kaj). VII die Pfaff’sebe Gleichung 
(6) dureb r Relationen zwiseben den Variabeln g, jt befriedigt. Der 
Ubergang von einem bestimmten voUstandigen Integral zu einem be- 
liebigen andem voUstandigen Integral vollziebt sieb wie in Art. 618 
dureb eine Berubrungstransformation der 2r — 1 Variabeln gjil. 

Dm alle weniger als w — (j-facb ausgedebnten Integralmannig- 
faltigkeiten der gegebenen Gleiebungen zu finden, bat man der 
Pfaff’seben Gleiebung (6) dureb ein System von mebr als r Relationen 
m allgemeinster Weise zu genugen; naeb Kap. VII, § 2 entsteben da- 
durcb Gleicbungensysteme, die aufser den Variabeln a, aucb nocb 
^ ^ Xs explicite enthalten kSnnen. 

427. Die Relationen 

^ == c, = a, »,• = y,- (i = 1^ . . — 1 ; C, Ci, Yi arb. Konstante) 
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definireii unter der Annahme r > 2(j mifc (1) zusammen ein System 
von oo“*-i-facli uneudlich vielen, r — 2(3-faclj ausgedelmten Integral- 
mannigfaltigkeiten von (1), welehe wir als „Charakteristiken" oder 
„charakteristisclie des gegebenen Gleichungensystems (1) be- 

zeicbiien wollen. Diese Charakteristiken sind aucb definirt dui'cb die 
Rclationcii: 

Aj . . As) = c/ (j = 1, 2, . . 2 1 — 1\ 

worin die linkeii Seiten ein System unabbaugiger Losungeu des vorbin 
definirten vollstaiidigen Systems J darstelleu (Art. 425). 

Wir nennen das Wertsystem 

eiii nicJifstnguldreH jFUicIioielenmit des gegebenen Gleicbungen systems 
(1), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1) alle Funktionen . . F,- sind an der Stelle (8) regular und 
versch'winden daselb.st. 

2) Es verscbwinden an der Stelle (K) weder alle 2(>-reibigen De- 
terminanten der Matrix (i>r) nocb aucb alle r-reibigen Determinanteu 
des Schemas: 






8F^ 



oz ^ 

h>F 


?i\ 

cF. 

oF^ 


i.F,. 



cz ’ 

dpF 



Ein Wertsystem (8), das zwar die Bedingnng 1), uicbt aber 2) 
erfiillt, wird ein smjxddras Flacbcnelement genauut. TJnter einer sin- 
(juVdrm Tntpgralnumnigfaltujlceit versteben wir dem entsprecbend eine 
solcbe, die aus luuter siugularen Flacbenelementen bestebt. Dies vor- 
au.sgescbickt, erkennt man leicbt die Ricbtigkeit folgender Satze: 

Jcihs nichtsinguldye Fldchmwlmenf des Systems (1) ist auf einer 
md niir einer charalckristisclien Afr— so enthcdtm. 

Lm/eu i'wei henachharte nicht singiddre Fldchmelemente, die dem 
System (1) geniiym, vcreinigt', so liegen die bem. von iJinen msgelienden 
chnral'kristischen Mr-sn ihrer gamen Ausdehnmg nach vereinigt. 

Enthatt dm nicht singuldre Integml-Mm-a dn gewisses Fldchen- 
element (8), so enthalt sie mch die game von iJm ausge^iende Gharahr 
leristih, m. a. W.: Jede nicht singuldre Integral-Mm^a ist von cx>“~''+® 
charakteristischm Mr—^a erzeugt. 

428. Aufser den in Art. 426 genannten Integralaqnivalenten, welebe 
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mit Hiilfe einer reduzirten Fom (6) durch Gleicliuiigeiisystcme in 
dargestellt werden, kaiin das gegebeue System (1) nm* noch 
siagulare IntegralaquivaleBte besitzen (Kap. VII, § 2). 

Diese mussen, soferne sie uberbaupt existireii, aiilser (1) aucb iiocb 
diejenigen Relationen erfiiUen , die durcb Nnllsetzen aller 2 (J- 
reibigen Hauptunterdeterminanten von (Br) oder aller r-reibigou De- 
terminanten in dem Schema (9) erbalten werden; ibre Ermitteluiig 
kommt darnaeb, wie man leicbt einsiebt, in alien Fallen darauf binau.s, 
alle gemeinsamen nicbtsingularen Integralmannigfaltigkeiten eines Glei- 
cbungensy stems zu finden, das aus (1) durcb Hinzufugung gewisser 
Relationen entstebt. 

Von besonderem Interesse ist die' Frage nacb den etwa vorhaii- 
denen mehr als m — &-fach ausgedelmten Integralmannigfaltigkeiten, 
die nacb Art. 191 notwendig singular sind; dieser Frage wollen wir 
uns jetzt zuwenden. 

429. Sollen die Gleicbungen (1) eine Integral-Jf,„_y gemein baben, 
wobei 

m — p > m — O', also p < o 

angenommen Avird, und m — p, wie sicb von selbst vcrstelit, iiicbt 
grofser als 2ni -{■ 1 — r sein darf, so mul's es nacb Art. 243 eiu 
Gleiebungensystem 

( 10 ) F^ = 0, . . Fr = % Fr+i = 0 , . . = 0 

geben, vermoge dessen der Rang der Matrix gleieb 2p 

wird. Bine gemeinsame Integral des gegebenen Gleicbungen 
systems (1) mufs demnacb aueb alle diejenigen Relationen orfilllen, die 
durcb Rullsetzen aller 2p -f- 2-reibigen Hauptunterdeterminanten der 
Matrix {Br) entsteben. Da 2p<2o, wo 2o den Rang von {lii-) be- 
deutet, so erbalt man auf diesem Wege sicber neue Relationen. Die.se 
fugen wir dem System (1) binzu, und denken uns da,s entstebende 
Gleiebungensystem auf eine Form gebraebt, in der es den Festsetzungen 
des Art. 40 geniigt. Auf das so erbaltene Relationensystem 

(11) a; = 0, . . = 0, a;+x = o, . • f,+, = o 

wenden wir dieselbe Seblufsweise von neuem an, d. b. wir setzen alle 
2p + 2-reibigen Hauptunterdeterminanten von (J5,-4./) gleieb null, und 
ftigen die erbaltenen Relationen dem System (11) bei, u. s. w. 
Auf diesem Wege erbalten wir nacb einer endlicben Anzabl von 
Sebritten notwendig entweder 

1) ein mebr als m 1 p-gliedriges Relationensystem zwiseben 
den Variabeln Xi, p,-, und das gegebene System (1) besitzt dann 
uberbaupt keine*Integral-lf,„_^; 
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Oder 2) ein p-gliedriges Gleichuiigensystein (10), ver- 

moge dessen in der zngehorigen Matrix alle 2p + 2-reihigen 

Haiiptiinterdeterminanten versehwinden, das also eine ni — p-fach aus- 
gedehnte Elementmamiigfaltigkeit darstellt; diese ist dann die einzige 
gcmeinsame Integral-i!f,„_p der gegebenen Gleicbungeu (1); 

oder 3) ein weniger als ?k -f- ? "f" 1-gliedriges Gleicbungensystem 
(11), vermoge dessen der Rang von (5^+/) nicbt grolser als 2q ist. 
Die gegebenen Gleichungen besitzen dann unbegrenzt viele Integral- 
die nach der Vorschrift des Art. 426 gefnnden wei’den. 

Diu'cli diesen Ansatz, der das Verfahren des Art. 351 als Spezial- 
fall (p = 0) enthillt, ist das in Rede stebende Problem vollkommen 
erledigt. 

Wir bemerken noch, dtiXs sich den Resultateu dieses § zwei ganz 
analoge Theorieii an die Seite stellen lassen; die eine bezieht sich auf 
tlie Annalime, dais die Gleichungen (1) von s nicht abhangen, die 
andere auf don Pall, dais die Gleichungen (1) aulserdem noch hin- 
sichtlich der i>i homogen sind. 


Kapitol XV. 

Obersicht ubei* die historisclie Entwickeluiig der Theorie des 
Pfaff’schen Problems.^) 

430. .1. E. Piafl’; 0. F. Gauss, tjber den historischen Ausgangs- 
punkt der Theorie des Pfaff’schen Problems wurde bereits in der Ein- 
leitung berichtet. Es soil hier a\if den Inhalt der Pfaff’schen Abhandlung 
flj mit kurzen VVorten eingegangen werden. 

Das wesentlichste Ergebnis dieser Abhandlung besteht in dem 
Satze, dal's jedor Pfaff‘’schen Gleichung in 2v oder 2v — 1 Variabeln 
durch V Relationen zwischen die.sen Variabeln genilgt werden kann. 
Den Beweis dieses Satzes fiihrt mittels seines Reduktionsverfahrens 
(Kap. IV, § 1), und zwar dureh voUstandige Induktion, nachdem er 
zuvor die Spezialfalle v == 2, 3, 4, 5 eiugehend behandelt hat. Damit 
erhiilt er gleichzeitig eine Integrationstheorie der partiellen Differen- 


1) Die ill f j bczw. in ( ) beigefiigten Citate bezieheii sich auf das Litteratur- 
veraeichnis am Schlusse dieses Kapitels, reap, auf die Kapitel und Artikel dieser 
Vorlesungen. 
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tialgleichuugeii erster Ordiiung mit eiiier Uiibekauiiieu luul belicbig 
vielen Independenten, auf Grand einer tTberlegung, die sehoii in der 
Einleitung dargelegt wurde. 

jPfaff giebt unter der Annahme eines bedingungsloseu Difterential- 
ausdrucks mit gerader Variabelnzabl aucb das allgemeine Bildungsgesotz 
des bei der „geraden Reduktion'' (Art. 108) zu benutzenden HiUfs- 
systems gewobnlicher DijBferentialgleichungen, m. a. W. die Debiiition 
der Pfaff’scben Aggregate (Art. 18), naturlich ohne Heranziehung sym- 
boliscber Bezeichnungen. Anf den Fall ledingter Differentialansdriicke 
gebt Ffaff nicbt naber ein, sondern bemerkt in diesei- Hinsicht mir, 
dafs eine Pfaff’scbe Gleicbung mit 2v — 1 Variabeln dnrcb Eiufubrung 
neuer Veranderlicber nur dann auf eine Gleicbung mit weniger uls 
2v — 1 Variabeln reduzirt werden kann, wenii ibre Koeffizienten eine 
gewisse Bedingungsgleicbung erMlen (wenn namlicb die zugebdrige 
Determinante (B) des Art. 96 verscbwiudet; vgl. aucb Art. 116). 

Gauss [I] betont in seinem Referat fiber die Pfaif’sebe Arbeit 
die unmittelbar aus Pfaff’s Analyse folgende Tbatsacbe, dais jeder 
Pfaff’scbe Ausdmck in 2v oder 2v — 1 Yerandeiiicbeu auf eine Form 
mit nur v Differentialelementen gebracbt werden kann; er eiiiiutert 
insbesondere die „ungerade Pfaff’scbe Reduktion^' (Art. 109), uiid be- 
merkt zum Scbluls [1. c. p. 1037], dafs die Annabme eiiies „bedingten'‘ 
Pfaff’scben Ausdrucks der Anwendung von Pfaff’s Reduktionsverfalirou 
keinerlei Scbwierigkeit entgegenstellt. 

Die Pfaff’scbe Abbandlung ist nacb zwei Riebtungen bin gruml- 
legend geworden. Furs erste maebt sie zum ei-sten Male linearo totalc 
Differentialgleicbungen und -Ausdrficke zum Gegenstand der Unter- 
suebung, wabrend nocb von L. Ikihr [I, Bd. 3, p. 7f.| cine nicbt 
exakte lineare total e Differentialgleicbung als absurd bezeiebnet wordou 
war, und G. Monge [II, p. 635] demgegenfiber nur ganz kurz bervur- 
geboben batte, dafs eine derartige Gleicbung, falls sie n Variabeln cut 
bait, immer durcb gewisse « — 1, eventuell aucb dureb weniger Re- 
lationen zwiseben den n Variabeln erffillt werden konne. 

Zweitens aber lebrt die Pfaff’scbe Arbeit die Zurfickffihrung der 
partiellen Differentialgleicbung erster Ordnung mit beliebig vielen lu- 
dependenten auf gewobnliebe Differentialgleicbungssysteme, ein Problem, 
das J. L. Lagratige [I, III] nur erst fur den Pall zweier Independenten 
erledigt batte. Als Ansatz von weittragender Bedeutung erwies sicb 
dabei insbesondere die Auffassung der Integrale einer partiellen Dift’eren- 
tialgleicbung als der Integralaquivalente einer gewissen Pfaff’scben 
Gleicbung, ein Gedanke, den spater Lie (Art. 436) in seiner voUen 
Allgemeinbeit wieder aufgegriffen bat. 
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431. A. Caiicliy; C. G. J, JacoW. Im Jalire 1819 zeigte A. C(mclii/[I]^ 
dafs die Integration einer partiellen Differentialgleicliung I. 0. mit m Inde- 
pendenten auf diejenige eines einzigen Systems gewohnliclier Differen- 
tialgleichnngen zuriickkommt (Art. 342); dieses System ist mit dem 
ersten nacli Pfaff’s Metkode zu integrirenden Hiilfssystem identisch. 

Demgegeniiber begntigte sick JacoU [II] nock im Jakre 1827 
mit einer blofsen Heiieitung dieses ersten Hulfssystems (vgl. Art. 343, 
Scliliils"), nack einer Metkode, die keiiieswegs unmittelbar erkennen 
liilst, dais die Integration desselben die der partiellen Differentialglei- 
ckung L 0. nack sick ziekt.^) Erst nackdem IF. R, Hamilton [I] die 
Integration der Ditferentialgleickungen der Dynamik auf die Ermittelung 
eines vollstandigen Integrals einer einzigen partiellen Differentialglei- 
chiuig L 0. znrlickgefiikrt katte, erkannte Jacoli [III] im Jakre 1839 
diirck Umkekriing des Hamilton’scken Gedankengangs, dafs der Pfaff’scke 
Ausdruck in 2m Variabeln, auf den sick ver- 

mdge der gegebenen Differentialgleickung reduzirt, durch Einfukrung 
der Hauptintegrale des ersten Pfeffscken Hulfssystems sogleick eine 
Form mit der Minimalzakl von Dilierentialelementen annimmt^); wir 
wissen ( Art. 342), dafs dieses Resultat mit dem Caucky’scken voll- 
kommen aquivalent ist.’O 

Von dem lieduktionsverfakren, das Ffdff fiir beliebige bedingungs- 
lose Ditferentialausdriicke mit gerader Variabelnzakl aufgestellt katte, 
gibt Jacobi [Il| eine vereinfackte Darstellmig unter Gebranck des 
Symbols (1, 2, . . 2-^) fflr das PfalFscke Aggregat Ordnung 

(Art. IS), und iibertrilgt [in III] anf die>sen allgemeineren Fall nickt 
niir seine Metliode der Hauptintegrale, sondern auck das Hamilton’sche 
Th('orein, wonack ein vollstandiges Integral einer gewissen partiellen 
Differentialgleickung L 0. die allgemeinen Integralgleickungen des zu- 
gekfirigen kanonischen Systems (Kap. XIII, § 5) ohne weiteres aufzii- 
stellen (udaubt. 

Diese Ubertragung liefert den Satz: „Ist ein bedingungsloser 

li Die betr. Krgilnzung der Jacoln'Hcben Metliode gibt L. Boltzmann [T|. 

2) Die fur die Dynamik bcHonders wichtige Hcrytellung eines vollstandigen 
Integrals gesdiieht bei Jacobi durck Eliminationen, die nicht in alien Frillcn aus- 
IVihrlrar hind (Art. 312); dieser Umstand veranlaMc zalilreiche Untersiickungen, 
die cine Erganzung des Jacabi^schen Yerfabrens bezwecken [z. J3. Mayer 11, Ber- 
trand III, Darbonx Til, Farkas I]. Die nabeliegende Ausdclmung der ersten 
Methodc Jacobi’s anf Tnvolntionssysteme partieller Diffgl. T. 0. (vgl Art. 3631) geben 
Morera |IT] und Saltikow jl, II]; die Verallgcmeinerung der Caueby’seben Metbode 
fur Involntionssysterae (Art. 367) riibrt von Lie [Y| ber. 

3) vgl biczu die Bemerkungen von Caueby fll p 230 und p. Comptes 
Eendus 14 p. 881 1. 
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Pfaff’scher Ausdruok J in 2 v Variabeln auf die Form 1- -P , dfv 

gebracht, so bilden die f, uad die Verbaltnisse der F, zusamraen 
2v — 1 unabhangige Losungen des Pfaffseben Hulfssy stems, odor, 
was dasselbe besagt, der zu ^ geborigen partielleii Differeutialglei- 
cbmig V (Kap. Y, § 1).“ 

In der Arbeit V, § 20, worm JacoM auf jenes Hiilfssystem die 
Theorie seines Multiplicators (Art. 56) anwendet, fiudet sicb eiu Ausatz 
[Werke Bd. 4, p. 424], der dem Weseii der Sacbe nacb auf die in 
Kap. IV § 3 angegebene Reduction eines bedingimgslosen ^ mit un- 
gerader Yariabelnzabl binauskommt, und fiir den Pall dreier Varialxiln 
Tollstandig durebgefubrt wird; wir baben aus diesem Grunde die ge- 
nannte Reduktion als „Jaeobi’scbe" bezeicbnet. In dem von Jacuhi 
betracbteten Spezialfall n ~ % — 2X — 1 bangt diese Reduktion ab 
von der Integration der zu ^ geborigen Differentialgleicbuiig F{lvap. V), 
von der Jacobi zeigt, dafs sie den Multiplicator 1 besitzt (Art. 133). 

Die Resultate, zu denen Jacobi in dem folgenden § 21 der citirlcm 
Arbeit (Werke Bd. 4 p. 426 — 430) gelangt, lassen sieb unter Gebrauch 
unserer bisberigen Bezeicbnungsweise kurz so zusammenfassen: Kann 
eiu PfafFscber Ausdruck J in n Variabeln auf 

eine Form F^df^ ■ Fmdfm gebracbt werden, worin n'^2m ist, so 
verscbwinden alle 2m + 1-reibigen Determinanteu der zu J gebiirigen 
Matrix (A) (Art. 96); verscbwinden nun nicbt alle 2;«-i‘eibigen Deter- 
minanten dieser Matrix, so bilden die totalen Differeutialgleicbungen 

Ct ^ (I \ 

'i = 1, . . Jl; a,i: = ^ 

in den m -{- 1 Variabeln t, . . x„, ein 2'nj-gliedriges unbescbrankt in- 
tegrabeles System, das also 2m Integrals, insbesondere 2m — 1 von t 
unabbangige Integrals besitzt; diese Integrals siud die f, und die Ver- 
baltnisse der Fi (die Gleicbungeii (1) verwandeln sieb nacb Elimination 
von dt in das zu V adjungirte System totaler DifFereutialgleichungeu; 
vgl. Art. 140). 

Die Scblufsworte dieses § der Multiplicatorarbeit (Werke Bd. 4 
p. 438 u. f.) lassen vermuten, dafs JacoU schon damals (1845) fiir be- 
liebige PfafPscbe Ausdriicke dasjenige Reduktionsverfahreu be, sals, 
Welches die Anfsucbnng je eines Integrals successive!- vollstilndiger 
Systems verlangt (Kap. VI und IX). Dies ist um so wabrsebeinlicber, 
als er scbon seit 1836^) im Besitze seiner „zweiten Methode" war 
(Kap. XIII), also desjenigen SpezialfaUs der allgemeinen Theorie, welcbcr 

1) Vgl. den Brief an Ilncbe vom 29. Nov. 1836, Joum. f. Math. Bd. 17, 
p. 68 == Werke, Bd. 4. p. 41, bes. p, 62 ff. 
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sicli auf (las zu ciner partielleii Ditferentialgieichuiig erster Ordnuug 
geliorige Pfaft schc Problem bezieht; wir wissen iiberdies^ wie man von 
diesem Spezialfall ausgebeud zu der analogeu Rediiktioiismetliode fiir 
beliebige Pfaft’sche Ausclriicke gelangen kann.^) Jacobi’s zweite Metliode 
wurde erst iiacb seineni Tode ausfuhiiicb publizirt [VI, IX, X]; unter- 
dessen batten W. F. Bonldn [I], J. Liouville [I] imd E. Four [I, II] 
die Hauptsatze dieser Tbeorie iinabbangig von Jacobi aufgefunden. 

432. L. Xafaiii. Die tJbertragung des Jacobi’scben Grrimdgedankens 
auf beliebige Pfaffscbe Ausclriicke blieb L. Natani und A. Clebsch vor- 
bebalten. AVir geben ziinacbst eine Ubersicbt fiber die Hauptresultate 
der Fatanhcheii Abbandluiig [I]. 

Der erste Teil derselben [p. 301 — 306] entbalt eine bemerkens- 
werte Aiisdebiiung der Tbeorie der Hauptintegrale auf unbescbrankt 
integrable Sjsteme totaler Differentialgleicbungen (es ist dies dieselbe 
Metbode, die in Art. dieses Bucks dargelegt wurde), sowie den Satz 
des Art. 75; die Variabeln, die wir damals %+ 2 ; . . genannt 
baben, und von denen angenommen wurde, dafs sie sicb aus dein 
gcgebeneii imbescbrilnkt integrabeln System vollstandig eliminiren lassen, 
l)ezeichnet Nufani als „Indices^^ dieses Systems. 

Es folgt [p. 300 — 312] eine Darstellung des Pfaff’scben Reduktions- 
verfabrens fiir cin bedingungsloses A mit n = 2v Variabeln. Auf 
p. 3121f. bebandelt Natani den Fall eines bedingungslosen A mit 2v-j- 1 
Variabeln in der Weise, dais er eines der v 1 Differentialelemente 
in der zu sucbenden v + l-gliedrigen reduzirten Form wilikurlicb 
(-= dq)) anniinmt, den Ausdnick A vermoge der Relation g? ~ const, 
auf einen Ausdruck z/' in 2v Variabeln reduzirt, und auf cliesen die 
Pfatfsche Methode anwendet. Statt des Pfaff’scben Hillfssystems H', 
das zu A' gebort, betracbtot aber Natani dasjenige System H gewobn- 
licber Differentialgleicbungen in .,x^>vj^xy welches die Losungcn voii 
IF und aulserdem nocb tp zu Integralen hat.^j 

Bei der Erorterung der Bedingungen clafiir, dais ein Ausdruck A 
mit n Variabeln sicb auf die Form F^dfiF~ ' ' 
reduziren lassc, geht Natani niebt fiber das von Jacobi geleistete bin- 
aus; wie dieser zeigt or, dafs dazu das Versebwinden aller 2m -j- 1- 
reihigen Determinantcn der Matrix {A) (Art. 96) notwendig ist, und 
bebauptet ubne genfigende Begriindung, dafs diese Bedingung aucb bin- 

ri Vgl. weiter imten Nr. 483 imd Kap. XI, § 3 dieses Buches. 

2 ) Oie zu II adjungirte linearc partielle Differential gleicbung wird erlialtcn, 
ijuleni Bum die Determinanie (Bj) des Art. 211 gleicli null setzt, und 9 Iiir /j, 
f fill* /jj Hubstituirt , ist also in dor Bezeichnungsweise von Kap. TX, § 2 mit 
der (beiciiung [ 9 /*! = 0 ideniiseb. 
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reiche; dafs ferner die f, und die Verhiiltnisse der F, die nnabhaiigig'eii 
Losungen desjenigen Systems S totaler Differeutialgleichungen seiotj, 
das aus den Relationen (1) der vor. Nr. durch. Elimination von df- 
hervorgeht, nnd dafs somit 8 unter den gemacbten Annahmcn ein 
2}w — 1-gliedriges unbesclirankt integrables System darstellt. Wio 
man sieht^ fiibrt Natmxi bier stillscbweigend die Amiahme ein, dafs 
nicht alle 2«-reihigen Determinanten von (A) verscbwinden, dais also 
A die Klasse 2 m besitzt, eine Annahme, die aucb weiterbin festgebalten 
wird. Das vorbin genannte System S ist jetzt in nnserer Terminologie 
das adjuugirte des zu A geborigen vollstandigen Systems V ( Kap. V, ^ 1 ). 

Fur die Reduktion des Pfaff’seben Ausdrucks auf eine Form mil, 
der Minimalzahl von Differentialelementen gibt jetzt Nafani zwei 
Metboden. Einmal fiibrt er [p. 318] die 2m — 1 Hauptintegrale von 
8 als neue Variable in A ein, wodurcb dieses in einen bediugung.s- 
losen Ausdruck mit 2 m Variabeln iibergebt (Art. 135), der iiacb Pfaft"s 
Methode weiter behandelt wird. Zweitens aber [p. iSlQff. | entwiekelt 
er, in Ausfiibrimg des Jacobi’scben Gedankens, geradezu die „explici{e“ 
Metbode von Kap. IX, freilicb immer unter der stillscbweigenden Yor- 
aussetzung eines Pfaff’schen Ausdrucks gerader Klasse, and auKfiibr- 
licber nur fiir den PaU eines bedingungslosen A mit gerader Variabeln- 
zahl; aucb ist zu betouen, dafs Natani die successiveii Systeme k], Kj .. 
des Kap IX zwar wirklicb aufstellt, aber ibre Yollstandigkeit ehenso 
wenig nacbweist, wie diejenige des Systems V. 

Die Anwendung dieser Tbeorie auf partielle Differentialgleicb ungen 
erster Ordnung [p. 325] fiibrt den genannten Autor zu einer Ableitung 
beider Jacobi’seber Metboden, und zu einer Ubertragung der zwcilen 
dieser Metboden auf den Pall, dais die gegebene partielle Differential- 
gleicbung die Unbekannte s explicite entbalt, d. b. zu einer Vt'rall- 
gemeinerung der Lagrange’scben Metbode (Art. 368). 

433. A. Clebsch. In der Abbaudlung [II] ^) stellt sich Ckhscli die 
Aufgabe, Jacobi’s zweite Metbode auf beliebige Pfaffsebe Ausdriicke 
zu iibertrageu. Die Grundlage fiir seine Untersucbungeii bildet die 
obne Beweis als ricbtig angenommene Tbatsacbe: Ist J die Minimal 
zabl von Differentialelementen, auf die ein PfafiTscber Ausdruck z/ mit 
n Variabeln reduzirt werden kann, und 

( 2 ) F,df, + . . + F^df, 

eine solcbe reduzirte Form, so sind die Punktionen F;^ f, entweder I) 
von einarcder unabbangig, oder II) durcb eine Relation verkniipft. Im 


1) Die Note [I] entiialt eine Yoranzeige zu [II]. 
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letzteren Fall nimmt Clebsclt (wiederum oline eigentlichen Beweis) 
tlafs obige Form durch eine einfacliere 

( 3 ) dfx 4 “ -| — Fx-idfx^i 

ersetzt werden konne, worin die 2l~l Funktionen /) F niinmehr 
unabliangig sind. Ln librigeu ist der Gedankengang deinjenigeu aiialogj, 
der in Art. 29(5 dieses Bucks auseinandergesetzt wurde. GJebsclt be- 
tracktet die allgemeinste Nonnalforin 

H h ^^d9)x bezw. dipx + ^id(p^-\ [- 0x~id(px~~i 


von z/; er zeigt (freilicli nickt mit geuiigender Stringenz)^ dafs fiir 
im Falle 1) eine beliebige Funktiou der Grdfsen: 


( 4 ) 


F. F, 


]i' ji' j fi) /:>? • • /-i ? 
1 1 

im Falle II) eine solcke der Grofsen 

(!■>) 


gewaklt werden kdnne, rediizirt z/ vermdge der lielation 9 ^= const, 
aiif einen Ausdruck mit n — 1 Variabeln^ der sick als Siimme 
von I — 1 Termen darstellen lalst, ebenso vermoge einer lielatioii 
== const, n. s. w.^ wie in Kaj). XI, § 3 auseinandergesetzt wurde. 

Die wiclitigste Leistung von Clchsch ist nun die Barleyimg c/cs* 
ZmammmJmujii dvn F^ f rinrr Normcdform emerseHs, mtd 

den Funktionen n/, (itk andererseits (Kap. V, § 1 u. 2 ). Aus diesem 
Zusammenkang katte er vor allem die notwendigen Bedingungen fur 
das Eintreten der Fillle I) und II) ablesen konnen; dock sind die 
darauf bezuglichen Aufstellungen von Glehseh weder vollstiindig nock 
uberkauj)t richtig. 

Dagegen erkillt Clehsck auf diesem Wege filr die oben genannte 
Funktion 9 )^, die bisker nur als arbitrilre Funktion der Grofsen (4) 
bezw. (5) delinirt war, ein System linearer komogener partieller 
Ditferentialgleickungen, deren Koeffizienten nur von den a;k 
hangen, na. a. W. das vollstandige System F und damit seine erste 
R.eduktionsmetkode (Kap. VI, § 1). Im Falle II) gibt Clebseh [p. 224 1 
nock eine zweite Metkode an, indem er einer arbitraren Funktion 
der 21 — 1 Grofsen F, f in der Kormalfonn (3) gleicksetzt, demnacli 
als beliebige Lcisung des zu z/ gekorigen vollstandigen Systems W 
definirt (Kap. V, § 2), und J vermoge (p^ = const, auf einen Ausdruck 
mit n — 1 Yariabeln reduzirt, dessen Normalform I — 1 Differential- 
elemente entkalt (Art. 161). 

Die weiteren Entwickelungen von Glehseh bezieken sich aus- 
scklielslich auf den Pall eines bedingungslosen J mit n^2v Varia 
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beln. F«r diesen Fall wird die Serie der partiellen Differeutialglei- 
dningeu V, . • (vgl Kap. VI, § 2) aufgestellt [p. 228—232 ], 

sodann dureb eine aulserst beschwerliclie Recbnung [p. 232-242] der 
tlbergang von der impFciten zu der expliciten Rediiktioiismetliode ge- 
■wonnen. Es werden. die Klammersymbole (f\ (bei Glebseh; /.j) iiiul 
und ((pf) (bei Clebsch: [cpf]) definii-t, nnd die Formen angegeben, in 
die sie iibergeben, ‘wenn man die F, f als neue Independente einfiihit 
(Kap. X, § 3). Ancb zeigt Clebscli, dafs fiir jede aiidere Normalfovin 
+ • • + Bedingungeu (y,-)o = ( 9 , 9 /,) ^ 0 «-i>llU 

sind; er stellt scbliefslich die Identitaten (39) p. 369 und (43) ]i. 3iO 
dieses Buebes anf, und zeigt, wie man mii ihrer Hiilfe aus 2 bezw. 3 be- 
kannten Losungen der Gleicbung (f\ = 0 neue ableiten kaun ( Art. 272 ). 

Die Abbandlung [III] von Clebscli erganzt die in [IIJ fur oin bo- 
dingungsloses ^ mit 2v Yariabeln gewonnenen Resultate. Es wird 
zunacbst die Normalfoi-m der Klammersymbole (f\ und (y/'j dureb 
die in Kap. X, § 3 angegebeue Recbnung direkt abgeleitet, und bier- 
aus sofort gefolgert, dafs die Herstellung einer Formalform von J 
auf die Ermittelung je einer Losung der successiven vollstilndigen 
Systems 

( 0 ) (/) = 0 , (fj)==0,..(f,f)==0 (Z- = 0 ,l,..n-l) 

binauskommt. Aucb gibt Clebscli [p. 151 — 154] eiueu direkten, .stdir 
eleganten, auf der Kompositionstbeorie der Detenninanten l)t‘riilu‘iHlen 
Beweis des Satzes, dafs zum Besteben der Identitiit 



das Erfiilltsein der Bedingungen (fi\ = 0 (fifl) = 0 nicht nnr not 
wendig, sondem aucb binreicbend ist. 

Der iibrige Teil der Abbandlung [III] entbiilt verscbiedene Biltze 
ilber die Anwendung der Jacobi’scben Multiplikatortheorie auf das 
erste Hiilfssystem, uber die Ableitung neuer Losungen des vollst. 
Systems ( 6 ), falls einige Losungen bereits bekaunt sind, und rd)er dies 
Yerwertung des Jacobi’scben Integrationsverfabrens (Art. (57) fur vulL 
standige Systeme der Form ( 6 ). 

Jf. Ramburger [1] vergieiebt die Resultate von Qebsch und Natan i, 
und weist insbesondere darauf bin, dafs die Hauptergebnisse von 
Clebsch bereits dureb die ATzfem’scbe Abbandlung antizipirt sind; ferner 
erganzt er diese letztere dureb 'wirtlicbe Aufstellung der succes.siven 
vollstandigen Systeme Vv und Wv fttr ein bedingtes R, und zwar 
aucb in der Determinantenform, die ungefabr gleicbzeitig von 6 f. Fro- 
henius [I] angegeben vrarde (vgl. die ubernaebste Nr.). 

434. H. Orassmauu. Den wichtigsten Fortsebritt bat die Tbeorie 
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des Plaff’scheii Problems S. Grasstnawi [I] zu verdankeii. Dieser Port- 
scbritt bestebt in dem strengen Nachweis des Satzes, dais jede Pfaffsebe 
Gleiebuug, fur welcbe der Rang der zugeborigen Matrix (B) (Art. 90) 
gleicb 21 ist, anf eine rednzirte Form mit A und nicbt weniger 
Diiferentialelementen gebracbt werden kaun. Diesen Nachweis erbriiigt 
Gmssmann durcb die in Kap. IV, § 2 auseiiiandergesetzte tJbertraguiig 
von Pfalf’s Redubtionsmetbode anf hedingte Differentialausdriioke. 

Beziiglicb der Einzelnbeiten der Grassmann'^ahen Untersncbung 
verweison wir anf die vortrefflicbe Note EngeVs (im Anbang zu Grass- 
raanu’s Werken I, 2ter Toil p.482 — 490). Es sei bier nur bemerkt, dafs 
Gm^mcmn im Wesentlicben nur Pfaffsebe Oleiclmngen betraebtet, und 
demgemiil's die Uutersebeidung der Falle 3i = 2l und x = 2l — 1 nicbt 
l)esouder.s betont, obwobl er die Tbeorie der drei fundamentalen Ma- 
trices (yi) (B) {C) des Art. 90 vollstilndig beberrsebt. In Wirklicb- 
keit lassen sieb aber aus seiner Darlegung alle in Art. 114 — 119 
dieses Buebes entwickelten Siitze, insbesoudere aucb das von uns so 
genannie „Gi'assmann’scbe Tbeorem" (Art. 118) obne weiteres ablesen. 

Leidcr bliebon die Grassmanu’scdien Untersucbuugen, wobl baupt- 
silcblicb wegen der sebwer zugiinglicben Bezeiebnungsweiso, bis in die 
jflngste Zeit vollkommon uubeaebtet. 

4:>r). G. H'robeilius. Das Fundamentaltbeorem der Tbeorie des 
Pfuif’seben l’roblem.s, deni Grasmimin, wie wir geseben baben, bereits 
aiifserordentlioh nabe gekommen war, ward erst im Jabre 1870 un- 
gefiihr gleicbzeitig von G. Erobmius [IJ und 8. Lie jXl], und zwar 
anf ganz versebiodenen Wegen uacbgewiesen. 

Beziiglicb der Abbandlung von Frobenins konnen wir uns ganz 
kurz fassen, da wir die von dem Aquivalenzproblem ausgebende 
algebraisclie "Dberlegung, durcb die Frobenins zu seiner Reduktions- 
metbode gelangt, in Kap, IX, § 3, die Redubtionsmetbode selbst in 
§ I desselbeu Kapitels ausfubrlicb dargelegt baben. Die successiven 
vollstiindigeu Systeme J',. und TV,, werden von Frobenins lediglicb in 
Determinantenform, obno Benntzung der Pfafflscben Aggregate und 
der Klammei-symbole von Kap. IX § 2 aufgestelit; sie waren, wie wir 
wissen, im Wesentlicben bereits von Clebsch und insbesondere von 
Natani angegeben worden. Der Scbwerpunkt der Frobenius’seben 
Deduktion liegt demgegenuber in dem direlden Nachweis der Voll- 
stdndigMt jemr Systeme, ein Beweis, der, wie wir aus Kap. IX § 1 
wissen, denjenigen des Fundamentaltbeorems nacb sieb ziebt. Bs sei 
nocb bervorgeboben, dafs Frobmius zuerst die Invarianz der Zabl « 
und aberbaupt das Aquivalenzproblem (Kap. Ill) ausdriicklicb formu- 
lirt bat. 
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In der Abliandlung [II] entwickelt Frobenius die Satze, die wir 
in Kap. III^ § 2 sowie in Art. 235 wiedergegeben baben. 

436. S. Lie. Lies Beweis des Fundamentaltheorems [XI] stimmt 
der Hauptsache nach init demjenigen iiberein^ den wir in Art. 29o aii- 
gegeben baben; er bernbt auf zwei Hiilfssatzen (Art. 294)^ die Lie der 
ClehscKsoheR Tbeorie des Pfaffscbeii Problems entnimmt, Es ranis 
aber betont werdeii^ dafs diese beiden Satze von Clelsch in Wirklieb- 
keit nicbt bewiesen warden, aber allerdings sebr leicbt ans Lies 
Tbeorie der Beriibrungstransforraationen gefolgert werden koiiiien 
(Art. 288 und 292). 

Die Herstellnng der Normalform erfolgt bei Lie nacb der Metbode, 
die wir in Kap. VI, § 4 anseinandergesetzt baben; sie berubt, wie wir 
1. c. geseben baben, daranf, dafs der Pfaff’scbe Ausdrack z/ mit der 
Klasse x dnrcb eine einfacbe Substitution auf einen bedingungslosen 
Ausdruck z/ mit x Variabebi reduzirt wird, aus dessen Normalform 
die von z/ durcb Differentiatiouen und Eliminationen (bei ungeradein 
X nocb durcb eine Quadratur) bergestellt werden kann; dafs ferner 
z/ nacb der ersten Metbode von Glehsch reduzirt wird, raid auf den 
bierdurcb entstebenden Pfaff'scben Ausdruck mit x — 1 Variabebi iind 
der Klasse x — 2 obige Substitutionsmetbode neuerdings angewendet 
wird, u. s. w. 

In einer fruberen Abbandlung [X] batte Lie das soeben gesediil 
derte Verfabren auf den Fall eines bedingungslosen z/ mit gerader 
Variabelnzabl angewendet. 

Die von Lie um dieselbe Zeit^) gescbaffenen Begrifte: FUichen- 
element, Blementverein, Beriibrungstransformation (Kap. A^li, A'ill 
und XI) steben mit dem Pfaffscben Problem in allerengstem Zusara- 
menbang: denn erstens ist die Tbeorie der Berubrungstransformationen 
selbst ein Spezialfall der Tbeorie des Pfaff’scben Problems (Kap. XI, 
§ 1, 2), und umgekebrt gestattet eine direkte Begrundung der ersteren 
aucli die letztere vollstandig aufzubauen (Kap. XI, § 3); zweiteras liofern 
jene Begriffe die Erledigung der von Glehsch nur gestreiften Fragv 
nacb dem allgemeinsten Integralaquivalent einer beliebigen Pfaffscbeii 
Gleicbung (Kap. VII) und nacb dem Ubergang von einer speziellen 
Normalform zu einer beliebigen andern, sowie die Losung des Aquiva- 
lenzproblems zweier Pfaffscber Ausdracke (Kap. VIII); drittens ermog- 
licben sie es, die Tbeorie der partiellen Differentialgleicbungen erster 


1) Seit 1870 in verscbiedenen (bes. norwegischen) Abliandl ungen; vgl, die 
zusammenfassenden Darstellungen VI, VII, VIII iind besonders II und IV 
A, Mayer, IX, X; G-, Darboux 1, 11, 
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Ordimiig von den Besclirankungen der alteren Methoden zu befreien^ 
nnd im Sinne des urspriinglicben Pfaff’scben Ansatzes der allgemeinen 
Theorie des Pfaff’sclien Problems als Spezialfall einzuordnen (Kap. 
XII, XIII). 

437. (j. Darboiix; F, Engel. Wir baben znm Schlusse nocb einer 
Untersucliungsrichtung zu gedenken, die in den letzten Jabrzehnten 
fiir iinsere Theorie von Wichtigkeit geworden ist, wir meinen die 
Theorie der mit einem Pfaffschen Ansdruck, bezw. einer Pfaff’schen 
Gleichiing inmriant verknilpften Oebilde. Das wichtigste dieser Gebilde, 
die hilineare Kovariante, wurde von Frohenitts [I] in den Mittelpunkt der 
Theorie des Pfaff’schen Problems gestellt (Kap. IX, § 3); durch kon- 
seqnente Dnrchfiilirung dieser Auffassungsweise gelangt Darloux [II] 
zu einer eleganten und libersichtlichen Darstellung unserer Theorie, 
die wir ihren Hauptzugen nach in Kap. X, § 2 wiederzugeben versucht 
ha1)en. Doch macht Farhoiix keinen Gebraueh von dem Begriff der 
nut einem Pfaff'scJien Ausdruck invariant verhiiipften Sckaaren infinite- 
sinnder Transform ationen. Dieser Begriff wurde schon iin J. 1873 von 
Lie [ill der Abh. IX p. ISO] gelegentlich gestreift; welcher Nutzen 
aus ihm fiir die Darstellung und Lbsung des Pfaff’schen Problems ge- 
zogen werJen kann, hat F. Engel [111] gezeigt (vgl. auch Lie XII). 


Weber, Das Haffaclie I^roblem, 


OA 
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Anm. Die arabisclien ZifFern bezielien sicb, wo nicht anclers bemerkt, auf die 

Artikelnummern 

Abkiirziingen : Btrf. = Beruhmngstransformation; D. = Differentialgleichung ; 
Mann, = Mannigfaltigkeit; p. = partiell; Pf. A. == PfafF’scber Aiisdruck: Pf. Gl. 

= Pfaff’scbe Gleichung. 


A b b i 1 d u n g eines n - dimensionalen 
liaiuns aiif einen andern 45; einer p. 
D. 1. 0. H32, 333; e. Involutionssystems 
305. 

Abliilngig keit, lineare, von Grofsen- 
Kystemen 4, 15; von linearen Glei- 
elinngen 0, 15; A. von Funktionen 39. 
A d j u n g i r t e S c li a r in finitesimaler 

Transformationen 73 
A d j u n g i r t e s System gewohnliclier 
D en zii einer linearen koinogenen p. 
^ D. 1. 0. 48 ; a S. linearer totaler D.en 72. 
An de rung der Klasse eines Pf. A. bei 
Addition eines exakten Differentials 
102, 145, 146; ]>ei Multiplikation init 
jiinem Faktor 99, 100, 142-— 144. 
Aqiiival(‘nte Normalformen eines 
.Pf. A, 200, 207. 

A q u i V al e n z linearer Gleicliungensy- 
steme 10; von Gleickungensystcmen 
iiberhau]>t 42; von Fornienpaaren 225, 
233 ; von Pf. Ausdriicken 95, 125, 209, 225, 
234; von Pf. Gleicbiingen 101, 120,208, 
Aggregat, Pfaff’scbes 16 — 19. 

A 1 Igemeine Integralgl eichungen 
eines Systems gewobnlicber D.en 48; 
eines Systems exakter Glcichungen 83. 
Allgem eine Lage eines Punktes hin- 
sicbtl. e, lin. bom. p. D. 53; bins, 
eines Systems lin. bom. D.en 57, 
Allgem eines Integral einer bomo- 
gcnen linearen p. D. 1. Ord. 46; eines 
imbescbninki integrabein Systems 83; 
einer p. D, 1. 0. 315 -- 317, 321, 322, 
324, 340; eines Involutionssystems 355, 
365. 

Alternirende Bilincarform 76, 80, 
225—233. 

Alternirende Dcterminante 16—24. 
Aufldsung eines linearen bomogenen 
GleicbungensystemsS, 11 ; eines linearen 


nicbtbomogenen Gl.systems 14; eines r- 
gliedrigen Gleicbungensystems in n 
Variabeln 40. 

Ausdruck, Pfaff ’sober s. d. 
Ausgangselement eines cbarakt. 
Streifens 325, 327. 

Ausgangsmannigfaltigkeit eines 
Integrals 53, 338, 339. 
Aiisgezeicbnete Punktion einer 
Funktionengrui}pe 398; einer bomo- 
genen F.gruppe 408, 409. 

Backlund, A. V., Einlcitung, 424 
Backlund’scbe Theorie 424—429. 
Babnkurven einer eingliedrigon Gr uppe 
54. 

Bahnstreifen einer inf. Transfor- 
mation 337. 

Bedingter, bedingungsloser Pf. A. 
97. 

B(3rtrand, J. 126, 343, 4 )ag. 601, Anm: 2. 
Bertrand’sche Metbode 126, 136. 

B e r ii b r u n g s t r a n s f 0 r m a t i 0 n in 
2 m -f 1 Variabeln 193—200; 281 — 286; 
in JRg xmd in der Ebene 199; B. dcr 
Form z' U{x, p); xf == X.(iC, 2 )) ; 

2)! == I^({X2)) 201, 290 — 202; Btrf,, die 
die Variabeln xp fur sicb transformirt 
201, 293; s, aucb homogene B., infini- 
tesimalc B. 

Bewegungsgleicbungen 387. 
Bilineare Kovariante 225. 
Bilinearform, alternirende s. d. 
Boltzmann, L., pag. 601 Anm. 1. 
Boole, G., 74. 

Bouquet, M., pag. 110 Anm. 

Bfiscbel von Eicbtungen 71. 

Oaueby, A., 342, 431. 

Cauchy’s Metbode zur Integration 
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einer p. D. 342 — 344; verallgemeinerte 
C. M 359-^367, 376, 391. 

Cayley, A, 18. 

Charakteristik einer linearen p D. 
53, 311; eines vollsi Systems 69; einer 
p D. 325; analytisclie Darstellung 326, 
327; Darstellung mittels e. vollst. Int 
340; Ch. der homogenen p. D. 341; 
eines Involiitionssystems 356 — 361, 376; 
vereinigte Lage zweier Ck. s. d ; Yer- 
halten bei Brtrf. 346, 348, 349, 357; 
Cb. eines beliebigen Systems p, D en 
1, 0. 427. 

Charakteristiscbe Funktion einer 
inf, Beruhrungstransformation 416 

Cbarakteristiscbe Kurve einer li- 
nearen bomogenen p. D. 53, 311. 

Charakteristiscbe Mannigfaltig- 
keit einer linearen bom. p. D. 53; 
einer p. D. 1. 0. 334, 338. 

Clairaut’ scbe Gleicbung, verall- 
gemeinerte 347. 

Clebscb, A., 63, 65, 148--162, 272, 433. 

Clebscb’scbe Reduktion 152. 

Cylinder, Cylindriscbe Punkt- 
mannigfaliigkeit 177. 

Darboux, Gr., 824, pag. 601 Anm. 2, 
pag, 608 Anm.; 437. 

Deabna, F, 74. 

Definitionsgleicb ungen einer 
Punktmann. des 43; eines Element- 
vereins 177, 184, 241, 243, 245; der 
homogenen Btrf 278; der nichthomo- 
genen Btrf. 286. 

Delassus, 6., 365. 

Determinanten , r-reibige, einer Ma- 
trix 1; alternirende D. 16—24; Kom- 
position pag. 42 Anm 

Differential, exaktes 92, 93 

Differentialelemente, Minimalzabl 
in einem Pf, A. oder e. Pf. Gl., Ein- 
leitung, 119, 211. 

Differentialgleicbung, lineare bo- 
mogene I. Ord. 46; lineare nicbtbo- 
mogene I. 0. 49; partielle D. I 0. 
Einleitung, 301; bomogene partielle D. 
341; totale D. Einleitung; D.en der 
Dynamik 387; s. aucb System, 

Dimensionszabl einer Punktmann. 
des B^ 43 ; eines Elementvereins 177, 184. 

Dynamik 387. 

Ebene, ebene Punktmannigfaltig- 
keit des 12,, 48; E. eines Piachen- 
elements 176, 182, 183. 

Eigentliebe Beriibrungstransfor- 
mation 198. 

Eingliedrige Grnppe von Punkt- 
transformationen 54; von Berilbrungs- 
transformationen 269, 337, 338; e. G., 


die einen Pf. A., eine Pf. Gl. invariant 
lafst 269. 

Einbullende Placbe 324. 
Elementarkegel 178, 331. 

Elemente einer Matrix 1; kanonische 
E. eines dynamiscben Problems 390. 
Elementkoordinaten 176; homogene 
182—184. 

Elementmannigfaltigkci t , Ele- 
mentverein 177, 184; 241, 243—245; 
Yerbalten einer E. bei Btrf. 197, 200. 
Elimination 41. 

Engel, F., 26, 60, 437. 

Entwi eke lung einer Funktion in eine 
Potenzreibe 37. 

Enveloppe 324, 

Euler’seber Muliiplikator 94. 
Exakte Gleicbung 81, 90, 91, 249; 
Systeme exakter Glcicbiingen 74. 
Exaktes Differential 92, 93. 
ExistenzderLDsungen einer linearen 
niebt homogenen p. D. 49; eines vollst. 
Systems 62; einer p. D. 317; eines 
Involntionssy stems 365. 

Explicit e Reduktionsmethode 211 
—224, 297. 

Farkas, J., p. 601, Amu. 2. 

FI ache des 43, 177. 

Flllcbenelement im 176, 182; 

iin 178, 183; singulllres einer p. D. 
316; einer homogenen j). D. 341; eines 
Involntionssystems 359 ; eines beliel^igen 
Systems p. D.en 1. 0. 427. 
Fliicbenscb ar 324. 

Folge; Definition dor Aussage: eine 
Gleicbung ist e. Folge anderer Glen 40; 
fill* lineare Gl.en 9. 

Formenpaar, best, aus e. linearen 
und e. bilinearen F. 225; Klasse des- 
selben 231. 

Frobeniiis, G., I — 15; 25 — 30; 35; 76, 
79, 80; 99—105; 211—218; 225-235, 
435. 

Frobenius’sebe Metbode zur Re- 
duktion eines Pf. A. 211 — 218, 225— 235. 
Fundamental theorem 124, 167, 435; 
1. Beweis 124; 2. Bew. 147; 3. Bew. 
155 — 100; 4. Bow. 215—218; 5. Bew, 
295. 

Funktion von n Variabeln 37 ; F., die 
eine eingliedrige Gruppe gestattet 65. 
Funktionaldeterminante, -matrix 
39. 

Funktionengruppe 397; invariante 
Eigensebaften gegeniiber Btrf. 399, 400, 
Funktionensystem 37, 39. 

Gauss, C. F., 430. 

Gerade des B„ 43, 

n 
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C4 lei eliun gen system in n Variabeln 
40; llquivalente It, e, 4*2; lincarc s d.; 
G. , das e. eingliedrige Gruppe ge- 
stattet55.^ 

Goursat, E., C7, 74; pag. 107 Anm. 
Grassmann, II., 25—34; 114—119; 
139; 211, 258. 

G rassinann’s Keduktionsinetliode 
114-119; 139, 258; G ’s Theorem 118, 
119, 211, 215, 434. 

s. eingliedrige G.; Eunktionen- 

gruppe. 

Hamburger, M, 433. 

Hamilton- Jacobi’scheTlieorie 380 
—390 

H a m i 1 1 0 n ’ s c h e E u n k t i o n 387 ; 
Il’sches Prinzip 387. 

Hauptintegral e einer liuearen ho- 
mogenen p. D. 46; eines Jacobi’scihen 
Systems 62. 

Ilauptunterdcterminante 22. 
Homogene Be rilli rungs trans fo r- 
mation 202, 203, 273—280. 
Homogene I) iffcreniialglei cluing 
T. U. 302, 303. 

Homogene El emenikoordinatcn 
182, 183. 

Homogene Eunkti on on gruppe 406; 
invariante Eigenscliafton 410-— 412. 
llomogener Pfaff’scber Ausdruck 
104, 105; 1. Grades 235; 2. Grades in 
3 Variabeln 105. 

1 (lentisclies Versciiwinden einer 
Pimktion 38. 

id en tit at, Jacolnsclie 270; MayePsche 
271; Vivanti’sche 22, 24. 

I inpliciieEeduktionsnie tlio do 160, 
297. 

Imscheneizky, V. G., 371. 
Infinitesimaie Berilhrungstrans- 
formation 267, 269, 337, 338; homo- 
gene 268, 2G9; i. ii, die eine p D., 
ein Involutionssystem in sich liber- 
fiihrt 416, 418. 

Infinitesimale Transfer mation 54; 
aiif einen Pf. A. ausgeubt 77; i. Tr., 
die e. Pf. A., e. Pf. Gl, e. System Pf. 
Gl.en invariant lafst 78, 247—251; 
i. Tr., die e. Pf. A. urn ein exaktes 
iJifF. ilndert 252, 253, 
fntegrabilit'at, unbeschrankte, eines 
Systems totaler D.en 74, 76, 78, 80. 
Integrable Kombination mehrerer 
Pf. Glen 74. 

Integral e lin. homog. p. D. 46; e. 
Systems gew. D.en 48; e. Systems Pf. 
Gl.en 74, 82; e. p. B. I. 0. Einleitung, 
298—303; e. Involutionssy steins 356; 
gemeinsames I mehrerer lin. horn. p. 


Den 1. 0. 57, 58; mehrerer p. D. I. 0. 
351, 424—429; mehrerer homogener 
Gl.en 353. 

Integralaquivalent eines Systems 
Pf. Gl.en 82; der Pf. Gl. dz = 

174, 175, 177, 242—244; der PE Gl 
2:!p^dx.^Q 180, 181, 184, 241, 246; 

einer beliebigen Pf. Gl. 185—192; 239, 
240, 242. 

Integralflilche einer linearen p. D. 
L 0. 53; eines vollst. Systems 69, 86; 
einer p. D. I. 0. 298; eines Inv.systems 
•363. 

Integralfunktion einer linearen nicht 
horn. p. D. I. 0. 49; e. gewissen Sy- 
stems j). D en mit mehreren Unbek. 
49; e. p, D. I 0. 317, e. Inv.systems 
365; s. Existenz cl. Losiingen, Integral. 
Integralgleichungen, allgemeines.d. 
Integralkonoid 331, 365. 
Integralkurve e. lin. horn. p. D. 1. 0. 
53. 

Integralmannigfaltigkeit e. p. D. 
1. 0. 299—303; gemeinsame 1 en meh- 
rerer p D.en 1. 0. 351, 424—429. 
Integration, Integriren e. p. D. 
Einleitung. 

Integrationsoperation der Orcl- 
iiung V hi. 

Invariant verkniipfte Schar infini- 
tesimaler Trsf. 73, 255; i. v. vollst. 
System 134, 141, 437. 

Invariante e. Pf. A. 96, 98, 125; e. 
Pf. Gl. 101, 120; simultane I. eines 
Pf. A. u. c. inf. Trf. 73; L einer Funk- 
tionengruppe 399, 400, 412. 

Invarianz einer Pf. GL ; eines Pf. A. 
gegenhber e. endlichen Trf. 210. 
Inversion, Inversionenzahlpag. 22. 
Anm. 

Involutionssystem 351, 352; seine 
Integral© 355, 365; Yerhalten bei Btrf. 
357, 358; homogenes I 353: I. in einer 
Funktionengruppe 401; I. nullter 0. 
in e. horn. Funktionengr. 413. 
Involutorisohe Funktionen 352. 
Jacobi, 0, Gr. J., 18, 49, 50, 56, 59, 
65, 67, 106, 121—123, 259, 270, 307, 
308, 342, 368, 369, 371, 380-390, 431. 
Jacobi’seher Multiplikator 56. 
Jacobi’s erste Method© 307, 308, 
342; zweite M. 368, 369, 371, 388; 
verallgemeinerte zweite M. 391. 
Jacobi’sche Identitat 270. 
Jacobi’sche Reduktion 121 — 123, 
269. 

Jacobi’sehes System 69, 65—68. 


Kanonische Element© eines dyna- 
namischen Problems 390. 
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Eanonische Form e. Funktionen- 
gruppe 399; e. horn. F. 410. 
Kanonisclies System gew. D.en 

380—390. 

Elammersymbol 57; Yer- 

haltenbei Yariabelatrf. 60; E-(9/’), (f)^ 
220; Kormalform 262; Invarianz bei 
Btrf. 276; Elammersymbol [9/*], [/*J^ 
222: Normalform 263; Yerhalten bei 
Btrf. 283; E. {9/}, 223; Eor- 

malform 264; Invarianz von (9) bei 
Btrf. 410; Identitaten zw. d. E.en 

224, 270, 271; Beziebnng zw. den E.en 
(cpf) nnd [9/*] 378, 416. 

Elasse 96, 97, 103; Invarianz der E. 
98; Anderung bei Mult. m. e. Faktor 
99, 100, 142—144; bei Addition e. 
exakten Biff. 102, 145, 146 ; Eeduktion 

d. E. vermoge e. Eelation zw. den 
Yariabeln 162, vermoge bei. Eelationen 
236, 238—243; E e. Formenpaars 231. 

Eolonne 1. 

Eomposition der Determinanten pag. 
42 Anm. 

Eongruente lineare Transforma- 
tion zweier Yariabelngruppen , k. 
lineare Formen pag. 307 Anm. 
Eontinuirliche Gruppe 64. 
Konvergenzbereich, -bezirk 37. 
Eoordinaten eines Punktes im 
42; eines Flachenelements 176; horn- 
gene 182, 183; E. e, Flachenelements 
im jRj 178; e. Linienelements der 
Ebene 179. 

Eovariante, bilineare, eines Pf. A. 226, 
437. 

Eovariante Scharen von inf. Trf. 265. 
Eovarianz der vollst. Systeme F und 
TF 134, 141, 265. 

Eraftefunktion 387. 

Eronecker L., 7. 

Eurve des B^ 43. 

Lagrange’ sche Bifferentialgleichungen 
der Bewegung 387. 

Lagrange’ sche Methode zur Integration 
e. p. D. I. 0. 370. 

Lie, S , 40—45; 51, 53—55, 62, 63, 69, 
70, 71-73, 86, 171—173, 174-184, 
193—203, 267—269, 273—293, 373—379 ; 
pag. 643 Anm.; 397—404; 406—423, 
I>ag.^601 Anm. 2; 435—437. 

Lie’s Methode zur Integration e. 
Inv.systems 373—377; zur Eeduktion 

e. Pf. A.’s 171—173. 

Lie’scher Multiplikator 63. 
Lineare Gleichungen, homogene, 

in n Dnbek. 3—13; nichthomogene 14; 
m. schiefsymm Matrix 26, 31—34. 
Lineare homogene partielle Dif- 


ferentialgleichung I. 0. 46, 311, 
331; 1. nicht homogene D. 49. 
Lineare Eombination linearer Glei- 
chungen 4. 

Lineare Punktmannigfaltigkeit 
des B^ 43 

Lineare Unabhangigkeit von 
Grofsensystemen 4, 15 ; von Gleichungen 
9, 15; von Eichtungen 71. 
Linienelement der Ebene 179, 182. 
Losung s. Integral, Integralfiinktion ; 
Existenz 

Losungensys teme linearer hom.Gl. en 
3—13; linearer nichthom. Gl.en 14; 
von Gl.en mit schiefsymm. Matrix 25, 
31—34. 

Mannigfaltigkeit, cylindrisclie 177; 
von Punkten s. Punkimann. 

Mansion, P. 18. 

Matrix 1; M. e. linearen G1 systems 3; 
M., deren Elemente Funktionen siiid 
15; die 3 Matrices (A) (B) (0) 96; die 
M. (B;) 211; die M. {0^) 218 
Mayer, A., 63 (pag. 82 Anm., pag, 84 
Anm.); pag. 107 Anm., 85, 313 pug. 
601 imm. 2; pag. COS Anm. 
Mayer’sche Identitat 271, 415. 
Mayer’sche Transformation 85, 90, 
91, 92, 374; bei der Eeduktion c. Pf. 
A.’s 169, 170; bei dor Integration e. 
Inv.systems 372 — 374. 

Mechanik, D.en der, 387—390. 
Meray, Ch., pag. 81 Anm. 
Minimalzahl v. Differentialolementen 
in e. Pf. Gl. Einleitung, 119, 211; M. 
der Gleichungen im Integralaqiiivalent 
e. Pf. Gl. 240, 242. 

Minor en einer schiefsymm. Deter mi- 
nante 21, 23. 

Mo r era, G., 363, pag. 601 Anm. 2. 

M u 1 1 i p 1 i k a t i 0 n dor Determinanten 
pag. 42 Anm. 

Multiplikator Bulcr’scher 94; Ja- 
cobi’scher 56; Lie’scher 63. 

Eatani, L., 76, 432. 

Normalform e. Pf A.’s 124, 127, 130, 
148—167, 211 — 218; analytische Be- 
schaffenheit 167: allgemeinste N. 206. 
207; N. der Elammersymbole 202—264, 

Operation der Ordnung 1/ 51, 88; 0. 
null 92. 

Partielle Different! alglei oh luig , 
s. Diffgl. 

Pfaff, J. F., Einleitung, 107—112, 430. 
Pfaff’s Integrationsmethode e. p. 
D. 1. 0. 305, 306, 430. 

Pfaff’s che Gleichung, Einleitung; 
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Integral ilquivalente 174 — 192; Rang d. 
Pf. Gl. 101, 120; Sjsteme Pf. Glen 72 ff. 

Pfaff’sclie Reduktion 106—112, 258. 

Pfaff’scher Ansdruck Einleitung; 
Aquivalenz zweier Pf. A.e. 95, 125, 209, 
225, 234; bedingungsloser, bedingter 
P. A. 97; liomogener Pf. A. 1 Grades 
235; 2. Grades in 3 Variabeln 105; 
Pf. A. in 3 Variabeln 126, 133, 153, 
154. 

Pfaff’scbes Aggregat 16—19. 

Pfaff sches Problem Einleitung. 

Poisson’s ekes Klammersymbol 
262. 

Poisson’sebes Tlieoreni 272, 397,415. 

Polargriippe 398; kanonische Form 
400. 

Potenzreilie 37. 

Prinzipadfunktion 387. 

Piinkt in 43 ; eines Plachenelements 
177. 

Piinktmannigfaltigkeit 43; P., an 
(lie sich ein Elementverein anscblioist 
177; cylindrisebe P 177. 

Pu nk ttransformation de.s B^^ 45; 
erweiterte P. 198, 199. 

(Juadratur 92. 

Rang eimm Matrix 2, 7; e. scbiefsymin. 
Matrix 25; e. Matrix ^ deren Elemente 
Pnnktionen sind 15; Anderiing des R.s 
bei Weglassung einer Reihe 10; R. 
(iincr alternirenden Bilinearform 226; 
einer Pf, Gl, 101, 120. 

Raiun von n Diniensioneii, B^^ 43. 

Itaiunkurve 43. 

Iteduktion der Klasse vermoge e. Re- 
lation 152; vex'moge mebi*erer Rela- 
tioiKin 236; R. der Variabelnzabl in 
e. Pf. A., e. Pf. Gl. 135—137, 260, 261. 

R e d u k t i on H m e t h 0 d e , Clebscb’sche 
148—162; 296, 297; expHcitO 211— 224; 
Verallgemeinerimg ders. 237; Fro- 
benius’sebe 211 — 218, 234; Grass- 
maim’scbe 114—118 , 1 39 ; implicite 
\i. 148—1 62 ; .Tacobi’sebe 121 — 123, 
259 ; Lie’sche 171 — 173; Pfaf ’sebe 
106-112; 258. 

Redir/iirte Form einer Pf. GL 112, 
118, 119, 161, 168; r. F., wenn ge- 
wisse Differentialelemente beL vor- 
gesebrieben sind 237; allgemeinste r. 
F. 205. 

Regulllrer Pnnkt e. Punktmann, 43. 

Regular! tat e. Funktion 37; der 
Funktionen i, d. Rormalform e. Pf. 
A.’s 167. 

Reibe i. e. Matrix 1. 

Eelationen, identisebe, zwiseben 
Fmktionen 39. 


Reziproke Funktion 385. 
Riebtung im B^ 71. 

Saltikow, N., pag. 601 Anm. 2. 
Sebar infinitesimaler Trsf. 73, 255. 

S chief symmetrisebe Bilinearform 
80, 226—233. 

Sebiefsymmetrisebe Determi- 
nante 16. 

Simultane Invariante e. Pf. A.’s u. 
e, inf. Trf. 73; einer alt. Bilinearform 
n. e. Systems von Linearformen 230. 
Simultanes System gew. Differen- 
tialgleicbungen 48. 

Singulares Placbenelement einer 
p. D 1. 0. 316; e. bom. p. D. 1. 0. 
341; e. Inv.systems 359; ernes belie- 
bigen Systems p. D.en I. 0. 427. 
Singulares Integral einer p. D. 
1. 0. 316, 323, 324, 362; eines Inv.- 
systems 362; eines beliebigeii Systems 
p. D.en I. 0. 427 

Singulares Integriilaqui valent e. 
Pf. Gl. 190—192. 

Spalte 1, 

Stelle 37. 

Stornngsfunktion 390. 

Streifen 177, 178. 

Sylvester’s Determinantensatz 35. 
System gewohnlicber D.en 46, 48; 
linearer bom. D.en 1. 0. 57 ff. ; linearer 
niebtbom. Den 1. 0. mit mebreren 
Dnbek. 49 ; linearer bomog. Gleicbungen 
3 — 13, linearer niebtbom. Gl.en 14; 
mit sebiefsymm. Matrix 31 — 34; S. 
von r iinabbangigen Gleicbungen in 
n Variabeln 40; 8 . Pfaff’seber Glen, 
totaler D.en 72 if. 

Tangent e 44. 

Tangentialebene, Tangential- 
mannigfaltigkeit 44. 

Totale Differentialgleicbung s. 
Pfaff’sebe GL 

Transformati on 45; T. , die e. Pf. 
A., e. Pf. GL in sicb liberfubrt 210. 
Transformationsgruppe, ein- 
gliedrige 54. 

Trans on, A., 423. 

Trennung der V ariabelnbei Jacobi’s 
zweiter Metbode 371. 

Umgebung einer Stelle 37. 
Umbiillungsflacbe 324. 
Unabbangigkeit v. Funktionen 39; 
v. Gleicbungen 40 ; lineare U. s. d. ; 
U. der Losungen e. linearen p. D. L 
0. 46, e. vollst. Systems 61—63. 
Unbesebrankt integrable Systeme 
74, 76, 78, 80. 
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Unterdeterminanten einer Matrix 1; 
einer scMefsymm. Matrix 23, 22, 23. 

Tariabelntransformation 45. 

Variation der Konstanten 322. 

Variations rechnung, Probleme der 
384-^386. 

Verscbwinden, identisches , einer 
Punktion 38; V. e. Punktion vermoge 
e. Gleicbungensystems 41. 

Vereinigte Lage zweier Plachen- 
elemente 176, 184; zweier Cbarak- 
teristiken 335, 336, 361, 427. 

Vivanti, Gr., 22, 24. 

Vollstandiges Integral einer p. 


D. I. 0. 309, 310, 312, 313, 318, 319, 
380; einer bomogen p. D. 314, 320; 
eines Tnv.systems 355; eines beliebigeii 
Systems p. D en I. 0. 426. 
Vollstandigeslntegralilquivalent 
189, 239, 242. 

Vollstandiges System 57 — 70; v. 

8. F, F'127--141; 255-257; v. S. F^., 

219-224, 297. 

Zeile einer Matrix 1. 

Zerlegung des durcb eine lineare 
p. D. I. 0. 53; durch eiu vollst. Sysiein 

09, 70. 


Berichtigungen. 

Seite 44, Zeile 16, 17 von oben lies: „das die n Ungleiclmngen“ statt „das eine 
der Ungleickungen^ 

Seite 70, Zeile 4 von unten lies: coZ) statt: coqD. 


„ 89, 

1) 

2 von oben 

77 

statt: B^Xs- 

,, 114, 

71 

1 von unten 

77 

373, 374 statt: 367, 369. 

„ 141, 

5 ? 

2 von unten 

77 

Art. 124 statt: 123. 

„ 190. 

77 

6 von oben 

77 

Art. 262 statt: 259. 

» 264, 

77 

2 von unten 

77 

Sliz, /, x[ . . x^). 

„ 271, 

77 

13 von unten 

7 ? 

Art. 293 statt: 290. 

„ 271, 

77 

3 von unten 

17 


„ 365, 

77 

13 von unten 

77 

die allgemeinste infinitesimale hoinogene 

ruhrungstransformation. 




Seite 395, Zeile 14 von unten lies: dU{xp) -f 
„ 466, „ 7 von oben „ Art. 431 statt; 426. 



Verlag toii B. G. Teufener in Leipzig. 


ENCYKLOPADIE 

DER 

MATHEMATISCHEN 

WISSENSCHAFTEN 

MIT EINSCHLUSS IHEEE ANWENDUNGEN. 


Herausgegeben im Anftrage 

der Akademieen der Wissenscliafteii zu Miiiiclieii und Wien nnd der 
Gesellscliaft der Wissenscliaften zn Gottingen, 
sowie anter Mitwirkang zaMreicher Facligeaossea. 


In 7 Bilnden zu je etwa 40 Bogen. Jalirlich 1 Band Yon 4-— 5 Heften. gr.8. geh. 

Band I: Aritlmetik a. Algebra, redigiert v. W. Fr. Meyer in Konigsberg. 

— II; Analysis H. Burkhardt in Zurich. 

— - III: OeoBietrie W. Fr. Meyer in Konigsherg. 

— IV; Meelianik F. Klein in Gottingen. 

— V: Physik A. Soinmerfeld in Clausthal. 

— VI, 1: (Jeodasie and Geophysik E. Wiecliert in Gottingen. 

VI, 2; Astronomie H. Burkhardt in Zurich. 

~ VII; Schluisband, historisclie, philosophisclie und didaktiselie Fragen 
behandeind, sowie Generalregister zu Band I— VI. Hrsg. von 
W. Fr. Meyer in Konigsberg. 

Bislierorscliienen* Bandl, 1. 1898. ix.JCZAO. 1, 2, 1899. n .^8.40 1,3. 1899. n.^3.80. 
I, 4. 1899. n. Ji 4.80. 11, 1. 1899. n. 4.80. 


^ Aufgabe der Encyklopildie ist es, in knapper, zu rascber Orientierung 
geeigneter Form, aber mit moglichster Vollstandigkeit eine Gesamtdarstellung 
der mathematischen Wissenschaften nach ihrem gegenwllrfcigen Inhalt an ge~ 
sicherten lie suit ate n zu geben und zngleich durch sorgfaltige Litteratur- 
angaben die geschichtliche Entwicklung der mathematischen Methoden seit 
dem Beginn des 19. Jahrhunderts nachzuweisen. Sie beschrankt sich dabei 
nicht auf die sogenannte reine Matheinatik, sondern berucksichtigt auch 
ausgiebig die Anwend ungen auf Mechanik und Physik, Astronomie und 
Geodilsie, die yerschiedenen Zweige der Technik und andere Gebiete, und 
zwar in dem Sinne, dafs sie einerseits den Mathematiker dartiber orientiert, 
welclie Fragen die Anwendungen an ibn stellen, andererseits den Astronomen, 
Physiker, Tecbniker dariiber, welche Antwort die Matheinatik auf diese 
Fragen giebt. In sieben Banden yon zusammen etwa 280 Bogen sollen die 
einzelnen Gebiete in einer Eeihe sachlich geordneter Artikel behandelt 
werden; der letzte Band soil ein ausfubrliches alphabetisches Register ent- 
halten. Auf die Ausfiihrung yon Beweisen der mitgeteilten Satze mufs natiir- 
lich verzichtet werden. 

Die Anspruche an die Vorkenntnisse der Leser sind so gehalten, ,dafs 
das Werk auch demjenigen niitzlich sein kann, der nur uber ein bestimmtes 
Gebiet Orientierung sucht. 

Eine von den beteiligten gelehrten Gesellschaften niedergesetzte Kom- 
mission, z. Z, bestehend aus den Herren W. Dyck in Mtincben, G, v. E scherich 
in Wien, F. Klein in Gottingen, L. Boltzmann in Wien, H. Weber in 
Strafsburg, steht der Redaktion zur Seite. 



Im Verlage Ton B. G. Teubner in Leipzig ist erschienen und durcli 
alle Buehliandlungen zu bezielien: 

Mathematische Annalen. 

Begrundet 1868 durcli Alfred Clebsch und Carl Neumann. Unter Mitwirtung 
der Herren P. Gordan, D. Hilbert, C. Neumann, M. Noether, K. Von- 
derMuhll, H. Weber gegenwiirtig herausgegeben von W. Dyck, F. Klein, 
A. Mayer. 62. Band. 1900. gr. 8. Preis fur denBand von 4 Heften n. 20.— . 
Oeaeralregister zu den Blnden 1—50, zusammengestellt von A. Sommeeeeld. 
Mit Portr§.t von A. Clebsch. [XI u. 202 S.] gr. 8. geb. n. JL 7. — . 


Bibliotheca mathematica. 

Zeitsclirift fiir GescMelite der Mathematischeii Wisseiischafteii. 

Herausgegeben Ton Gustaf Enestrom. HL Polge. 1. Band. 1900. gr. 8. 
Preis fiir den Band von 4 Heften n. 20. — . [Heft 1 erscheint im Marx 1900. | 


Zeitschrift fiir Mathematik und Physik. 

Begriindet 1866 durch 0. Scblo milch. G-egenwartig herausgeg. von R. Mehmke 
u. M. Cantor. 45. Jahrg. 1900. gr.8. Preis fiir den Jahrg. von 6 Heften n. Ji(20. — . 
Generalregistcr zu den JahrgS,ngen 1—25. [123 S.J gr. 8. geh. n. JL 3.60. 


Jahresberichte 

der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 

Im Auftrage des Vorstandes bisher herausgeg. von G. Cantor, W. Dyck, A. Gutzmer 
6. Hauck, E. Lampe, A. Wangerin. Jahrlich 1 Band. 7. Band. 1899. gr. 8. 

geh. n. JL 12.80. 

Zeitschrift fur mathematischen 
und naturwissenschaftiichen Unterricht. 

Bin Organ f. Methodik, Bildungsgehait u. Organisation der exakten Unterricbts- 
facher an Gymnasien, Bealschulen, Lehrerseminarien u. gehobenenBiirgerschiilen. 

(Zugleicli Organ der Sektionen fur math, und natnrw. Unterricht 
in den Versammltmgen der Philologen, Iffatnrforscher, Seminar- und Volksschullehi ©r ) 

Herausgegeben von J. C. V. Hoffmann. 31, Jahrgang. 1900. gr. 8. 

Preis fur den Jahrgang von 8 Heften n. JL 12.—. 
Oeneralregistei’ zu den Jahrgangen 1—25 unter der Presse. 
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